Découverte des probabilités au CM
1971
Premiere expérience

L'enseignement des probabilités a un niveau élément aire
est un sujet qui passionne depuis quelgque temps de

nombreux expérimentateurs, Nous savons maintenant g ue
les premiers qui parviendront a des résultats
communicables aux maitres peseront d'un poids tres lourd
dans l'orientation initiale de cet enseignement; i Is
créeront . le répertoire par lequel il faudra ensui te
passer pour se faire entendre, L'échec ou la réussi te

dépendent souvent de ces premiers pas.

Il convient donc d'étudier le plus vite et le mieux

possible les divers angles d'attaque du probléme et de
dégager les bonnes pistes avant que le terrain ne s oit
saccagé par des improvisations malheureuses. C'est

pourquoi le groupe d’étude de I'enseignement élémen taire
de I'.R.E.M. de Bordeaux a décidé de vous soumettr e les
premiers résultats de quelques expériences préparat oires

gu'il a menées dans ce domaine.

I faut éviter que des solutions de facilité

n'‘enclenchent un processus qui s'est produit a d'au tres

sujets et qui a abouti a des eéchecs regrettables :

certes, la théorie peut étre enseignée aux maitres dans
une forme correcte et adaptée aux adultes mais supp osons
que pour diverses raisons (par exemple temps

insuffisant) la plupart d'entre eux ne parviennent pas a
la dominer suffisamment pour voir comment et pourqu oi

elle permet d'appréhender certains phénomenes.

Supposons que les recherches préalables sur 1
enseignement des probabilités ne fournissent pas en core
des résultats qui permettent d'en faire comprendre par
IFexemple les buts essentiels,

Supposons aussi que l'on veuille tout de méme
entreprendre cet enseignement,
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Alors le seul objectif que ces maitres puissent ass

a leur enseignement c'est la connaissance du cours
probabilité, dans sa forme. La seule méthode qu'ils
puissent envisager c'est de prendre la théorie comm
modeéle de leur progression pédagogique, et de la
décomposer en apprentissages successifs en rajoutan

et la des motivations plus ou moins en rapport avec
I'objet

Il est peu probable que cette méthode permette a
I'enfant de dominer les phénomenes qu'on a voulu lu
montrer ; Il y aura sans doute aussi un €énorme
gaspillage de son temps et méme une déviation dans
genese de sa pensée scientifique.

Nous ne sommes pas en mesure de proposer pour l'ins
une suite de situations satisfaisantes, mais il fau
eviter les orniéres que nous signalons. C'est pour

nous avons mis a l'étude simultanément un cours po
les enfants de 9 & 11 ans (partie A) et des activi

pour la formation des maitres, dont vous trouverez
apres un premier état (partie B)

Il faut, dans les deux cas, que la construction des
modeles probabilistes soit justifiée par l'usage qu

'on veut en faire. Il faut que cette justification
apparaisse aux yeux des éleves, et qu'elle leur ser

sinon de guide au moins de référence dans les
différentes dialectiques du processus de
mathématisation.

Pour les uns comme pour les autres, malgré des nive
tres différents, il s'agit d'une étude du calcul d
probabilités a lintérieur d'une authentique activi
scientifique.

J'espére que cette attitude apparaitra nettement d
les deux études qui composent cet ouvrage

G. Broussea
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DECOUVERTE DES PROBABILITES AU CM

(PREMIERE EXPERIENCE)

. GENERALITES SUR L'ENSEIGNEMENT DES PROBATBILITES AU NIVEAU

ELEMENTAIRE

1.0. Introduction

I.1. Objectifs d'un enseignement des probabilités a
élémentaire

1.1.0.

I.1.1. - Pratique d'expériences ou le hasard joue
[.1.2 - Usage d'un vocabulaire utile et précis
1,1.3 - Construction de modéles probabilistes expl

[.1.4 - Introduction a l'étude systématique de la
probabilités

1.2. Remarques sur I'état de la question

1.2,0 -

1.2.1- Psychologie

[.2.2. - Epistémologie génétique

1.2.3. - Didactique

[.2.4. - Remarques sur le processus psychodynamiqu

1.3 Les problemes de la construction de modeles pr
explicites.

1.3.0. -
[.3.1 - Généralités sur les modeles
1,3.2 - Modeles déterministes modéles stochastique

1.3.3. - Motivations : les paris, la prédiction
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ll. PRESENTATION DE L’EXPERIENCE SUR LE "TEST D'HYP OTHESES"
1.0 - Introduction

II.1 - Objectifs généraux de I'expérience

[1.1.1 - Observation des modéles implicites

[1.1.2 - Conflit entre modéle implicite et-modéle e xplicitable
[1.1.3 - Autres observations

II.2. La situation statistique présentée aux enfan ts

I1.2.1.- Objectifs didactiques et conséquences

[1.2.2 - Mise en évidence des parametres de la sit uation
[1.2.3 - Choix, Calcul de la fiabilité correspondante
I1.3. Les caractéristiques de la situation pédagogi que

I1.3.1. -L'expérience comportera 2 phases
[1.3.2. -Durée de I'observation. Age des éleves
11.3.3. -Aptitudes supposées
11.3.4 - Motivations Pari ou test d'hypothéses
réle de la frustration
II.4 Observations - Hypothéses  Procédés
lll- DEROULEMENT DE L’EXPERIENCE
IlI-1 Observations sans intervention didactique
[1.1.1. - Matériel
[11.1.2 - Déroulement
a) premier jour observations remarques
b) deuxieme jour
c) troisieme jour
d) quatriéme jour

€) remarques sur les conditions techniques de 1 'e Xpérience
.2 Deuxiéme phase : interventions et observation S
[11.2.0 - Matériel

[11.2.1 - Composition des sacs

[11.2.2 - Déroulement

[11.2.3 - Discussion

[11.2.4 - Tirages avec 3 sacs
1. Examen de la feuille n° 1 - Remarque
2. Examen de la feuille n° 3
3. Examen de la feuille n° 2

Tableaux :ABCDE

IV - CONCLUSIONS -
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| GENERALITES SUR I'Enseignement DES PROBABILITES A

NIVEAU ELEMENTAIRE

1. - INTRODUCTION
La découverte des phénomenes aléatoires et la cons

des modeles probabilistes pose aux enfants des prob

délicats. Bien que ces notions soient négligées
I'enseignement actuel, il nous a paru intéressant d

étudier. D'abord parce que la compréhension profond

I'organisation déductive de I'édifice mathématique
emploi pour fournir des modeles déterministes ou no
par une certaine rationalisation de ces phénomenes.
cause des applications fréquentes que ces notions r
dans les techniqgues modernes de décision, car il n'
possible de priver la plus grande partie des citoye
moyens de comprendre et de contrbler les procédés p
sont prises les décisions qui les concernent.

Une certaine démystification, une certaine compréh
et une certaine pratique des statistiques et des pr
par la plupart des citoyens est devenue une des con
d'une société démocratique et par conséquent un des
de I'éducation. Dans le monde moderne 'homme est c
obligé de prévoir et de conjecturer ; il le fait en
plus souvent avec des techniques tres primitives. L
de rendre plus accessibles des techniques modernes
leur application dans des activités familieres et p
avoir de grandes conséquences dans la vie courante
Il convient de préciser ces objectifs et d'évaluer
les travaux publiés a ce jour les chances d'une ent
dont il ne faut pas se cacher les difficultés.
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l.1 - OBJECTIFS D'UN ENSEIGNEMENT DES PROBABILITES

l. 1-0 Il est utile de classer les objectifs didactiques
'on peut assigner a un enseignement élémentaire

probabilités selon leur ambition et pour cela de su

systéme associé au mprocessus de mathématisation qu
7]. On peut alors les formuler ainsi :

étudions actuellement [

- Pratique d'expériences ou le hasard joue un rol

BN

- connaissance d'un vocabulaire utile a ce sujet,

- construction de modeles probabilistes explicite
ou méme introduction a une étude systéma
la théorie des probabilités.

A ce niveau on peut exclure davoir pour objectif
l'utilisation  familiere des résultats formels ou de

techniques de calcul.
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l. 1-1 - Pratique d'expériences ou le hasard jour u
réle

Par la présentation de certaines situations ou un
déterministe ne convient pas, on veut mettre les en
mesure de construire un modele probabiliste implici
s'agira par exemple d'effectuer des paris convenabl
faire des prédictions correctes méme en dehors de t
analyse. Cet objectif requiert au moins une bonne f
avec des expériences de statistique et la découver
certaines sont liées entre elles.

I. 1-2 - Introduction d'un vocabulaire utile et
précis

Il s'agit de permettre aux enfants de formuler les
constatations qu'ils font a propos de ces observati
a-dire d'identifier et de désigner des événements e
mesure.

Si l'on veut faciliter la compréhension de lidée
modele, il est tres important d'avoir dés lors deux
différents : l'un pour parler des mesures d'éveneme
posteriori (statistique), l'autre pour parler des m
priori (probabilités).

. 1-3 - Construction de modéles probabilistes
explicites
Il s'agit de favoriser la découverte des relations
lient entre eux les objets identifies comme pertine
certaines expériences statistiques,

- l'utilisation de ces relations mathématiques po
obtenir des prévisions

- une vérification expérimentale de la valeur de
prévisions.

L'enfant utilise des instruments mathématiques for
(rapports, combinatoire) pour rationaliser les situ
lui sont proposées et valider certaines de ses déci
relations ne sont pas articulées ou justifiées dans
théorie.

. 1-4 - Introduction a I'étude systématique de la
théorie des probabilités
Il s'agit alors de munir les enfants d'un certain
de notions et de théories convenablement articulées
par I'enfant comme des connaissances) qui lui perme
décrire et de résoudre systématiquement toute une ¢
problemes. Ces théories permettant par surcroit d'e
avec un minimum d'efforts l'instrument d'analyse co
(exemple: notion d'évenement, de mesure...).
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|. 2 - REMARQUES SUR L'ETAT DE LA QUESTION

l.2-O0 -

Il n'est pas question, dans le cadre de cet article de tenter
de faire le point des travaux concernant le sujet g ui nous
intéresse.

Le développement de la pensée probabiliste peut ét re
étudié selon les disciplines et des points de vue f ort
différents.

Lorsqu'il s'agit de définir la pensée probabilist e elle-
méme, l'existence de plusieurs courants (objectivis tes,
subjectivistes et logicistes) | 1] montre que I'homme peut
prendre, face au hasard, diverses attitudes qui ré clament des
modeles distincts. Nous ne retiendrons que le modeél e
objectiviste classique mais rien ne prouve qu'il es t le mieux
adapté a la pensée de I'enfant dans les situations ou on veut

qu'il apparaisse [
Pour envisager le développement d'une connaissance, il

existe aussi plusieurs théories : on peut tenter de la
caractériser par la croissance réguliere avec l'age d'une
efficience qui s'approche par étapes de celle de [ adulte.
Cette description est associée aux théories de l'ap prentissage
et a des systemes didactiques que nous n'examineron S pas ici.
(Par exemple la progression le long d'un programme rationnel).
Nous préférons au contraire, avec Piaget, reconnait re
I'existence de stades qualitativement différents, d épendant
d'une maturation psycho-biologique et socio-culture lle.

Il reste alors a organiser les conditions de cette
maturation.  Diénés  propose, sous le nom  processus

psychodynamique un moyen de passer d'un stade a l'a utre et
d'organiser la didactigue en fonction, a la fois, d es
résultats de Piaget, et des conceptions mathématiqu es
actuelles. Dans le troisieme paragraphe, nous vous proposons
d'examiner 'application qui en est faite a I'ensei gnement des
probabilités.

Nous évoquerons pour cela dans les deux premiers
paragraphes guelques références de psychologie et
d'épistémologie génétique.

M. DAUBET exposera en détail le point de vue de Pi aget et
Inhelder dans le chapitre suivant.
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l. 2-1 - Psychologie

La plupart des premiers apprentissages semblent ét re le
fruit d'expériences répétées. La fréquence d'appari tion de
certains phénomeénes, jointe a l'intérét qu'ils prés entent pour
le sujet, favorise leur interprétation. Et par cons equent, la
connaissance parait a certains psychologues étre
fondamentalement, le résultat d'un phénomene stocha stique
(Hull, Ehrlich) [ 3].

I est possible aussi que les premiers modeéles
implicitement mis en oeuvre par des enfants jeunes soient des
modeles stochastiques et que les opérations
logicomathématiques se mettent en place comme des c as
particuliers de ces modeles. Dans cette perspective , comme
dans la théorie logiciste de Carnap, une propositio n logique
serait un cas particulier de conjecture (une conjec ture de
probabilité égale a 1) plus facile a utiliser et a expliciter
mais qui serait rencontré moins fréquemment. (Estes , Suppes)
[ 4].

On peut imaginer que I'emploi, d'une fagon conscie nte, des
modeéles stochastiques soit alors retardé par l'abse nce d'un
langage efficace suffisamment familier et par la f ormation
exclusivement  déterministe  dispensée par [linstitut ion
scolaire.

Dans ce cas il est permis despérer qu'une action
pédagogique sur des verrous bien choisis permettrai t une
création assez rapide de notions déja latentes chez I'enfant ;

encore faudrait-il les mettre en évidence.

|. 2-2 - Epistémologie génétique

Au niveau élémentaire, les travaux de Piaget [ 5] ont
montré que le probléme n'est pas simple. Le hasard est présent
dans la causalité physique que I'enfant rencontre s ouvent mais
les modéles qui permettraient de rendre compte des experiences
sont alors souvent trés compliqués et, comme par su rcroit,
I'activité du sujet n'intervient pas dans le proces sus, les
découvertes sont lentes. Les situations de type log ico-
mathématiques (tirages, combinatoire) qui permettra ient,
elles, des progres plus rapides se présentent rarem ent dans le
milieu naturel. Aussi les 3 stades du développement de l'idée
de hasard que I'on observe semblent s'étaler de 4 a 15 ans et

dépendre de I'évolution de nombreux autres concepts
- Conception du possible et du nécessaire
- Opérations déductives pour définir par oppositi on
les opérations fortuites.

- Pensée formelle conduisant a la découverte des
proportions qui permettent de concevoir la |égitimi té des
modeles probabilistes.
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C'est pourquoi, tout en utilisant ces résultats no us ne
donnerons aucune borne a priori a notre ambition. C es bornes
apparaitront dans le cours du processus de recherch e et seront
la conséquence des choix pédagogiques possibles. Il est bien
evident que le temps dont on peut disposer dans l'e nseignement
élémentaire ne permettra aucun apprentissage au se ns
classique. Il conviendra toutefois d'aboutr a un s tade
relativement cohérent et stable de connaissances co rrectes de
facon a pouvoir apprécier l'intérét de cet enseign ement.
L'enfant devra pouvoir utiliser effectivement les m odeles
n'‘étant pas fixés par des apprentissages de facon a pouvoir
étre remodelés plus tard dans une étude plus systém atique.

|. 2-3 - Didactique

Un certain nombre de chercheurs proposent des prog ressions
qui respectent, non seulement les stades génétiques observeés
par Piaget et Inhelder, mais souvent aussi la class ification
et la présentation de leurs expériences. Cela améene certains
d'entre eux a simplement reproduire les expériences des
psychologues en fournissant aux enfants les informa tions
utiles. Il n'‘est pas sur que ce soit la, la démarch e
didactique la plus efficace mais les travaux de VAR GA etde
B. CHRISTIANSEN montrent qu'elle peut étre un point de départ
intéressant pour la recherche. Nous procéderons aut rement en
examinant les jeux proposés par M.M. GILIS et HERAU D [ 6] qui
adaptent a ce sujet le processus d'abstraction en 6 étapes de
Diénes.

a) - Durant la phase de jeu libre (6-8 ans), ils p roposent
aux enfants entre autres, deux matériels qui avec d es
présentations  voisines relevent, l'un, d'un modele
probabiliste, (planche de Galton) l'autre, d'un mod ele
déterministe, Think a-dot).

Il serait intéressant de savoir comment I'enfant m anifeste
qu'il fait la discrimination entre les deux types d e jeux
(dans le cas ou les 2 boites auraient le méme nombr e de
sorties et ou
la regle déterministe ne serait pas trop évidente) et s'il le
fait autrement qu'en constatant qu'ici il sait ce q ui va se
passer et 14, non. Nous essaierons donc d'étudier p lus loin
(V. chapitre IIl) le r6le joué par ces deux modeles dans le

pronostic.

D'une facon générale, on manque
d'observations précises sur les effets de la phase
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b) - La seconde étape "jeux structurés au moyen d e
regles" est caractérisée par l'apparition de regles et de
contraintes qui doivent étre respectées par I'enfan tde8a9
ans ou qu'il doit découvrir ce qui parait correspon dre au
sujet des statistiques a des exercices de combinat oires (pour
la composition d'événements) ou a la prévision d'un résultat
(découvert grace a la combinatoire surtout des perm utations.

A ce propos, il faut remarquer que la combinatoire est
utilisée en probabilité seulement comme un moyen de ramener
certaines distributions a une distribution plus si mple
(équiprobable en générale) et par conséquent elle n e peut
servir a un enfant comme instrument de compréhensio n que dans
le cas ou il a besoin d'expliquer celle-ci par cell e-la.

Il est possible que la distribution équiprobable s oit la
premiere a étre dominée par l'enfant et qu'elle ser ve a
expliquer les autres. Il est douteux que la connais sance en
apparaisse spontanément de facon correcte.

Ce qui me parait important c'est d'abord I'établis sement
d'une premiere distribution, équiprobable ou non, e n tant que
modele d'une expérience statistique.

Si I'enfant ne comprend pas la finalité de leur ét ude, ces
jeux de combinatoire ne risquent-ils pas d'apparait re a ses
jeux comme de simples exercices, prétextes a dénomb rement et
dont l'utilité se révélera plus tard ? Méme si plus tard, ces
exercices sont nécessaires a l'étude de quelque exp érience
statistique, ils semblent sans rapport avec la genée se de
I'idée de probabilité.

Les questions soulevées a ce niveau sont les suiva ntes :

- S'il n'est pas possible de viser a cet age la cr eation
d'un premier modéle probabiliste en tant que tel, e st-il utile
de s'adonner a des exercices de combinatoire ? Faci lite-t-on
ainsi I'apparition d'un tel modéle lors du 3 “M¢ stade de Piaget
(11-12 ans) ? Une telle activité non réglée du poin t de vue de
I'enfant, par ses véritables motifs et ses buts mat hématiques
n'‘est-elle pas aussi traumatisante que l'apprentiss age a
priori des autres "mécanismes" ?

c) - La troisieme étape "jeux isomorphes"” consiste a faire
découvrir par l'enfant de 9 a 10 ans en quoi consis te la
structure comme entre les divers jeux et de lui fai re ainsi
abstraire certaines notions de probabilités sans to utefois
utiliser de représentations de ni de vocabulaire te chnique.
Parallelement, I'étude de Ila combinatoire se poursu it
(combinaisons n et p petits). La encore le méme pro bleme se
pose : s'agit-il de faire construire par I'enfant u n premier
modele probabiliste ? Sinon, quel peut-étre l'intér ét de ces
notions obtenues par "abstraction" sur des exemples , mais ne

fonctionnant pas en systéme de fagcon opératoire ?
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Arrétons-nous pour discuter un autre probleme inté ressant:

si le méme procédé était employé a l'age du 3éme st ade de
Piaget, pourrait-il aboutir a la création d'un mode le ?
L'enfant pourrait-il, par simple approchement, déco uvrir a
travers plusieurs expériences en quoi elles se ress emblent ou
non. Pourrait-il ainsi choisir les objets mathémati ques
pertinents et leurs relations de fagcon a ce qu'ils aient dans
les faits un correspondant auquel ils ressemble et gu'ils
permettent de prévoir (parce qu'ils suivent les mém es regles).

Autrement dit I'étape des jeux isomorphes peut-ell e, aun
niveau quelconque, servir a la construction d'un mo deéle
probabiliste et comment ?

Plusieurs jeux isomorphes J1, J2, J3 ont une struc ture
mathématique commune m. Chacun comporte une expeérie nce
statistiqgue S1, S2, S3. Ces résultats statistiques peuvent "se
ressembler" ou non. Par exemple J1 est un jeu avec un dé
normal et J2 un jeu avec un dé P. La structure appa rente est
la méme, mais S1, et S2 sont des échantillons extra its
d'ensembles parents différents.

Les modéles probabilistes sont différents mais ces modeles
ne sont pas accessibles sans examen des résultats r éels et
donc sans une connaissance préalable de ce qui est un modeéle
probabiliste correct.

Supposons, au contraire, que le didacticien ait vo ulu que
la structure mathématique m commune aux 3 jeux soit bien le
modele qui explique les résultats comparables S1 S2 S3. Si
I'enfant découvrant m par abstraction concluait que c'est un
modele pour les résultats S1 S2 S3 il le ferait don c contre la
mathématique et par confiance envers le didacticien car il est
nécessaire (mais non suffisant) qu'il sache aussi g ue S1 S2 S3
se ressemblent et reléevent d'un méme modele. L'impo rtant n'est
pas tant de découvrir la structure m que de découvr ir sa
relation avec les résultats statistiques et pour ce la il faut
savoir en quoi S1 S2 S3 se ressemblent. La question qui se
pose alors est celle-ci :

Si l'enfant effectue plusieurs expériences avec le méme
jeu, expériences qui donnent les résultats S1, S1, S1
estimera-t-il que ces résultats se ressemblent ? En fait le
probleme est la : le méme, gu'il s'agisse d'appréci er si des
résultats ne sont pas suffisamment dissemblables po ur qu'on
leur choisissent des modéles différents, ou pour es timer si
des résultats ressemblent assez aux prédictions obt enues dans
le modele pour qu'on ne le rejette pas. Et ce probl eme n'a
rien a voir avec l'isomorphisme de divers jeux. La variabilité
n‘a d'intérét qu'a partir du moment ou on possede u n critere
qui établit une certaine invariance. Bien sdr, il e st possible
gue dans la dialectique que I'enfant devra entrepre ndre pour
construire des modeles probabilistes, plusieurs typ es
d'expériences soient utiles, voire nécessaires, iso morphes ou

Découverte-des-probabilités-1971 -11 - Créé le 29/12/2010 10:49



non, mais cette dialectique reste a découvrir et ce
isomorphes ne semblent ni suffisants ni nécessaires
passe comme si on se donnait des exemples a exploit
tard lors d'un cours axiomatisé qui serait I'objet
sixieme étape et si on faisait confiance a la natur
I'apparition des premiers modéles probabilistes.

d) - La quatrieme étape "représentation schématiqu
notions fondamentales" (9 - 11 ans) aboutit a la co
sous forme de schémas, de l'ensemble des possibilit
exemples proposés ne mettent pas toujours en éviden
construction d'un modele probabiliste cohérent.

Dans les deux autres étapes sous la terminologie d
Diénés, symbolisation (10 - 12 ans) puis formalisat
axiomatisation (11 - 13), il s'agit en fait d'intro
successivement les notions d'évenements puis celles
de probabilités comme dans un cours. Si un
réflexion spécifique et de justification se fait a
la, il n'est pas signalé.

travail

La validation des raisonnements proposés a été esc
ou remise a plus tard. la formulation se fait dans
motivation didactique, seule la création de modéles
est favorisée dans des activités raisonnables mais
I'expérimentateur paraisse prendre en charge leur f

Ce ne sont pas les jeux qui sont en cause, ils son
intéressants, mais la théorie qui les relie.

l. 2 - 4 Remarqgues sur le processus psycho-dynamig
Il m'apparait que le "processus d'abstraction' de
veut rendre compte ici, a la fois et dans les mémes
trois phénomeénes distincts qui nous intéressent :

1) - Il veut décrire un processus psychologique de
mathématisation et de construction des concepts

2) - Il veut faire coincider ses étapes avec les s
développement psycho-génétique de I'enfant

3) - Il veut constituer un axe de progression dida

'y a dans cette triple ambition des contradictio
évidentes et une source permanente de confusion :

a) - Les processus de mathématisation sont des phé
locaux de durée variables imbriqués les uns dans le
Leur théorie doit permettre, connaissant la
mathématique dont I'enseignement est envisagé

structu

- De décrire les niveaux d'activités de l'enfant
sujet.

- Dr'analyser les systemes de motivations qui comm
leur mise en oeuvre.

Découverte-des-probabilités-1971 -12 -
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- De prévoir les conditions que

les situations

pédagogiques devront satisfaire : pertinence de par ametres et
valeurs optimales en fonction du développement géné tique.

- D'enchéasser chaque processus dans un autre plus vaste.

La connaissance d'un processus de mathématisation
convenable permet de rendre minimal le nombre et I importance
des interventions didactiques arbitraires. Le proce ssus est
dialectique, l'ordre des étapes est relatif et loca I @ la
formulation, voire [l'axiomatisation de certaines th eories
commence bien avant que le modéle implicite d'autre s théories
ne soit construit. Les interactions entre les nivea ux
d'activités sont constantes.

b) - Les stades génétiques sont une succession dis créte de
types de comportements de I'enfant, métastables dan S un
contexte donné pendant une période assez longue de son
développement. Un stade est caractérisé par des rel ations
synchroniques, logiques et épistémologiques entre e
nombreuses structures dont les acquisitions
interdépendantes. Un stade fournit en gros des cond itions
génétiques d'une activité mathématique. 1l décrit | e terrain
sur lequel travaillent les processus locaux de math ématisation
et enregistre leurs résultats (naturels) globaux.

c) - La progression didactique est une suite des d ecisions
que prend le pédagogue pour organiser les relations de
I'enfant avec son milieu en vue de son adaptation. Elle peut
étre représentée par la suite des résultats attendu s de ces
décisions (s'ils peuvent étre explicités) ou plutdt par la
partie de ces résultats qui revient a la didactique

La progression est fournie par la suite des interv entions
arbitraires de I'enseignant qui déterminent un proc essus
général dans lequel sont enchassés tous les process us
particuliers. Bien qu'indépendants, ces trois phéno menes ne
peuvent pas étre confondus.

. 3 - PROBLEME DE LA CONSTRUCTION DE MODELES
PROBABILISTES EXPLICITES

l. 3-O -

Nos réflexions sur I'état de lI'enseignement des pro babilités
ont mis en évidence un certain nombre de difficulté s. |l
serait intéressant de les analyser de plus pres et de savoir
si nos objections sont fondées. Plutét que de nous lancer,
soit dans les expérimentations systématiques du sys teme
critiqgué, soit dans la proposition d'un autre syste me, soit
dans une étude expérimentale de psychologie génétiq ue, nous
vous proposons de chercher quelles sont les structu res
pertinentes et quel est le jeu des motivations, act ions et
rétroactions qui peuvent commander la création par les enfants
d'un modeéle probabiliste. Nous essaierons plus tard d'en
déduire le genre de situations pédagogiques qui ser ait
favorable a une telle création en précisant si poss ible les

valeurs limites des parameétres de ces situations.
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l. 3-1 - Généralités sur les modeles

Pour décrire

Q auquel nous renvoyons le lecteur.

I'activité des enfants nous utilisero
concepts relevant d'un processus de mathématisation

a) - Modéle logique : Rappelons succinctement qu'u

logique d'une certaine structure ou d'un ensemble d

closes A contenu dans un langage mathématique L est

réalisation qui satisfait toutes
réalisation étant constituée par un ensemble de bas
variables de prennent leurs valeurs et

par

les formules de A

diverses

applications qui donnent un "sens mathématique" aux

fonctionnels, relationnels et logiques de cf. [10]

b) - Description sous l'angle sémiotique de l'acti
sujet

Ainsi tout sujet interpréte une situation (comme s

dinformation) a l'aide de modeles ou de

structures

mathématiques, choisis dans son répertoire. (Appelé
dans le schéma sémiotique de Umberto Eco [9]. Ces s
sont choisies en fonction de criteres de validation

dépendent des motivations du sujet. Cette interprét
fournit "la situation connue sens” (pour le sujet)
point de vue de [l'observateur nous appellerons modeé

subjectif de la situation. Il est composé du modele
mathématique et de critéres de validité pratique, f

ns les

particulier

n modele
e formules
une
une
e E ou les

symboles
et [11].

vité du
ource

s codes
tructures
qui
ation
et que du
le
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ig.1.

Correction ou validation

i
I
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c) - Modele scientifique

Ces criteres doivent étre tels que les constituant s du
modele (ensemble de base et applications) soient ¢ onsidéreés
comme pertinents au regard des activités qui justif ient le
recours au modele. Autrement dit, les formules de et les
objets choisis dans la situation comme signifiess de S
constituants du langage doivent étre tels qu'il soi t possible
d'y trouver la formule qui est utile a la prévision que l'on
veut faire a l'aide du modeéle et que cette formule soit en
accord avec la situation réelle suivant le critére choisi.

d) - Modéles implicites et explicites

Nous avons distingué des modeles implicites met de S
modéles explicites. Les modeles implicites (pour le sujet)
sont ceux a l'aide desquels un observateur formule, prévoit et
explique les comportements d'un sujet placé dans un e situation
déterminée.

Les modeles explicites sont, d'une part, ceux a I aide
desquels le sujet formule, prévoit et explique cett e
situation, d'autre part, ceux avec lesquels il just ifient ses

comportements devant la situation (cf. # note).
e) - Processus de mathématisation

Nous supposons que les processus de mathématisatio n
aboutissent a la création de ces modeles diverses
dialectiques.

La dialectique de la formulation aboutit a la créa tion
d'un langage ou de modeles explicites, principaleme nt au cours
de communications. Ces modeles explicites sont mis, par
I'enfant, en regard des situations qu'ils doivent r eprésenter
correctement et expliquer. Leur intérét est discuté et établie
dans la dialectique de la validation.

Chaque dialectique est caractérisée par les motiva tions du
sujet, le type de sanctions qui régit le choix ou | e rejet des
modeles, le schéma le plus général étant celui des essais et
des erreurs. Dans les phrases ou le modele est jugé correct,

il sert a justifier les prévisions et les décisions etil a

tendance a se simplifier.
Dans les phrases ou les prévisions sont jugées

incorrectes, c'est-a-dire ou la structure de compar aison fait
apparaitre un écart entre la situation et le modele , celui-ci
est remis en question, complexité et peut étre reje té au

profit d'un autre.

Tout repose sur les feed-back de la situation et | es
criteres de validité explicitement ou implicitement par
I'enfant.
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. 3-2 - Modeles déterministes - Modeles
stochastiques

Examinons maintenant le type de situation qui nou S
intéresse :

a) - Dans les situations qui relevent d'un modele
aléatoire, il y a, presque a coup sdr, un écart ent re la m
valeur prévue met la m valeur observée. Au regard d 'un critére
de comparaison déterministe, la prévision n'est pas vérifiée
par I'expérience. (fig. 2)

Si I'enfant n'a aucun moyen d'attribuer une signif ication
aux écarts observés et quil se trouve dans l'oblig ation de
les justifier rationnellement, les modeles méme cor rects ont
toutes les chances d'étre rejetés au moins formellement. Or
c'est cette validation que nous visons.

Exemple :

Un enfant a prévu (a un jeu) qu'il sortira it 400
pions noirs ici et 4 pions blancs la. Il sort 425 n oirs ici et
2 blancs la ... Je me suis trompé dira I'enfant dan s les deux
cas, et ce n'est surtout pas l'appel a la notion d' erreur
relative qui peut arranger les choses. La premiere partie de
I'expérience mettra ce phénoméne en évidence. Le ca lcul de
probabilité ne se trouve fondé qu'a partir du momen t ou l'on
parvient a établir la loi des grands nombres. C'est -a-dire
quand on peut expliquer rationnellement pourquoi et comment
dans les épreuves répétées certaines statistiques t endent de
facon presque certaine vers certaines probabilités.

b) - Cercle vicieux

Apparemment, nous sommes enfermés dans un cercle v icieux
car, d'une part, la création des modeles probabilis tes ne peut
se faire sans qu'existe une structure de comparais on, mais
d'autre part, cette structure de comparaison ne pou rrait
apparaitre sans l'occasion de se manifester c'est-a -dire sans
modeles a comparer.

En fait, la construction est dialectique et un mod ele
explicite peut étre rejeté (ou accepté) au nom d'un e structure
de comparaison implicite qui a pu se construire dan s la
dialectigue de Tlaction. Les enfants peuvent admett re
certaines conclusions si elles sont validées par un e
conviction intime et partagée par tous. Piaget [5] a montré
qu'on peut compter trés tot sur cette aptitude de | ‘enfant a
mettre en doute et a rejeter les miracles : un éven ement se
produit de probabilité inférieure a (-20) dans le m odele
suggéré a l'enfant. Des le premier stade (6-8 ans) celui-ci
est surpris et si I'événement se reproduit, les en fants du

deuxiéme stade concluent aussit6t au truquage.
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Situation

Circonstances et

conditions d'un tirage
Date: vendredi 13
Sac couleur du sac
Jetons noirs,

Jetons blancs

Tirage divers

"il sort un jeton noir"

Fréquence dans une suite
de tirages

Suite de tirages

Suites de
nombre égaux

tirages en

Modele

Choix d'objets pertinents

Nombre de jetons noirs
" (identiques) Nombre de
jetons blancs (identiq)
Expériences distinctes
., | événement : il sort un
noir

Choix de relations et de
regles de calcul,

Calcul selon la structure
mathématique du modele

probabilité

Distribution de

probabilité

Structure de comparaison

Criteres de

La fréquence

je désire faire

La distribution
correspond- elle

prédictions du modele

estimée de facon correcte par la
probabilité, compte tenu de ce que

des fréquences ? etc.

validation des

observée est- elle

de probabilité
a la distribution

Figure 2

c) - La rupture de cercle vicieux nous apparait co
clef de la genése d'un modele probabiliste. Il faut
un premier temps, l'observer. Ce sera le but princi
notamment

prochaines expériences et
présentons ci- apres

mme la
donc, dans
pal de nos
de celle que

no us

Ces expériences devraient
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contraintes que nous signalons, pour si possible, r
guestions que nous posons au premier chapitre et sa
donner des indications plus pratiques sur le type
situations et les motivations favorables. Par consé

allons seulement évoquer ces questions dont nous re
I'étude plus tard et nous aborderons au plus vite |

cette premiere expérience.

Ainsi il faudra proposer aux enfants une expérienc
statistique dans des conditions ou, aprés avoir exa
valeurs d'une variable aléatoire, leur attention se
sur la distribution et les valeurs de
intéressantes de telle facon qu'ils aient besoin d'
ces notions.

convergence

|. 3-3 - Motivations. paris et prédictions

Etudions le changement d'aptitude psychologique qu
accompagner ce changement de point de vue, il s'agi
I'enfant de faire sans contre sens d'abord des pari
des prédictions.

- Pour centrer I'enfant sur des évenements attendu
de chaque épreuve, les paris constituent une motiva
puissante. De plus, ils favorisent la création de m
implicites en ce sens quils réecompensent les décis
conformes aux bonnes hypothéses. On peut méme espér
recherche de [I'équité amenera I'enfant a formuler c
hypothéses.

Toutefois lorsqu'il fait un pari, I'enfant choisit
assertion du genre "tel événement se réalise”, en s
la réalité pourra fort bien ne pas la vérifier. L'a
pari exprime clairement qu'il sait ne pas disposer
déterministe pour prévoir la vérité de l'assertion.
du parieur étant lié a cette incertitude méme.

Au contraire la prédiction exprime une certaine co
dans le modele :

L'enfant formule a propos de ce qui va arriver une

qu'il croit fermement que la réalité va vérifier. L

se manifeste alors psychologiquement par une
d'indifféerence a I'égard de la vérification qui n'a

plus comme nécessaire. Dans les étapes intermédiair
confusion des attitudes est possible : I'enfant a |
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que telle proposition est presque sdre, il la prédi t mais s'il
attend trop de Il'expérience une confirmation de cet te
proposition c'est qu'il considere encore le modéle comme une
martingale sujette a caution.

- C'est pourquoi, réservant pour des prochaines

expériences |'étude des paris comme moyen pédagogiq ue de faire
produire a I'enfant des lois de probabilités nous a vons pensé
observer d'abord les étapes de la construction de ¢ onviction.

Dans l'expérience que nous présentons plus loin no us
devons donc le plus possible écarter les paris et d evrons
introduire la contrainte qui consiste a refuser tou te
possibilité de veérifier I'hypothése soumise a ['étu de

autrement gqu'a travers des expériences statistiques

La frustration ainsi provoquée ne sera compensée q ue dans
la phrase d'intervention.
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Il PRESENTATION DE L'EXPERIENCE SUR LE "TEST
D'HYPOTHESES”

11.0 - INTRODUCTION

Les questions que nous-avons soulevées-dans "l'ense ignement
des probabilités au niveau élémentaire” méritent de s-études
plus approfondies. Avant de proposer un plan didact ique ou
méme un plan d'observations systématiques a un étab lissement
expérimental, il nous a paru qu'une seérie d'expéri ences de
débroussaillage et d'observations cliniques était

indispensable le but principal de ces observations est de
révéler la pertinence de ces questions et de fourn ir des
indications sur les conditions dans lesquelles nous devrons
les étudier de fagon expérimentale.

L'expérience que nous rapportons ci-dessous est une expérience
"pour voir" et nous n‘avons-eu aucune ambition dida ctique ni
aucune prétention scientifique. La méthode d'observ ation est

la méthode naive
1.1 - OBJECTIFS GENERAUX DE L'EXPERIENCE

Dans le chapitre 1.3 nous donnons la méthode généra le de la
recherche (1.3.0), la théorie sur laquelle reposent nos
raisonnements, et les buts de I'observation.

Rappelons-en les principaux points

II. 1.1 - OBSERVATION DES MODELES IMPLICITES

Pour interpréter une situation les enfants construi raient des
modéles et apprécieraient |'écart entre les prévisi ons qu'ils
fournissent et les événements effectivement réalisé S grace a
des modéles de comparaison. Ces modeles se mettraie nt en place
dans une "dialectique de l'action” et resteraient i mplicites
tant qu'il n'y a pas besoin de communiquer ou de ju stifier le
modele.

Il s'agit donc de présenter une expérience statisti que a des
enfants, et d'essayer de voir quels sont les objets quils y
distinguent. Les questions les plus importantes son t celles-ci

a) - Qu'est-ce qu'ils considerent comme étant une m éme
expérience, (relevant d'un méme patron). Qu'est-ce gu'ils
considérent comme des expériences statistiques
différentes-.(réclamant-des-hypothéses différentes ).
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Par exemple : il n'y a aucune raison a priori pour

gue des

enfants comprennent pourquoi, si l'on effectue des tirages
dans des urnes, on considere comme des experiences
équivalentes :

- une suite de 200 tirages avec une méme urne

- la suite obtenue en écrivant bout a bout 4 suites de 50
tirages obtenues avec 4 urnes différentes,

a moins qu'ils aient déja admis que la composition des urnes
déterminait le modele de référence mais c"est juste ment la
découverte capitale qu'ils doivent faire: celle qui fonde le
calcul des probabiltés comme modele des expérience S
statistiques

Pourquoi deux suites de tirages d'une méme urne se
ressembleraient-elles et obéiraient-elles au méme m odele
probabiliste, Il faut que I'enfant ait la convictio n qu'un
méme systeme de conditions commande en permanence p ar exemple
la fréquence d'apparition d'un événement intéressan t, pour
considérer sa frequence sur la réunion de ces suite s, Imposer
cela a I'enfant c'est considérer le probleme "essen tiel comme
résolu.

On voit beaucoup d'abus a ce sujet (cf. le film" le S pétunias"
du C.A.V. St Cloud)

C'est en répondant a ces questions que-nous pourron s formuler
des hypothéses valables sur, les objets que les enf ants
considérent sans savoir les expliciter.

b) Pourront-ils en présence d'une expérience statis tique
simple, effectuer a son propos un pari,qui implique I'emploi
d'un modele implicite - mais correct- Ce pari peut- il étre
accompagné d'une conviction intime suffisante?

1-2 - CONFLIT ENTRE MODELE IMPLICITE ET MODELES EXP  LICITABLES
On suppose que les seuls systemes de justifications auxquels
les enfants peuvent se référer explicitement sont | es modeéles
de comparaison déterministes. En mettant les enfant s dans
I'obligation de justifier leurs paris on les amene a la
situation conflictuelle suivante (décrite dans le p aragraphe :
cercle vicieux")

a) - Formuler un pari correct (sans validation expl icite)

b) -En déduire une prévision (explicite) déterminis te, que
I'expérience ne vérifie pas,

C) - Rejeter le pari et le modele implicite (probab iliste) qui

I'a fourni,

d) - Recourir a l'expérience, qui renforce la convi ction

intime que le pari initial était correct.
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Il s'agit :
- D'observer ce processus

- Et si possible de provoquer sa rupture. Cette rupture
peut se produire, soit sans intervention didactique (si les
enfants concgoivent les étres mathématiques utiles) soit, sur
intervention du maitre, qui attirera l'attention de s enfants
sur les notions nécessaires. (Comment ?)

Nous chercherons a déterminer les interventions min imums,
permettant de reproduire & coup sOr une issue favor able de
l'activité des éléves ou au moins a en tirer un pla n de

recherche cohérent.

1.3- AUTRES OBSERVATIONS

Bien sdOr nous essaierons, de noter le plus possible
d'informations concernant chez les éleves:

- la conception des différents objets mathématique sen jeu
- la prévision des résultats d'une expérience
- la formulation des constatations,et en particulier

- le vocabulaire quils emploient pour désigner les
événements et leurs mesures.

- les différents degrés de la conviction, et leur exp ression
ainsi que

- les conditions pédagogiques dans lesquelles elles p euvent
se produire.

1.2 LA SITUATION STATISTIQUE PRESENTEE AUX ENFANT S

[1-2.1 OBJECTIES DIDACTIQUES ET CONSEQUENCES

Nous avons choisi de présenter aux enfants trois ex périences
statistiques en méme temps, de présentation identique :

- deux qui ont un méme patron probabiliste
- une qui a un patron différent.

11.2.1 a)

(1) Il s'agit d'abord pour eux de déclarer quelles sont celles
qui se ressemblent et quelles sont celles qui diffé rent

Il faudra pour cela qu'ils aient identifié certains objets
mathématiques a comparer, Mais l|'expérience ne sera pas

présentée "achevee".
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Les enfants pourront la prolonger a leur guise, réi
leurs hypothéses et les ajuster par une dialectique
(s'ils la concoivent). Plus précisément il s'agit p

a) - De concevoir l'expérience '‘comme découpée en é
successives distinctes mais répétant certaines cond

b) - De limiter ces conditions-en choisissant un sy
d'événements suffisant mais aussi simple que possib

c) - De
successifs.

limiter l'analyse a la chronique des tirage

d) - De prendre en considération la fréquence d'app
certains événements comme indice d'une
permanente de I'expérience

caractéristi

e) - De concevoir la fréguence cumulée comme un mei
indice.

f) - D'imaginer de comparer les différences entre |
fréquences cumulées observées dans les trois expéri

g) De considérer la chronique,de ces différences

h) De tenir l'une de ces différences pour significa
I'autre non, au bout d'un certain nombre d'épreuves
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tive
. (Combien

I1,2,1 b) (2)

Il est possible que les enfants devinent ensuite qu
patron probabiliste de I'une des expériences

el est le

a) - Pour cela il faut gu'ils aient imaginé la conv
fréequences-cumulées vers une certaine valeur.

b) - Cette valeur ne peut pas étre fournie par l'ex

Elle ne peut étre que le fruit de la conception d'u
présentant plusieurs valeurs possibles de convergen
lesquelles l'une sera jugée suffisamment voisine de
fréequence cumulée observée,

c) - La conviction accompagnant ce choix
vraisemblablement de la différence entre la valeur

et la valeur observée, qui elle méme dépend statist
nombre d'épreuves. Si la conviction évolue en fonct
nombre d'épreuves c'est que la relation aura été pe
moins implicitement.
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[1.2.2. Mise en évidence des parametres de la situa tion
présentée aux enfants

Cette analyse (a priori) met en évidence un certain nombre de
parametres dont la pertinence est affirmée. (Nous v errons plus
loin s'il est possible de mettre cette pertinence a

I'épreuve).

Ce sont:
a) - Le nombre d'expériences menées en parallele (3 )
b) - Le nombre d'épreuves répétées n max auxqguelles les enfants
peuvent procéder. Ce nombre dépend de la facilité a vec
laquelle on peut procéder aux épreuves. Nous l'éval uons de 30
a 60 si l'enfant est seul. 150 a 300 pour une class e.
(L'intérét peut étre davantage soutenu) par séries de 20 a 50
épreuves.
Attention ; Il n'est pas question d'ajouter des résultats de
tirages comparables, donc de répartir les tirages entre
plusieurs groupes.
c) - Le nombre e d'événements possibles a chaque ép reuve Nous
l'avons fixé égal a deux : (El, E2) de fagon a ce q ue les
éleves n'aient qu'une fréquence a considérer par ex périence.
d) - La probabilité de chacun des deux événements
p(El),P(E2). Elle est commandée par le systeme des valeurs de
convergence choisi. Nous avons écarté I'équiprobabi lité qui
risquerait d'attirer indidment I'attention des enfa nts sur une
des expériences.
e) - Le nombre c des valeurs possibles de convergen ce parmi
lesquelles les enfants choisissent.(Ce nombre doit étre faible
2ab5).
f) - Un coefficient k' caractérisant le voisinage r elatif des
fréquences cumulées des trois expériences, et un se uilk' ¢ pour
ce coefficient, au dela duquel on estime que les en fants vont
juger que deux valeurs sont suffisamment proches et la
troisieme suffisamment éloignée pour conclure a la question
(1)
Par exemple si f1, f2, f3 sont les fréquences cumul ées a la
nieéme épreuve
épreuve on peut prendre -7 = - ‘ ‘
peut p Fo = {Fp» Fps F3} avec Fi€F et Fi€Fn
oooq . B f kg0, 1]
sup | i Ty | - inf | fi'fjl
n

Il est évident que K’ s dépend des conditions de l'expérience.
Suivant que I'on sait ou non que deux expériences o nt un méme
patron ou non, ou suivant le nombre des valeurs pos sibles de
convergence.
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g) - Pour la question (2) de méme : un coefficient k qui

représentera la proximité de la fréquence cumulée f et d'une
valeur théorique de convergence f ¢ par rapport a la valeur
voisine f' ¢+ et son seuil k s
(on suppose ft < fo < ft )
K = fo = Tt
' -
fe' - Ty
h) Un nombre d'épreuves t pendant lequel les fréque nces
cumulées doivent rester a lintérieur des-intervall es
déterminées ci-dessus enfetg
i) - La probabilité que l'expérience réalise les co nditions
prévues si on se livre a une véritable expérience s tatistique
. par exemple proba (k > k's) pendant t coups avant le N max -
iemecoup) =P
Ce que nous pourrions appeler la fiabilité de la Si tuation (on
peut exiger qu'elle soit telle que P e > 0,90 par exemple)
11.2.3 - Choix, et calcul de la fiabilité correspon dante

Ces différents parametres ne sont pas,indépendants.
L'expérience consistera en une série de tirages (av ec remise),
de 1 jeton dans un sac qui en contient (c + 1) de e sortes:
Ici des blancs et des noirs.

a) Nous,pourrions choisir 3 jetons, 2 sacs contenan t chacun 2
jetons blancs et noir, 1 sac contenant 1 jeton blan cet?2
noirs

Les valeurs de convergence seraient 1/3 et 2/3 (des lors qu'on
aurait des jetons des deux couleurs, les valeurs 0O et 1

seraient éliminées).

b) - Nous avons retenu (peut étre a tort) des condi tions plus
difficiles :

Chaque sac contient 5 jetons

Si nous choisissons
- pour l'un SI : 1 jeton blanc et 4 noirs
- pour l'autre S2 : 2 jetons blancs et 3 noirs

25



La valeur f + vers laquelle tend la fréguence cumulée de
I'événement "Il sort un jeton blanc " est pour

g o=

I'ensemble des valeurs possibles de convergence cor
aux hypothéses 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 jetons blancs est

{Os l} Z} §} &} 1H
5 5 5 5
On admet pour k s la valeur 1/3

Pour n tirages avec remise, soit X
sortis de S1. X > le nombre de jetons blancs sortis de S2

Calculons proba { f, - k¢ (fy - ft.) < %6 fo * kS(ft - ft'}‘
pourn 30 ;60;90; 120 ; 150
Pour S, :p(l-1 sxsl+1)=p
5 1 — 5 5
P
S, tp(2-1 <x, «2+1)=p,
5 5 — 5 5
n
En approximant les lois binomiales suivies par x1 e
des lois normales (n p > 5) on pose :
il
X, = n Xy =
;. = 1__§_ z, = 25 alors
1 AxIx2Z mxzx3
5 b
e
P = p(lzll < '_2
/n
P, = p(lz,] <
2 20 3/

Probabilit¢é que la fréquence cumulée soit "voisine"
valeur Théorique :

n J 30 | 60 | 90 I 120 | 150 I
Pl |1 0,64 | 0,80 | 0,88 | 0,93 | 0,96
P2 0,54 ( 0,71 | 0,80} 0,86 | 0,90
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Donc la probabilité pour que les deux-fréquences cu mulées des
expériences comparables soient dans l'intervalle

[1-1,1+1 1 et 1'autre dans 2-1 ,2+21]
5 15 5 1 5 1 5 15
au bout de 150 tirages est (0,96) 2.0,90=0, 82
De méme;-la probabilité p', pour que :n + ng x, € 2n-n.
1 5 15 ! 5 15

est égale-a-la probabilité pour que- Vn < zy < /n
o ~

“1

Enfin, la probabilité p"1 pour que : X; > 2n - n est la probabilité pour que :

5 15
le‘/_ﬁ—

3

p'1 0,15{0,09{0,05|0,03|0,02
p"1 0,03 O 0 0 0
Soient . R
p'y ¢ probabilité pour que n + n g Xy € 2n - n
5 15 5 15
ou pour que 2n + N < X, €30 - N
5 15 5 15
(par symétrie)
p"2 : probabilité pour que Xo € N +N_
5 5
ou pour que Xo > 3n-n_
5 1
n 30 60 90 120 150
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a) - Au cours de l'expérience nous avons été amenés a diminuer

l'incertitude des enfants (en réduisant le champ a deux
valeurs de convergence). Il semble que notre choix ait été un
peu sévere pour les enfants. 3 jetons conviendraien t mieux.
b) - Pour la question (1) la séparation peut étre
insuffisante. Si I'on prend les valeurs 1/5 et 3/5 (1 blanc 4
noirs et 3 blancs 2 noirs). La probabilité de non s éparation
Cx 2-1 et x 2 + 1
proba c 1 > 5 15 3 €T '—5')
n

est presque nulle des que n > 120
Considérons deux urnes :

U 1 contient une boule blanche et quatre boules noi res
U 2 contient deux boules blanches et trois boules n oires
On fait n tirages avec remise dans U 1 et U 2
Soit x 1 le nombre de boules blanches sorties de U 1
soit x 2 le nombre de boules blanches sorties de U 2
On cherche 1a probabilité Py POUr que n-n_ < Xxp<n+n
5 15 5 15
et la probabilité p, pour que 2n - n_< X, s 2n+N_
5 15 5 15
pour n = 30 ; 60 ; 90 ; 120 ; 150
x 1 et x 2 suivent des lois binomiales qu'on peut a pproximer
par des lois normales (n.p > 5)
Xy = % X, = 2n
On pose Z, 5 —— Z., = 5
L vy—T1 1 2 73
nXgXg nxgXx %
p; est la probabilité pour que : [zll < jg_rT
p, est la probabilité pour que : |22| I
3o
Lire les probabilités dans la table de la loi norma le réduite
n I 30 60 90 120 150
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Remarque : Les probabilités analogues pour des tirages dans

des urnes U3 et U4 qui contiendraient respectivemen t 3 boules
blanches et deux noires, quatre boules blanches et une noire
se déduisent, par symétrie, des probabilités calcul ées
ci-dessus,
Conclusion
Si on effectue des tirages dans U 1 et U 3 les prob abilités
pour-que x; > 2n - n_
15
et X3 € 2n +n_
5 15

sont presque nulles dés que n = 120

Il est donc a peu prés certain que les distribution sdex1et
X 3 seraient trés nettement séparées.

Méme conclusion si on compare les distributions de xletx?2
oux2etx3

1.3 LES CARACTERISTIQUES DE LA SITUATION PEDAGOGIQ UE

11.3.1 - L'EXPERIENCE COMPORTERA 2 PHASES PRINCIPAL ES

aprés la phase de mise en contact des enfants ave cle
systéme d'observation, l'expérience se déroulera en deux
phases :

- Une phase d'observation ou l'intervention didact ique est

subordonnée a créer les conditions permettant de
répondre aux questions posées a l'expérience

- Une phase pédagogique ou le maitre tire le meill eur
parti de ce que les enfants ont fait dans la pre miere
phase et cherche a les amener a une issue conven able

de I'expérience sur le plan éducatif.

(Dans la premiere phase on peut accepter I'échec pr ovisoire
s'il permet de comprendre un phénomene didactique, une legon
"médiocre" peut étre fructueuse pour l'observation. Alors on
ne le fait que dans la mesure ou on pense pouvoir e ffacer dans

la seconde phase les conséquences psychologiques et
didactiques de cet échec).
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11.3.2 - DUREE DE L'OBSERVATION - AGE DES ELEVES

La durée maximum del'activité des enfants pour c
deux phases a été limitée a une dizaine d'heures (e
premieres séances ne devront pas durer plus de 20 m
aussi avons-nous choisi une classe de CM2 (enfants
1lans). lls se trouvent ainsi a la fin du 2éme stad
Piaget, au moment ou leur développement psychogénét
leur expérience des opérations combinatoires et de
formelle leur a permis de réunir la plupart des con
nécessaires pour passer au stade suivant sans que c
se soit généralement accompli de facon naturelle. L
découverte dun "systtme complet® est possible sans
certaine et nous pouvons alors espérer observer le
diverses conditions et en inférer une didactique ra
(sous condition de limiter le nombre d'événements e
d'hypothéses que I'enfant doit envisager).

Remarque Ces enfants savent faire les divisions et ont
abordé (tres superficiellement) les fractions I'an
précédente.

11.3.3. - APTITUDES SUPPOSEES

Aussi nous tiendrons pour vraisemblable que les enf
susceptibles :

a) - De construire des modeles implicites d'expér
statistiques simples.

b) - De rejeter un tel modele s'il attribue a un é
une probabilité inférieure & un certain seuil et qu
événement se produise tout de méme.

Il restera toutefois a observer si ces deux hypothé
vérifiées.

[1.3.4. - MOTIVATION : pari ou test d'hypothése. RO
frustration

(1) - Dialectique de I'action : le cycle des paris

Dans la situation que nous présentons aux enfants
imaginer le déroulement suivant :

a) - Les enfants font une série de tirages

b) - lls formulent une hypothese sur le contenu de
et parient sur la véracité de cette hypothese

c) - On ouvre les sacs, certains paris sont correc
d'autres non.

d) - On constitue de nouveaux sacs.
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Le cycle des paris recommence. Les enfants affinen
constituent leurs modéles implicites, mais rien ne
stimuler une explicitation de ces modeles ou une va
autre que pragmatique.

Pour voir apparaitre des justifications intellectu
faut interrompre la dialectique de I'action.

(2) - Dialectique de la formulation

Il faut donc a un moment donné refuser l'ouverture
sacs et exiger une certitude, une bonne validation
I'hypothese faite au sujet de leur contenu. Ce refu
toutes les discussions et toutes les expériences av
sacs. L'expérience initiale servant de moteur aux a

3) - On peut prévoir que cette frustration permanente

provoquera des réactions, stimulera la réflexion ou
freinera. Elle est nécessaire, et tout a fait fonda
(cf. la création du symbolisme d'aprés La

ra adopter l'attitude du miroir et renvoyer les enf
recherche autant que possible et céder lorsque les
auront épuisé leurs possibilités d'explications.

Nous ne suggérerons pas aux enfants l'idée de note
résultats des tirages. lls ne peuvent le faire que
I'idée que cela peut servir a prévoir des résultats
prochains tirages. C'est-a-dire que <s'ls ont [idé
importante que le méme modele doit expliquer toutes
(ou que deux sacs identiques sont un bon modéle I
lautre. Mais ils ne peuvent guere observer et disc
des fréquences que s'ils les notent. On peut imagin
favoriser cette notation en la motivant par une com
de résultats.

1.4 - OBSERVATIONS - HYPOTHESES - PROCEDE

Cette premiere expérience doit permettre de mettre
point les procédés d'observation et peut étre un pl
d'expérience.

Nous ne rappellerons pas les hypotheses que nous v
tenter. Nous les avons détaillées tout au long de
chapitre.

Il s'agira essentiellement de noter a partir de co
tirages les attitudes attendues se produisent-elles
faciliter l'analyse nous enregistrons sur magnétosc
différentes séances et sur magnétophone les convers
enfants. La technique n'est pas eu point pour ce ge
d'enregistrement (les microcummunications sont perd

G. BROUSSEAU
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lIl Déroulement de I'expérience

Cette expérience s’est déroulée en deux parties :

1°" partie : observation sans observation didactique

1. Matériel

* 3 sacs en tissu, fermés par une cordeliére qui coulisse.
* Des jetons de jeu de dames : des blancs et des noirs.

Avant la lecon, la maitresse a préparé les 3 sacs qui sont pendus sous le tableau noir, face aux
enfants. Dans deux sacs, 1y a 2 jetons blancs et 3 noirs et dans le troisieme 4 blancs et 1 noir.

Les enfants ignorent tout du contenu des sacs.

2. Déroulement de I'expérience
a. 1% jour : cette premicre phase a été treés courte : ¥4 d’heure a 20 minutes environ.

La maitresse demande a chaque enfant de venir tirer a tour de role un objet dans chaque sac, de le
montrer a ses camarades et de le remettre dans le sac. Chacun notera ce qu’il a tiré.

Les enfants proposent spontanément de désigner les 3 sacs S, S,, Ss.

Observation de la classe

Pendant les deux premiers tirages, les enfants ne font aucune observation. Apres le deuxieme
tirage, une fillette dit « je sais ce que vous allez nous demander, il va falloir deviner combien il y a
de jetons noir et de jetons blancs dans chaque sac » (et ceci bien qu’il n’ait pas été dit qu’il n’y
avait que des jetons blancs et des jetons noirs).

A ce moment-la, la maitresse dit aux enfants qu’il y a 5 jetons dans chaque sac.

* Un enfant demande alors s’il n’y a que des jetons dans les sacs.
* Un autre dit : « Il y en a peut-étre un d’une autre couleur ».

Toutes ces remarques des éleves ne sont pas relevées par la maitresse.

* Est-ce que vous, vous savez ce qu’il y a dans les sacs ? demande une fillette.
*  Oui, répond la maitresse, c’est moi qui les ai préparés.

Individuellement, les enfants font des paris sur ce qui va sortir : « noir » (dans S1), « noir » (dans
S2), « blanc » (dans S3).

Au 7° tirage, un jeton noir est sorti de S3 pendant la période de silence relatif des enfants. A la 10°
épreuve, une fillette dit: «il n’y a que des jetons blancs dans le dernier sac ». Toute la classe
acquiesce sauf lenfant qui avait fait la 7° épreuve mais sa déclaration n’est pas prise en
considération par les autres qui continuent le tirage.

Remarque : Les enfants ont a ce moment un modele implicite dans lequel il n’y a que des jetons
blancs dans S3. Cette hypothese est engagée dans la perception des résultats des épreuves : ils
voient mieux ce qu’ils savent ou croient déja et les résultats contraires sont occultés (Ie 7° coup :
noir, n’est pas vu).

Lorsque hypothese a été explicitée, formulée (au 10° coup), bien qu’elle ait été acceptée, elle est
plus facile a infirmer ou a confirmer. Au 13° coup un noir sort a nouveau du sac S3 et cette fois,
tous les enfants : « il y a des noirs dans le sac 3 ».

Au cours de cette premicre phase, les enfants n’éprouvent pas la nécessité de noter ce que tirent
leurs camarades, chacun se contentant de noter ce qu’il tire (a la demande de la maitresse).
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Un certain désarroi se manifeste quand les enfants se rendent compte qu’ils n’ont pas de moyens
simples de prévoir ce qui va sortir des sacs. L’activité n’a aucun but didactique apparent. Les
tirages n’étant pas inclus dans une activité qui les aurait motivés. Ils ne comprennent pas ce qu’on
attend d’eux.

Cette premicre phase est alors arrétée au 18° tirage. La maitresse dit aux enfants: «nous
continuerons demain, peut-ctre verrez-vous quelque chose ».

b. Deuxieme jour: Les épreuves continuent avec les mémes sacs comme le premier jour.
Tres vite, les enfants ne cherchent plus a savoir quel sera le prochain tirage mais ce qui est
contenu dans les sacs.

LLa maitresse demande :
« Est-ce que vous avez pensé a ce qu’on a fait. Avez-vous des idées ? Quel était le probleme ?

Un enfant répond « on connait le nombre de jetons dans chaque sac. Mais il faut savoir combien
il y a de pions noirs et combien de pions blancs.

«Il'y en a peut-étre d’une autre couleur » dit alors un autre enfant.
On fait 4 tirages.

- Je crois savoir ce qu’il y a dans S3, dit un enfant : 1 noir et 4 blancs.
Drautres enfants font des propositions pour chaque sac :

- Dans le premier, il y a 4 noirs et 1 blanc.

- Dans le deuxieéme, il y a 4 noirs et 1 blanc aussi.

Dans le sac S il y a plus de jetons blancs que de jetons noirs, et dans le sac S1 il y plus de noirs
que de blancs.

Ces propositions sont discutées par les enfants qui esperent toutefois que la maitresse va
récompenser les bons paris ou les bons raisonnements en confirmant une des hypotheses. Mais la
maitresse ne renvoie que des questions.

- Comment le sais-tu ?
- Parce qu’il est sorti plus de noirs que de blancs.

C’est la premicre fois qu’explicitement les enfants établissent une relation entre la fréquence des
tirages d’une couleur et le contenu supposé des sacs. Cette justification est acceptée par toute la
classe.

La maitresse veut susciter une étude plus précise de ce phénomene.
- Est-ce que tu en es sur ?

C’est alors qu’un enfant se leve et demande a ses camarades qui a tiré un pion noir dans le sac
S1? Confusion momentanée : les enfants ne savent pas s’ils doivent donner les résultats de la
veille ou ceux en cours, ou les deux. Ils constatent que enregistrement des coups n’était pas sur
jusque la. Finalement ils se mettent d’accord sur le décompte pour le sac 1

S1 14N
7B

Alors une fillette (Pascale) propose de recommencer en faisant le méme nombre de tirages que la
veille pour comparer ce qui sort dans le premier sac.

Il semble qu’alors une partie des enfants s’engagent dans la vérification du fait : « il sort plus de
noirs que de blancs dans le sac 1 ». Au cours de cette phase, bien que les tirages continuent dans
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les 3 sacs, les enfants semblent uniquement préoccupés de ce qui sort dans le sac 1. Pourtant, a la
fin de ce 2° jour, un enfant déclare : « Je crois qu’il y a 4 pions blancs et 1 noir dans le dernier
sac» (S3). Il semble donc que tres rapidement les enfants aient un modele implicite qui leur
permette de tirer de 'expérience en cours des conclusions correctes pour le premier et le dernier
sac. Un des sujets de cette recherche consiste a mettre en évidence et a caractériser ce modele
implicite. Toutefois la nécessité imposée aux enfants de justifier explicitement leurs conclusions
les rend moins certains.

On affirme seulement pour S1 qu’il y a plus de noirs que de blancs avec 'espoir de prouver cela
plus facilement. Par contre, a propos de S3, pour lequel on n’a pas encore demandé de trouver
quelque chose, la conviction construite dans le modcéle implicite (4N, 1B) reste pour la plupart
aussi précise et aussi sare.

On arréte les tirages qu'on décide de reprendre le lendemain. Les enfants demandent si on
ouvrira les sacs. L’expérimentateur déclare que non. Les enfants protestent. Ils ont 'impression
qu’ils ne pourront pas étayer leurs raisonnements.

c. 3%jour: On reprend les tirages comme le premier et le 2° jour. Mais maintenant tous les
enfants notent ce qui sort. Ils ne font pas de remarques, leur attention est captée par ce
travail. Les enfants proposent de faire un tableau récapitulatif de ce qui est sorti :

S1 S2 S3
Lundi 11N 13N 3N

7B 5B 15B
Mardi 11N 19N 14 B
Mercredi 10B 2B 7N

d. 4°jour: Les enfants comparent le nombre total des tirages et disent qu’il faut faire encore
3 tirages a ajouter a la série de lundi pour égaliser le nombre ; d’ou 3 tirages.

S1 S2 S3
B B B
N B B
N N B

Remarque : Le moment ou les tirages sont faits, ne parait pas important.

Les enfants observent les résultats et font des comparaisons :

- Cest pas pareil

- Cest assez proche

- Cest pas la méme chose

Dans le premier sac, il y a plus de noirs que de blancs au premier et au second tirage.
- Est-ce qu’on est sar ?

- Ce n’est pas sur, dit Patrick, c’est le hasard

- On devrait faire encore un tirage pour étre sur, sur le premier sac seulement.
Stilya3Net2B

S2ilya4NetlB

S3ilya4Bet1N

- Je pense que dans
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Patrick affirme sa critique :

- Ce n’est pas sur, c’est peut-étre toujours le méme noir qui sort méme s’il n’y en a qu’un, il peut
sortir trés souvent.

Un autre affirme :
- Pour savoir il faudrait retirer tous les pions sans les remettre.

La discussion se centre sur la question de savoir si les tirages ressemblent au contenu des sacs.
L’expérience a fait douter les enfants que les tirages se ressemblaient entre eux. Certains enfants
disent : On doit pouvoir deviner puisqu’on nous le demande ! Il y a trés nettement un clan tres

S1 S2 S3 nombreux qui va organiser les essais
13N 14N 3N pour montrer qu'on peut devenir ce

quil y a dans les sacs a un autre
8B 7B 18B groupe qui grossit autour de Patrick
11N 19N 7N et qui oppose une critique
10B ’ B 148 déterminante. « C’est le hasard, on ne

peut pas prévoir ».

Les enfants organisent des tirages par série de 5 pour comparer directement avec le contenu des
sacs. Grande satisfaction d’abord : les premiers tirages ressemblent aux prévisions faites en début
de lecon. Hélas, il y a encore des écarts et la répétition des tirages n’arrange rien : on tire a un
moment donné une série de 5 blancs du sac S2, ce qui ne correspond pas du tout a ce qui avait
été tiré jusqu’alors dans ce sac.

Grand désarroi des enfants qui veulent que 'on ouvre les sacs. On leur demande a chacun de
faire un pari par écrit sur le contenu des sacs. La maitresse dit que 'expérimentateur refuse
d’ouvrir les sacs. La classe manifeste sa désapprobation et sa déception.

L’expérimentateur :

- On n’ouvrira les sacs que le soir ou vous serez tout a fait sir de ce qu’ils contiennent mais si
vous voulez, je peux vous préter d’autres sacs que vous composerez vous-mémes et avec lesquels
vous essalerez de produire des tirages qui ressemblent a ceux-la. Clest ainsi que 'on peut étudier
des caractéristiques dun avion en fabriquant de celui-ci un modé¢le réduit. Les enfants
comprennent ce qui est proposé mais déclarent que « ¢a ne servirait a rien, ¢a sera pareil ».

Suite une phase au cours de laquelle de nombreuses idées intéressantes sont émises par les
enfants sans qu’aucune ne soit retenue, la perspective de ne pas pouvoir ouvrir les sacs les
décourage. Ils déclarent qu’ils ne veulent plus faire de tirages.

Remarques : Les enfants ont une vision tres claire des différents cas entre lesquels ont a choisir (4
—1;3-2;1-4).IIs n’ont pas de doute en ce qui concerne le troisicme sac. Les prévisions sont
correctes mais ils ne sont pas surs pour le premier et le deuxi¢me sacs.

Les enfants ajoutent implicitement les résultats de chaque expérience pour faire ces prévisions
mais aucun n’a proposé d’ajouter les résultats des différentes séries. L’idée a été émise sans
justification que pour montrer qu’il y avait plus de noirs que de blancs il faudrait faire de longues
séries.

Le processus de mathématisation s’est mal enclenché parce que certains enfants étaient a des
stades génétiques assez différents au sujet du hasard. Les explications nécessaires a organisation
du travail de toute une classe auraient demandé une vision plus claire de la question.

Les enfants ont exprimé que si 2 sacs avaient la méme composition, les tirages ne se
ressembleraient pas et que par conséquent on ne pourrait pas savoir s’ils avaient la méme
composition. Il a paru évident que si on leur avait proposé a cet état de leur réflexion, d’ajouter
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les résultats des tirages obtenus avec 2 sacs identiques mais différents, on aurait utilisé indument
une notion tres importante avant qu’ils I'aient construite. Le premier travail consiste justement a
concevoir que les tirages d’'un méme sac faits a des moments différents se ressemblent d’une
certaine maniére et que certains parametres conservés d’un sac a l'autre peuvent faire que les
tirages dans ces 2 sacs se ressemblent aussi.

Cette lecon achevait la phase d’observation sans intervention didactique; une phase
d’intervention didactique et de récupération devait permettre de donner satisfaction aux enfants.
Nous rapportons plus loin comment s’est déroulée cette phase qui n’a pas fait l'objet
d’observations précises et ou on a, a plusieurs reprises, usé d’artifices pédagogiques pour
introduire les notions de fréquences cumulées et de convergence dont le but est de mettre en
¢vidence les difficultés et les problemes a résoudre.

Remarques sur les conditions techniques de I'expéde

Toute cette expérience sera refusée car la technique que nous avons employée enregistrement sur
magnétoscope du son pris dans une classe ordinaire avec 4 micros ordinaires et le sélecteur d’une
mini-régie ne permet que 'enregistrement des micro-communications c’est-a-dire des messages
pris en considération par 'ensemble de la classe (de la maitresse vers 'ensemble des enfants, de la
maitresse a un groupe d’enfants, les autres étant tenus d’écouter, d’'un enfant vers la maitresse ou
vers un groupe d’enfants, les autres étant tenus d’écouter). L’enregistrement des micro-
communications c’est-a-dire de celles qui n’intéressent quune petite partie de la classe (d’un
enfant vers un autre enfant ou vers un petit groupe, les autres étant intéressés a une autre activité
de la maitresse vers un petit groupe d’enfants n’a pas été possible jusqu’a maintenant. C’est
dommage, a la fois pour la recherche et pour la communication de ses résultats : ces micro-
messages sont les manifestations inhérentes a une pédagogie basée sur le processus de
mathématisation ; tant qu'on ne pourra pas les enregistrer on ne pourra pas évaluer les effets réels
de cette pédagogie et encore moins la présenter par les moyens audio-visuels.

2° partie : phase d’intervention

Matériel
- 2 sacs (au lieu de 3)

- des jetons blancs et des jetons noirs comme dans la 1 partie.

1. Composition des sacs
La maitresse propose aux enfants de composer eux-mémes ces 2 sacs avec 5 jetons dans chacun
de la maniére suivante :

Les jetons, comptés par un éleve devant toute la classe, sont placés dans 2 enveloppes : 4 noirs, 1
blanc dans une enveloppe, 1 noir, 4 blancs dans I'autre. Les enveloppes sont cachetées, maniées
et deviennent indiscernables. Chacune est mise alors dans un sac. Un autre enfant déchire les
enveloppes a l'intérieur des sacs. Tous les enfants savent donc quelle est la composition des sacs
mais ignorent dans lequel il y a 4 noirs et 1 blanc ou 4 blancs, 1 noir.

La maitresse demande comment on pourrait écrire simplement qu’il y a 4 jetons noirs pour 5
dans 1 sac et 1 jeton noir pour 5 dans l'autre.

Spontanément, un enfant propose d’écrire la composition des 2 sacs sous forme de 2 rapports :

4
5 (4 noirs pour 5 jetons)

1
5 (1 noirs pour 5 jetons)

Ces deux rapports restent marqués sur le tableau noir.
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2. Déroulement
Les éleves sont partagés en 2 équipes A et B.

On remet un sac a chacune des 2 équipes.

Les enfants vont devoir deviner a quel sac ils ont a faire : celui qui contient 4 blancs 1 noir ou
celui qui contient 1 blanc 4 noirs.

Pour cela, les enfants de chaque équipe tirent a tour de role un jeton dans leur sac respectif en le
remettant immédiatement en marquent sur une grande feuille préparée a I'avance le résultat de
leurs tirages. Cette feuille se divise en 5 lignes et 40 colonnes (voir tableau A et B).

Chaque équipe fait des tirages jusqu’a épuisement des colonnes de sa feuille numérotée de 1 a 40
dans la ligne n°1.

Dans la ligne n°2, les jetons noirs (et seulement les noirs puisque ce sont ceux-la que les enfants
ont choisi de marquer) sont indiqués par un rond noir.

Dans la ligne n°3, les jetons noirs sont totalisés.

Dans la ligne n°4, les enfants écrivent les rapports du nombre de jetons noirs au nombre total de
jetons tirés.

Dans la ligne n°5, les enfants calculent la valeur des rapports en nombres décimaux.

Pendant les tirages, ils ne se préoccupent (apparemment) que de marquer et de faire des calculs.
On a I'impression qu’ils ont oublié le but de leur manipulation.

Pourtant, lorsque les 40 tirages sont terminés, la maitresse leur demande s’ils savent ce qu’ils ont
dans leur sac. IIs donnent sans hésitation la réponse exacte :

4 noirs, 1 blanc pour I’équipe A
1 noir, 4 blancs pour I’équipe B

Mais il apparait que pour obtenir ces réponses ils n’ont examiné que les lignes n°2 de leur feuille
et n’ont tenu compte d’aucun nombre ni d’aucun résultat numérique.

3. Discussion

a) — A la guestion : « Etes-vous sirs de ce résultat ? Pourquoi ? », ils répondent :

oui - parce qu’il est sorti beaucoup plus de noirs que de blancs (pour I'équipe A) ou
- parce qu’il est sorti beaucoup plus de blancs que de noirs (pour I’équipe B)

« Faut-il ouvrir les sacs pour vérifier ? »
- ce n’est pas la peine, répond la majorité de la classe, on est sur |

(seule une fillette dit : « je suis stre mais je préférerais vérifier tout de méme »).

Tous étaient donc d’accord : il n’y avait pas lieu de valider autrement les déclarations. On ouvre
cependant les sacs: tous constatent qu’ils ont bien deviné, ils triomphent: la vérification a
apporté quelque chose a leur conviction.

b) — On lenr demande alors : « Pensez-vous maintenant que si on vous redonnait les 3 premiers sacs,
vous pourriez devenir ce quil ya ? »

- Oui disent-ils. Dans le sac n°1 il y a plus de noirs que de blancs.
- Pouvez-vous dire avec précision le nombre de jetons noirs et celui des jetons blancs ?
- Non, dit alors un enfant, parce que on sait sirement qu’il y a plus de noirs que de blancs mais il

peut y avoir :
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3 noirs et 2 blancs
ou 4 noirs et 1 blanc
et on ne sait pas laquelle de ces 2 réponses et la bonne.

Les enfants proposent alors d’écrire la liste de toutes les possibilités :

Noirs Blancs
4 1
1 4
3 2
2 3

Un enfant remarque qu’il ne peut pas y avoir (5, 0) ou (0, 5) parce que les deux couleurs sont
sorties dans chaque sac.

Puisqu’on sait qu’il y a plus de jetons noirs que de blancs, il reste a choisir entre les 2 possibilités
énoncées plus haut (3 noirs, 2 blancs ou 4 noirs, 1 blanc). Comment choisir ?

- Un enfant propose : on pourrait faire pour les 3 sacs ce qu’on vient de faire avec
les 2 et on verra.

- Bien suar, dit un autre puisque vous nous avez dit que ce que I'on faisait nous
permettrait de comprendre.

Les enfants ne continuent donc que parce qu’ils ont la conviction qu’on va les aider a trouver une
technique.

4. Tirage avec 3 sacs

Les éleves sont de nouveau partagés en 3 équipes : I, 11, III. I’équipe I prend le sac S1, I’équipe 11
le sac S2 et I’équipe 111 le sac S3.

IIs tirent des jetons a tour de role. Chaque équipe note sur une nouvelle feuille les jetons noirs qui
sortent. Au bout de 40 tirages, on arréte et on affiche les 3 feuilles au tableau noir (tableaux C, D,
E, voir annexe 1).

1) Examen de la feuille n°1 (équipe I, sac S1)
Les enfants remarquent immédiatement qu’il est sorti plus de noirs que de blancs. Ils en
concluent que dans le sac S1, il doit y avoir plus de jetons noirs que de blancs.

Ils rappellent alors les deux possibilités qui se présentent :
il peut y avoir
3 noirs, 2 blancs
ou 4 noirs, 1 blanc
Comment décider ?
La maitresse intervient :

- Supposons qu’il ait 3 noirs, 2 blancs dans le sac. Le premier jour des tirages, vous aviez
proposé de retirer les jetons du sac I'un apres lautre sans les remettre pour voir. Si nous
regardons la couleur de chaque pion qui sort, que notez-vous ?

11y a 5 pions : 3 noirs et 2 blancs.

Notons-le, comme nous venons de le faire sur la feuille
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L]

On remet tous les jetons dans le sac, et on recommence (voir remarques ci-dessous)

L] L] L] L] L] L] ﬁ
10
On propose aux enfants de continuer tout seuls jusqu’a 40. Un enfant prévoit immédiatement
24

quon finit par 40 « parce que dans 40, il y a 8 morceaux de 5 et dans chacun 3 noirs, ce qui fait
3x8 pour 5x8 ».

3 6 b 12 15 18 21 24
Ils écrivent la suite : 5, 10,:15, ?0,: 25, 30,: 35, 40

5 .

Remarque d’un enfant : « En haut on ajoute toujours 3 et en bas toujours 3 »

Remarque

Dans cette partie de I'expérience, nous avions décidé de fournir aux enfants un moyen de rejeter certaines hypotheses
sans faire appel a une justification quelconque. Pour facilité la comparaison des fréquences cummlées avec la
probabilité vers laguelle elles doivent converger, nous avons pensé la présenter sous forme d'une suite stationnaire.
Ce procédeé est mathématiquement correct.

Profitant d’une proposition faite par les enfants des le premier jour, nous avons construit cette suite stationnaire a
o partir d'une série de tirages exhaustifs. 1/ faut bien voir qu’il s'agit la d’un artifice pédagogique et non pas d’une
Justification. 1/ n’y a ancune raison pour qu’en changeant la méthode de tirage, on obtienne la méme loi. Les
Justifications mathématiques de ces comparaisons seront justement le résultat de la construction de la théorie des
- probabilités.

C'est ici que nous avons dénoué le cercle vicienx: (présenté dans le paragraphe précédent) par un apport du maitre
non motivé, mais bien accepté par les enfants. Nous espérons déconvrir des moyens plus satisfaisants. C'est le but
des recherches entreprises.

Les enfants déclarent : « on trouve toujours 0,6 »

Supposons maintenant qu’il y ait 4 noirs et 1 blanc. Pouvez-vous recommencer ce que nous
venons de faire ?

4 8 12 1le 20 24 28 32

Les enfants proposent aussitot la suite stationnaire : 5,10, :15 70, :25 ,30, :35 , 40 et
calculent le quotient 0,8

Ils regardent alors la feuille et disent immédiatement :

- « Ce n’est pas ce résultat mais Iautre »

- Pourquoi ?

- Parce qu’on a trouvé des nombres plus pres de 0,60 (s ne regardent pas les derniers, mais
I’ensemble, dont une grande partie se trouve, par chance, en dessous de la valeur théorique).

2) Examen de la feuille n°3 (équipe lll, sac S3)

Les enfants procedent de la méme maniere que pour la feuille n°1.

En effet, ils remarquent cette fois qu’il est sorti plus de blancs que de noirs. Ils énoncent eux-
mémes les cas possibles :

3 blancs, 2 noirs

4 blancs, 1 noir
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Ils n’éprouvent pas la nécessité d’écrire tous les rapports de la suite stationnaire puisqu’ils ont
constaté, pour la feuille n°1, que tous ces rapports avaient le méme quotient.

2 1
Ils écrivent seulement : 5=0,4 et 5=0,2

En examinant leur feuille, ils voient tout de suite que leurs résultats sont plus pres de 0,2 que de
0,4

IlIs en concluent que le sac S3 contient 4 blancs, 1 noir.

Remarque
Le probleme de la convergence de la suite est lui aussi artificiellement abordé de la fagon
suivante :

- Qu’auriez-vous conclu au bout de 5 tirages, au bout de 10 ?

Un enfant répond « On aurait répondu qu’il y avait 3 blancs 2 noirs ». Un autre ajoute « c’est
parce qu’il n’y avait pas assez de tirages ».

- Et maintenant croyez-vous qu’il a assez de tirages ?

- Oul

Lexcpérimentatenr : « Les mathématiciens demanderaient au moins qu’il y ait 150 tirages. »
Les enfants : « On trouve toujours des nombres plus pres de 0,20 depuis le 15° tirage. »

- Maintenant on peut ouvrir le sac, on est tout a fait strs !

3) Examen de la feuille n°2 (équipe I, sac S2)

Par erreur, la maitresse avait mis 6 jetons (3 blancs, 3 noirs) au lieu de 5 (3 noirs, 2 blancs)
comme dans le sac n°1

Apres examen des fréquences cumulées pour les autres sacs (sac 1 et sac 3), les enfants veulent
connaitre la composition du sac n°2. Ils proposent d’écrire (comme ils venaient de le faire pour
S1 et S3) les différentes possibilités qui se présentent.

Ils établissent dont le tableau suivant ainsi que les rapports.

Noits Blancs

3 3 5 3
6

4 2 - 4
6

2 4 o E
6

5 1 N 5
6

1 5 5 1
6

Ils calculent ensuite les rapports en nombres décimaux.

3 4 2 5 1
320’5;3—{],56 ;E—G,BE ;3—0,83 ;E—G,iﬁ

Ils observent alors le résultat des tirages et tous concluent sans hésitation : « Il y a 2 noirs pour 4
blancs » (puisque le résultat des rapports qu’ils ont fait varient entre 0,20 a 0,35 pour le sac n°2).

40



Alors la maitresse donne la composition du sac : 3 noirs, 3 blancs.
Stupéfaction des enfants qui demandent aussitot a vérifier.
On ouvre le sac. « Mais alors ? » « Pourquoi » questionnent les enfants a ce moment-la.

Alors un des enfants se leve et dit: « Je sals pourquoi, c’est parce qu’on n’a pas fait assez de
tirages »

La maitresse fait remarquer que pour les 2 autres sacs on n’avait fait que 40 tirages.
- « Oui mais dans celui-la il y a un jeton de plus... I'»
- « Alors dit une fillette s’il y avait 7 jetons ou 8, il faudrait faire 500 tirages ! »

Toute la classe propose aussitot de continuer les tirages pour voir si les résultats vont bien se
rapprocher de 0,5. A tour de role, lorsqu’ils ont un moment, les enfants vont tirer des jetons, (le
sac étant resté accroché sous la feuille n°2) écrivent les rapports et calculent les quotients. Le 2°
jour, au 67° tirage, ils sont ravis lorsque le quotient passe de 0,39 a 0,4 et ils attendent avec
impatience que ce quotient passe a 0,5.

Un éleve demande :
- Est-ce que ¢a ne risque pas de dépasser 0,5 par exemple 0,60 ?

- On verra. 1l se trouve que au 94° tirage la fréquence dépasse la valeur 0,5 et redescend au 99°.

Conclusions provisoires

Nous ne donnerons pour l'instant aucune conclusion. Le déroulement répond a la plupart des
questions que nous avons soulevées dans le chapitre II tout au moins grossicrement. I’expérience
sera reprise suivant un plan en cours d’élaboration. L’analyse des observations supplémentaires
(en particulier 'analyse du discours des enfants) est en cours et sera publiée ultérieurement. Nous
possédons un schéma expérimental possible qui va nous permettre d’explorer notre modéle
d’apprentissage et ses principaux parametres. Nous espérons alors pouvoir proposer des
situations permettant aux enfants de dégager les principales notions utiles du calcul des
probabilités.

N. et G. Brousseau

Juin 1972
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