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Prêface

Lucienne FELIX me fait lhonneur de me demander de préfacer
cet "aperçu sur les méthodes utilisées en géométrie élémentaire".

on ne .présente- plus Lucienne FELIX aux professeurs de
Mathématiques, sinon aux débutants.

Pour amglo1qr {enseignement des mathématiques, dans la voie
tracée par Henri LEBESGUE dont elle a été I'assistante â Sèures entre les
deux- guelres (elle a d'ailleurs recueilli et achevé son ouvrage posthume
sur les constructions géométriques), Lrrcienne FELIX i fublié de
nombreux ouvrages de réfleiion, de culture mathémâtique et
d'innovation, ainsi que des manuels très originaux pour les différents
niveaux de I'enseignement secondaire. Ses livies ont été ut, uppui décisif
pour certains amoureux des mathématiques de ma génération àt sur leur
engagement au service d'une rénovation des pratiquei de I'enseignement.

Elle a publié un hommage à Henri LEBESGUE où elle
rassemble les citations les plus significatives du grand mathématicien au
sujel de I'enseignement. Elles constituent de trèi intéressants sujets de
méditation pour les professeuru.

Mais ce n'est pas moi gui peux la présenter puisque c,est elle, au
contraire, qui .m'a tenu sur les 

-fonds 
baptismaux des études sur

I'enseignement à la GIEAEM en 1960, et qui m'a, par la suiæ, luidé et
aidé dans ce domaine.

. A qugl titre, a}tre que celui d'une amitié et de ma part d'une
admiration profonde et si anciènne, puis-je assumer cet honneur'?

Il me semble y distinguer une raison (qui vaudra le crédit que
vous voudrez bien lui accorder) disons de relégitimation.

:^_-_ ^ , tr "f, 
partout question, aujourdhui, de didactique et du rôle que

Joue ce domaine dans la réorganisation de 
fa 

formation des professeurs.

Quelle place tiennent dans ce nouveau secteur les activités
"anciennes" des professeurs de mathématiques ?

,L
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L'art de fabriquer des problèmes par exemple : ce champ de

"méthodel'- qui permettait de réorganiser les èonnaissances à enseignËr en
une, problématique où les élèves pouvaient, sur les talons dà leurs
professeurs, goûter aux plaisirs (transposés, scolarisés, modélisés, mais
réels) de la chasse aux questions mathématiques.

L'art de fabriquer avec les résultats épars de recherches
mathématiques,-.parf-oiq pénibles et obscures, un eiposé séduisant qui
permet soudain I'accès fulgurant à un domaine nouveau.

L'art de réorganiser en une vaste synthèse les connaissances
mathématiques nécessaires pour la communauié qui permette à la fois le
maintien d'une cohésion culturelle suffisante et la préparation des élèves à
des métiers fort différents.

La didactique des mathématiques est-elle lhéritière des efforts
de tous les mathématiciens qui se sont attachés à la diffusion de leur
disc_ipline ("populaire" comme STEVIN, ou non) et de tous les
Plofesseurs qui ont "naïvement", dirait-ont aujourdhui, consacré leurs
efforts à maintenir vivante une aventure qul d'aucuns déclarent si
austère?

ou les rejette-t-elle définitivement dans la préhistoire et dans
I'amateurisme ?

La didactiqu,e g-st-elle cette intrusion d'une méthodologie
bureaucraliqgt venue d'ailleurs que certains se plaisent à présenter? iu
peut-elle in1égrer, comprendre, critiquer, exploiter, dépasser, aider une
activité mathématique des professeurs ?

A travers ma personne, je crois que Lucienne FELIX pose cette
question à tous les didacticiens et à tous lesprofesseurs.

Elle le fait à sa manière, comme toujours, par I'exemple : Elle
preld- sa plume et écrit ce qui lui paraît être le plus tlpique de I'activité
mathématique d'un professeur.

Je donnerai une réponse plus étayée dans un autre texte, mais je
suppose que vous entrcvoyezma position. Iæ jour où ce genre de texte, ni
vraiment scientifique, ni pédagogique, ni didactique, n'airra plus d'intérêt
pour nous sera bien proche du jour où I'on ne fera plus de mâthématiques
nulle part.

Guy BROUSSEAU
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INTBODUCTION

ll y a une quarantaine d'années, à la première rencontre de la clEAEM, on
évoqua la formule de Ptolémée. Un collègue anglais, devenue depuis un ami, Owen
storer, présenta ce théorème comme le type même dont la solution doit être apprise
par coeur, trop astucieuse pour être retrouvée (je ne sais plus laquelle il proposa,
peut-être du type de la 5ème ci-après : un point miraculeusement introduit en est la
clef !).

Je m'indignai et, à l'époque, bien entraînée à résoudre des problèmes de
géométrie élémentaire, je proposai immédiatement plusieurs solutions. Mais la
vieillesse m'ayant privée de mémoire, je me trouve dépourvue et, refusant de faire
appel aux documents qui ne manquent pas, je fais face à la situation. Je comprends
autrement la réflexion de mon collègue : Devant un champ trop riche de
connaissances variées mais sans voies tracées vers te but, quels chemins prendre ?
D'où partir ?

Au départ, il faut préciser de quoi il s'agit. On demande de découvrir ou, à la
rigueur, de vérifier des relations métriques conséquences de I'inscriptibilité dans un
cercle d'un quadrilatère convexe (4 côtés et 2 diagonales). Ma première idée fie ne
prétends pas que c'est la meilleure l) fut de faire appel aux théorèmes sur les angles
inscrits ou sur les couples d'angles opposés supplémentaires. D'autres voies d,accès
furent envisagées ensuite, et les questions des réciproques se présentèrent.

Nous exposons ici des démonstrations du théorème direct. Leur variété pose
des questions dont nous faisons ensuite l'étude dans la deuxième partie.
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JUSTIFICATION DE L'ETUDE

La question posée est simple et claire.

"Démontrer que, dans tout quadrilatère convexe inscriptible dans un cercle, le

produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés" (formule

dite de Ptolémée).

Tous les cours de géométrie classique, depuis I'enseignement des Jésuites

au XVllème siècle, proposent une démonstration (sinon plusieurs), tel le manuel "La

géométrie des dames" publié vers 1790, jusqu'aux traités de notre siècle (tel celui qui

fut le'plus réputé aux environs de 1900, rédigé par Hadamard, dans la collection

dirigée par Darboux de mathématiques élémentaires).

Cette célébrité s'explique par I'importance historique de la formule en question :

Les progrès de I'astronomie, en relation avec ceux de la navigation ont conduit

Ptolémée, vers 150 apr. J.C., à créer le "théorème des cordes" pour l'étude des

angles et arcs de cercle et de la sphère. Prolongeant les résultats d'Hipparque, la

construction de la "table des cordes" est, pour nous, la table des sinus des angles

aigus et le théorème, objet de notre étude, est la clef de ce que deviendra, avec

I'introduction des tangentes des angles, notre trigonométrie plane et sphérique.

Mais notre étude ne concerne pas cet historique. En quoi, alors, le théorème

nous intéresse-t-il? En feuilletant les traités et manuels, on est frappé par la diversité

des démonstrations, diversité telle que la formule est devenue inutile, simple

remarque depuis I'introduction des puissantes théories : transformations

géométriques, trigonométrie, géométrie analytique, nombres complexes, mais elle est

I'occasion d'une recherche sur les méthodes de géométrie élémentaire : position

du problème (il s'agit de deux formules!), réciproques, extension des propriétés

d'une figure à tout le plan, comparaison des voies d'exploitation d'une situation, etc...

C'est ce que nous allons tenter d'explorer.
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QUADRILATERE CONVEXE

1) Notations
A

générales

Cercle

Diagonales

Côtés

Longueurs

4

r-\ Anoles

y+ô+T1*ô1=æ f =y, ô'=ô,

^lt= \, ô', = ôl ,

centre O, rayon R

AB et CD se coupant en E

AC, CB , BD, DA

AC=c,AD=d,AB=a
BD=c',CB=d',CD=a'
BAC = y ADC = y1 BDC = y' ABD = y',

BAD = ô ACD = ôt BCD = ô' ABC = ô',

CAD=1=y+ô ADB=1=Tff
CBD = Ê=/r+ ô'r ACB = ô = ôr+ ô'

Les angles satisfont à

rE =y+ô+yt+ôt = y+ô'+ n/r+ô'1

=T+lt+ô1 +ô'- ôt*ô'1 * \+^l

ff =y+ô, Ê =t'r*ô'r
^C =ô*ô", D=Tt+Y"

Triangles :

Degré de liberté du système. Sur les 12 angles, on peut en choisir 4

indépendants qui permettent de construire la figure. Par exemple à partir de AC

on porte (Y, ô, ôr , ô' ). ll y a donc un système de I équations indépendantes

déterminant les B autres angles. Le degré de liberté est 4.

2) Conditions d'inscriptibitité
Les propriétés du cercle prouvent qu'une égalité telle que y = | (angles inscrits
découpant le même arc) entraîne I'inscriptibilité d'où 3 angles arbitraires. La

situation correspond maintenant au système de 9 relations :

Longueurs L'inscriptibilité entraîne "l'homologie des sinus

c = ô = c' = d' ---?--- "'= l.=2Rl
sin y, sin ôr sin ô sin y sin ô sin Â L - -''r

Les 6 longueurs des côtés et diagnonales sont liées par 5 équations homogènes
déterminées par 3 paramètres angulaires indépendants. Ainsi 2 relations
homogènes métriques indépendantes lient les 6 rongueurs du
quadrilatère inscriptible. Le couple le plus simple est celui des deux
relations de Ptolémée, objet de l'étude.



Remarque : Cas de figure du

5

point de vue de la comparaison des angles à 1 droit.

La somme des 4 angles du quadrilatère

convexe est égale à 4 droits, donc au

moins un des angles est obtus.

Soit B > droit

La comparaison à 1

tracer

Cxt J- CB

Dx, J- BD

La comparaison Oe Â à 1 droit fait tracer
le cercle de diamètre CD,

^et celle de A à æ - B fait tracer le cercle
circonscrit à CBD.

droit de C et de D fait

Nous obtenons 9 régions :

B est obtus

L'étude fait considérer aussi le

I'inscriptibilité. ll sépare les régions

(4)

cercle ensemble des

(3) et (5) et les régions

points correspondant

(3') et (5').

agu

A c D Région

obtus obtus obtus

argu (z',)

agu obtus (z',)

aigu (1 )

aigu obtus obtus (6)

aigu (3) et (s)

agu obtus (3') et (5')



PREMIERE DEMONSTRATION -

L'inscriptibilité résulte de Â

Dans les triangles CDA et C

f^
\

donc, avec cor â = - cos Â,
(c.d

Conclusion : Enoncés des formules de ptolémée 
:

(Pl ) : Dans un quadrilatère convexe inscriptible dans un cercte, le produit des

(P2)
diagonares est égar à ra somme des produits des côtés opposés.

: Dans un quadriratère convexe inscriptibte, re rapport des diagonares estégal au rapport des sommes des produits des côtés aboutissant aux
extrémités de cette diagonale.

'6r e'

"*EYLLENÆ,PJtn;TLE

Dhverse's ûÉmonstro,tfnns des lornutzs û.e. 
"tDrétnûe

*Ê-r,, donc cosÊ=-cosÂ

DB, nous utilisons ta formule

'2 = c2 * d2 -2 cd cos Â [c,dJ
= c'2 + d,2 - zc,d,cos Ê i 

"o 
j

+ c'.d') a'2 = (c2 + 62) c'd'+ (6,2 + d,2) cd

= (cc'+ dd') (cd,+ dc,)
Ainsi

o,2_(cc, + dd,) ( cd,+ dc,)-ffi
de même

(Pr)

(9 
")

par suite

aa'= CC' + dd'
et

cd+c'd'
=-cd'+ dc'

P's' : nous disons ici "côté" pour "tongueur des côtés".



DE'XTEME DEMoNSTRATToN - (Jgarité des angres inscrits = simititude)

6B=6È=T, équivalantà'ffi =ffi =ô

exprime I'inscriPtibilité

d,2= a2+&-2accosT =à'2+C2 -2dC cosY

donc, éliminant cos Y,

(ac - a'C) d' 2 = (à'2 + c'z) ac - (a2 + c2) a'C

= (aa - cC) (ac - ac)

..2 (aa' - cc') (a'c - ca')
u=

ac- a'c'

et, de même d2 =

donc

donc

(aa' - cc') (ac - a'c')

a'c - c'a

(dd')2= (aa' - cc')2, ($,)'= [|||1J'
ll est nécessaire, pour supprimer les carrés, d'étudier les signes des différences

4.,=ââ'-cc' , L2=âG'-a'c , Â3=ac-â'c'

en remarquant que, d'après la formule donnant 6'2 (ou celle qui donne d2 )'

^1 
A2 q est Positif.

L'étude des produits de côtés consécutifs fait songer aux surfaces des triangles.

supposons, par exemple, c > c'. L'égalité des angles y, déjà utilisée, prouve

similitude des triangles AEC et DEB , le rapport de similitude étant

ffi=t oon.' t

Les surfaces vérifient alors

s(EAc)>S(EDB)+s(DAc)>s(DAB)d'oùa'c>ac'
+ S (BCA) > S (BCD) d'où ac > a'c'

Ainsi c>C entraîne 
^2>O 

et Agt0,doncaussi Àrt0' D'oùlesconclusions

( oo'= aa'- cc' ( 
^^'= 

cc'+ dd' (P l)

{o_ac-a,cl ' équivalantà 1+=1ry (F2)

trt-ffi \a' cd'+d



I

TROISIEME DEMONSTRATION - (Trigonométrie. Homologie des sinus)

Dans un cercle. les sinus des angles inscrits sont proportionnels aux cordes

découpées. Etudions donc ces sinus. Les angles inscrits Y, Y1 , ô , ô, sont tels que

ï+ Tr +ô+ô' =rr, Â=1+ô, Ê=æ-A=Y1 * ô1

ô=ô+ô1 , ô=r-Ç=T+Tt

D'où, parexemple, Â-ô =Y-ôr, Â*ô =æ+(y', -ô)

{
donc

Nous posons

1) Produits de côtés

A

0 = ô+Tr = r- (Y+ ôt), angle des diagonales

opposés

sin y sin O., = l[cos (y- ô.,) + cos e]

sin y' sin ô =;[""r (yr - ô) - cos e]

sin y sin ô., + sin y1 sin A = |[cos (y- ôr) + cos Cy., - ô)]

= .]-["or (A - c) + cos (n + c)]

= sin Â sin ô (II r)

donc cc' + 616l' = ââ' (Pt )

2) Produits de côtés consécutifs

sin y sin ô+ sin y., sin U' = ;[ cos (y-ô) - cos (r+ ô) + cos (yr - ôr) - cos (v1 * ô,)]

mais cos (Y+ ô) = - cos (Yt + ô 1)

donc siny sin ô+sinï1sinu.,=lIcos1y-ô) +cos (t.r-ô.r )]

^
=sinô sin0

sin y sin ô., + sin y., sin ô = sin Â sin â

sin y sin ô + sin y' sin ô., _ sin Q (nz)
sin y sinô, + sin 1.' sin ô sin A

d'c'+Cd a rtîtainsi ;ffi=i (P2,

de même

donc
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QUATRIEME DEMONSTRATION - (Le croisiilon des diagonates)

tntroduisons les longueurs I 'o= 
u ' CEù 

\ =" = r, , EJ==J [t(.Ï, ;J,=;T

D'après la similitude des triangles

{E3B 
er 

{Eâ3 
donnenr

1) La formule de Chasles

U+V=à, U'+V'=a' dOnne

[ "=u'ç1*$) avec l=Ë

\"'=utË*oq, i=:*ffi

(u u' c| -=_=_lv' v c'
1u v'd| 

-=_=_\u' v d'

d'où

donc

a cd+c'd' ,= tpz)a' cd'+ c'd \

2) La formule de Stewart (1)

appliquée à (A,C,E,D ) s'écrit C v'+ d2 u'= â'(u2 + u'v')
or, le premier membre peut s'écrire

I
I

le deuxième membre s'écrit

donc l'égalité s'écrit

c (cv') + d (du') = c (c'v') + d (d'u) = u. (cc' + dd')

"'[ 
, t, . # )]= "', 

(u + v) = uââ'

cc'+dd'=aa' (Pt)

(1) Cette formule classique liant les distances mutuelles des 3 sommets d'un t1angle et d'un point situé
sur un de ses côtés sera étudiée en fin de la seconde partie.
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Faisons apparaître

dénominateurs dans

obtenir une suite de

Ain si,

Nous obtenons la suite

Ajoutons numérateur et

u+v u'+v'
dc + d'c' cd'+ c'd '

c'est-à-dire a = â'
cd + c'd' cd'+ c'd'

Pour (Pr ),
opposés.

(1) s'écrit sous la forme

cc'+dd'=l1"tu,+d2u,)

Or, la formule de Stewart donne

c2v' + d2u' = u2 a, + u'v,a, =
donc, en conclusion

à' (u2 + v'u') = a'au

(Pr)

4 bis: AUTRE PRESENTATTON - (res simirituoes oo l

(1) [i=i:j (3) ["=;]
(z',) [:=r,J G) 

["o=;J
les produits de côtés consécutifs en
chaque égalité par un même nombre
rapports égaux.

uu'
dc =db

d'égalités :

uu'vv'
=-dc d'c d'c' - dc'

(1) (2) (3)

dénominateur convenables :

la même idée, faisons apparaître les produits des côtés

uu'uv'
-=r- 

I 

-dd' d'z cc' c,2

multipliant les z
bien choisi pour

(P z)

cc' + dd'= aa'
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CINQUIEME DEMONSTRATION -Illn-,0ointstile)

^ ^ ^ .^
Puisque BAC = CDB et CBA = CDB , il existe un point L de AB, construit pa

m. = æÈ qui assure les 2 similitudes

(b,â3 er

AL=x, BL=y,CL=2,
xczvd'z
-=-=- 

45-;-c'a'd'da'c
cc' dd' cd't=?,y=T,==T

( L,B,c

fR,D,c

Posons

ona

c'est-à-dire

- Laformule de Chasles, X * y = a donne aa' =cc' + dd' (Pl )

- La formule de Stewart , donne dans ABC avec L sur AB,

éY*d'2x=a(22+ry'1

a'lC dd'+ d'2 cCl = al& d'2 + cc'dd'l

a' (cd + c'd') = â (cd'+ dc')

a cd + c'd'
il=æ11æ?

donc

donc

C'est-à-dire (9 z,
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SIXIEME DEMONSTRATTON - (une droire urile)

Puisque ô et ô sont supplémentaires, toute droite x' x te l l e que

(BA, X') = iCB, CA) , assure aussi (BA, X) = (DB, DA)

Menons cette droite X'X par B . Elle coupe respectivement les droites AC et AD en F
et G , formant 2 couples de triangles semblables

fîË,5 
, l?=T=i\

/iA,B,c. \ C=Ac=BG 1
IA,D,B' \d a c',l
AGADd
[P= AF =6

l2
I nr=â .gr=3d'
lcc

\^" 
={,ro =+

d'où la similitude des triangles

A,F,G AF AG FG
A,D,C' î-=T=E-

- La formule de Chasles donne

2

donc FG-a a'
ad

FG = BF + BG = "td'= 
âd' * âc'

cdcd
aa'= cc'+ dd' (Pl )d'où

- La formule de Stewart

AF2. BG + AG2. BF = ( Ree + BG . BF). FG

donne as(cg'.tdd'=+ *aa ?'c;d' donc a (cd,+ dc,) = â,(cd + cd,)
c d cd 

"'d' 
\--

c'est-à-dire + = !q,* t,d, (P 
")

- a] cd'+dc'
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SEPnEilE DEMONSTRATION' (inversion)

L'inversion est la transformation ponctuelle qui, étant choisi un pôle (ici,

puissance p (ici positive), transforme tout point M en M1 Sur la demi-droite

distance AMt =;k- Transformons les points C, B, D en C1, 81, D1

AB1=9, AC1=3,OO.'=$

c,1

Bt

La figure présente 3 couples de triangles semblables

A) et

AM

une

àla

( A,c,B / A, D, B ( A,c,D

\A,8.,,c,' \R,81,D1 
' \o,or,c'

cad'
ÂB, =Lq =BE'

donc (X,> Bt C t

- La formule de Chasles

B1C1 +81 Dt =Cr Dr

- La lormule de Stewart

daccda'
Aq =ÂD' =ilD; ' AD1 =Aq =c'D1

=p#,81 Dl=e#,crDl=p#

donne cc'+ dd'= aa' (Pl )

ACr2. Br Dr +AD12. Br Cr =ABr2-Cr Dr + 81 D1 . Br Cr -Cr Dr

do n ne e' [+ . 
Ë*] = o' [â . /;r4

c d a' a'c'd' ^,^-r :. .,:-^ a' cd + c'd'donc ï.i=î*ffi cest-à-dire t=cd,+dc (P2,
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HUITIEME DEMONSTRATION - (Hauteurs. nppel a (Or)-_ler) . (O.1 
1

Préliminaire :

relative au 3ème côté par le diamètre du cercle circonscrit. En ettet, avec tes notations
usuelles, si A' est diamétralement opposé à A , les triangles

2Rh"=bç (1)

Application

1) Pour mettre en évidence les hauteurs des triangles ACD et BCD , traçons les
parallèles à la diagonale CD par les points A et B.

Les deux hauteurs h" et ho vérifient

îÎ,Ë sont sembtabtes 3 = ft, donc

2R h"-cd \- \ =+ 2Rh=Gd+c'd'
2R hg= 

"'d' I
(2)

De même, en nommant k la distance des parallèles menées de c et D à AB ,

2Rk=Cd'+dc' (2')
donc h _cd+c'd'- k cd'+dc'

2) Pour introduire cc' et

or sino=*=$, donô i=H#
dd' , échangeons c et d sans changer c' et d' : Le point

A. devient A., et â = AB devient a" = ArB I h est

conservé. La formule (l) donne

aa' = 2R h donc, d'après (2) ââ" = cd + c'd' (g)

et (P"), appliquée au quadrilatère AlCBD donne
a" cd + c'd'
à=ffi;Ë donc aa'=cc'+dd' (Pr)

(9 z)

h, -'\1 
t\

," ," 
ttt 

d tt

" 

ao 
ttt' 

\,\
/t.\

/-t.\ \.\

't: '-""'i:"'- '"-)
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NEUVIEME DEMONSTRATION ' (des aires)

Un quadrilatère

(Q r) (c, A, D, B)
AC=c, AD=d, AB=a
DB=C', BC=d',CD=a'

convexe est inscrit dans un cercle. On lui adjoint (Q2 ) (C, A1 , D, B) inscrit dans cr

cercte, avec AA1 llCD; c'est dire qu'on intervertit c et d. On pose BA1 = 3"

1l Lestriangles (CAD) et (DA1C) sont égaux. Donc Q1 et Q2 ont même aire J
qui s'exprime par

ZA. = (cd +c'd')sinffi +(cd'+dc')sinffi = (cC+dd')sinffib (l)

Mais, dans un cercle, les sinus des angles inscrits sont proportionnels at

cordes sous-tendues, donc

(cd + c'd') a'- (cd' + dc') 3 = (cc + dd') a"

donc, pour e1 * = :$# @z)

Zl Evaluons les aires en considérant les hauteurs AHr pour (CAD) BHz pour (CB

BH pour (ABA1)

or

donc

(l) et (ll) donnent

2Â, = a'(AHl+ BH2) = a'BH
..+ 

-

BH = a sin (A1AB) = a sin (A1 DB)

2 A, = aa' sin ) (il)(AD B

,'1)
,\
I

it,
I

CC' + dd' = ââ' (Pl )
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DIXIEME DEMONSTRATTON - (dans le ptan comptexe)

a) Préliminaire Considérons les vecteurs de la figure comme images de nombres
complexes, I'axe réel X étant quelconque.

vecteur ft
nombre com p

{,:'=l.i:;,:i,} =) {,,.= (p-q') (p'+q')=p p' +q' (p- p'-q')}

c'est-à-dire rr'=pp'+qq' ([r)
et pq + p'q'= p (r- p') + p'(p - r) = (p -p') r

p q' + Q p' = p (f - p') + p' (p - f) = (p - p') /

donc +=!q+P'q' tilr)r' pq'+qp' trrz

Ces 2 formules sont générates pour tout quadrilatère.

b) condition d'inscriptibitilâ.. a: t couples d. u.îrr:
AC, DB I AD, BC I AB, DC I

ont même direction de bissectrice X. En effet

[tx,nô1 =- (X, ôË)] câ [tx,ÂËl=- (X, ôd)]

puisque 1nT, n-Ëy = 1ol, ôÉ;

et, de même, fi , Àl) = - (x, B,ô)

:r:?+++DB AD BC AB DC
p'qq'

A



AB.CD=AC.BD+BC.AD

2) Pour (Pz)

AB
cD =

C'est-à-dire, avec les notations utilisées

17

c) Conséquence Prenons X comme axe des réels dans le plan complexe, et

évaluons les arguments des produits qui interviennent.

1)Pour (Pt) les produits pp', qq' et t f sont réels donc égaux à leurs

modules, d'où

(Pr )

Arg (p.q) = (i, at) *(i , ffi1 = (Î , nt) - (Ï , et)

Arg (p'.q') = (i, ôË) *ti , et) = (l , ôÉ) - (i , ffi)

arguments égaux, donc le module de pq + p'q'est la somme des

I pq + p'q' | = AC.AD+ BC. BD

de même lpq'+9P'l = AC.BC+AB-DB

donc (flr) donne

AC.AD + BC.BD (P z)
AC.BC + AD.BD

= (BC , AC)

....€ +

= (AD, DB)

modules

aa' = cc'+ dd' g 
=tat

cd + c'd'
cd'+ dc'
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Deuxième purtie
lhéflexions Bur les ùémonstrsttorld précéùentec :

jl&écfproqu es -fuisrussiotts ùe métboùes

I - Préliminaires

I - Rappel de quelques définitions et notations

(Nous prenons les exemples dans l'étude en question)

1) Une situation est précisée (ex. 5) : géométrie euclidienne plane, Relations
métriques dans les quadrilatères convexes inscriptibles

Nous disposons d'un réferentiel (W) : ensemble des notions acquises :

Ensemble d'axiomes, de notions, de théorèmes démontrés suivant une logique
connue. Il a fallu préciser les dénominations, un vocabulaire, des notations et
écritures choisies. Toutefois il reste une certaine liberté de choix suivant les
circonstances. Ici (W) nous renseigne sur I'ensemble (Q) des quadrilatères Q
convexes. L'écriture Q e (Q) peut être sous entendue.

Pour un quadrilatère Q, I'inscriptibilité (i) peut être < vraie D ou ( fausse >, à
l'exclusion des nuances < parfois >>, en généraI, < peut être >...

2) L'assertion < Q est inscriptible ) sera notée i(Q) ou simplement isi Q est

sous-entendu. Au point de vue ensembliste on écrira Q e (e)

La négation de (i) : < Q est non inscriptible sera notée (î)
Les quantificateurs, s'il y a lieu, seront notés

- < Tout quadrilatère Q est inscriptible > : VQ, Q e (z)

- < Il existe un quadrilatère inscriptible > : ! Q, Qe (l)

Autre exemple d'assertion : Il s'agit des quadrilatères Q de côtés c,d,c',d', de
diagonales a et a' et d'une assertion relative à un polynôme (P) donné.

L'assertion < Pour Q, (P) : 0 est vrai > sera notée (PXQ), ou si Q est sous

entendu, (P) ou, au point de vue ensembliste, Q e (P)
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Remarque : par abus de langage, un segment, sa longueur et la mesure de cette
longueur sont très souvent désignés par la même lettre â , xt ... ou toute autre
lettre minuscule. Même, écrire AB signifie, suivant le contexte, un segment, une
longueur, un nombre attaché à la paire (A,B) de points.

3) une inférence est une assertion au sujet de deux assertions, du type

'si (â), ators (t)" noté [<al =+ (B)J

EXEMPLE : la négation. Notre logique à 2 valeurs associe à toute assertion (A>
sa négation (twn.:t) que nous noterons (A>

Le signe de négation suit la règle de double négafion :

" (non (twn .4)) est synonyme de (A>, .

ce qui s'écrit sous forme d'inférence

.si [ar, =,fr] , ators [,ôr= (a)] ,,

Gomme (A, et (B) jouent re même rôle, il y a équivalence logique

[,*, = (;)] (+ [,*, = (â)]

- Un théorème d'une théorie est une inférence entre deux assertions et leurs

négations : avec (A), (B), (À>, (ô), g énoncés de théorèmes sont à
considérer.

-Une démonstration des théorèmes d'une théorie est soumise à des règles

logiques, en particulier, la règle de non contradiction que nous énonçons

$h> , [<al =+ tr) ] excrur [tal = (r)]

- La transitlvité de I'inféience impose

ftal =r tB ) ] excrur ftr I =+ ra)]
(puisqueavec (Th) onaurait [,*, =r(B)] eri esrabsurde).
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Par suite

$h>, [<al + tB)] assure (rh'l ftal * <al]
mais, de même, d'après la double négation'

(Tlf ) assure $h>

Ainsi, les 2 assertions $h) et (Th' ) sont équlvalentes. Ge sont deux

énoncés contraposés du même fait logique.

Finalement les 4 énoncés possibles sont les expressions de 2 théorèmes :

I'un sera considéré comme théorème direct, par exemple
- ''l

L(â) + (B ) -l équrvalant à [,ô, = (;)]

I'autre comme théorème réciproque

[<tl +ta)] équrvalant à [,o, =(B)]

Remarque - Une assertion est, en réalité, réunion de plusieurs assertions. C'est

nécessairement conséquence du vocabulaire. Par exemple, le mot "carrén

contient plus d'assertions que le mot "rectangle'. Ainsi, une hypothèse est toujours

complexe. En outre, la démonstration exige le recours à des énoncés du

référentiel (W). Ainsi le schéma d'un théorème est, par exemple :

ll s'agit d'un quadrilatère Q de diagonales AB et CD

se coupant en E.

(Re=cD\ 1-(â) {;E=tt } - lffi=t droit]

lcE=EDJ

et la démonstration de tYPe (Dr )

(Â) -{(tr)
\ 

(Bz)
[[tal =+ (B 1) er G4) + (Bz)

t (2 théorèmes)
signifie
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4 ) R6clproques

Supposons qu'une '6tude cJirecte" a démontr6 le théorème dtrect

Mt> Kâ) +(t) l
L'étude réciproque cherche à démontrer le théorème réclproque

$hr) ltsl =+ (â) ],
ce qui est vrai ou non.

La démonstration peut suivre plusieurs sch6mas. Les plus simples sont les

suivants :
(lr) ,r.r\

,::l = (B)

:ll = (â, (e)

(Â)

Réciproque par marche inverse La réciproque fait appelà une

zutre assertion Oe (t )

5) L'étude est-elle ;omplàte après l'étude de la réciproque ? En général, nor

même si, réciproque démqntr6e, on a conclu à l'équivalence <4, c+(8).

Que dire alors en cas contraire <À>2. Certes, pn sait que (3 ) est faux, mais I

peut-on compléter cette réponse purement négative ?

Par exemple

M vérlfle (M) = 0 ", équlvaut à " M É (C)'.

Mais que vérifie-t-il s'il n'appartient pas à la courbe (C) ? Qu'est-ce qui disting

les régions déterminées par (C) ?

Nous nous etforcerons d'obtenir des études complètes.

= ,', 
l,':ll =, (â,
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B - L'obiet de notre étude

La première partie nous permet de réfléchir à I'ensemble de la situation à éclaircir.
Elle a fait apparaître, au cours de l'étude des côtés c,c,,d,d, des quadrilatères
convexes inscriptibles, les sommes

S., = a"'+ dd', 52 = cd'+ dc', Sg = cd + c'd'
qui apparaissent constamment (transformées dans la 2ème démonstration en

Â1 = ââ' - cc', 4,= ac'- â'c , 4= âc - c'a'
qui détruisent la symétrie).

Les sommes s1 , s2 , ss , correspondent aux 3 ordres cycfiques de 4
éléments, ordres non orientés :

donc, aux types."if.:;",.JJ;;J.;;j"o'"'c"d'ld 
"'l "' c'l c'd"d'c'lc "'

Q1 Q3

d,F7l,n, d 
,

d'\ 
d

on échange c et d pour passer de ô, a o, , c et o, ood* passer de e', à er.
Chaque cycle correspond à une infinité de quadrilatères dite "quadrilatère
articulé'. Les 4 côtés ayant des longueurs données, un quadrilatère de type donné
est déterminé par une donnée supplémentaire : tongueur d'une diagonale, un angte,
une aire ...

La convexité entraîne entre les angles de tout quadrilatère la relation :

la somme de 4 angles vaut 2 æ.

Remarque - On ne restreint pas la généralité de t'étude par certaines conventions
de notation, telles que

ô<ô oubien c>c' avec d)d,,
ou bien Â= i ou bien Â * â sn ... ,

2

ceci pour Qt du premier type que nous considérons au départ.

Q2
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II - EHRMEN DES DIUERSES DEMONSTBRTIONS EIIPOSEES DRNS [R
PREMIEBE PRRTIE ET DES RECIPROOUES RSSOCIEES

SUR LA PREMIERE DEMONSTRATION

On a choisi dans (U> une formule connue entre les côtés et un angle d'un triangte.
Malgré I'emploi d'un cosinus, la méthode n'appartlent pas à ta trigonométrie,
car nous n'utilisons le cosinus que pour abréger l'énoncé purement de géométrie
métrique : "Le carré d'un côté d'un triangle est égal à la somme des carrés des autres
côtés, moins ou plus le doubte produit d'un de ces côtés par la projection de I'autre
sur lui" - "Moins" si I'angle est aigu, nplus" s'il est obtus. (On voit la commodité de
I'emploi du "cosinus" qui unifie l'énoncé quel que soit I'angle).

De plus, pourdes angles saillants Â et 3 ,
l-a'lf^
LÂ. Ê = rJ er lcos Â + cos Ê = o]
[a^ff^et [Â.Ê.oJo [corÂ+cosÊ 'o]

ce qui apparaît clairement sur la figure.

Schéma de la démonstration

Posons Sr = cc' + dd' S2 = Gd' + dc' S3 = cd + c'd'

(t) =â Â*Ê= e
op

a'2

2
a

=+ \ {^',=",=+/ =â 

\+ =ë

(P r)

(P z)

a) La réciproque 

{;;} 
= (i) se démontre en inversant ta démarche directe.

b) Les réciproques (Fr) =+ ('1,) et (Pz) =+ (t) peuvent être étudiées sous

les formes contraposées, comme conséquence de la non-inscriptibilfté (;)
(x) =) [Â*Ê*n]
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Supposons pour la suite
f^

(k) Â*Ê tn, doncô*ô <n et { cosA+cos:=o

\cosG+cosD>0
L égalité correspond à I'inscriptibilité.

Or, le calcul donne :

r
) 2cd c'd'(cosÂ +cosÊ) = -sga'2+s1s2s0

) 2cd c'd'(cosô+cosô) = -sza2 +s1ssà0
\

Ainsi 
["''= 

tt*] * 
["t=..r*], r'ésarité caractérisanr rinscripribirité.

ll en résulte, comme conséquence de (k) ,

â'Sg2aSz

Ainsi ('1,) =+ (P2r, c'est-à-dire ('1,) cr (aS.+ a'S2 )

et la non inscriptibilité est caractérlsée pâr I = aS2 = a,S5 st a eSt la diagOnale

joint les sommets des angles dont la somme est supérieure à r.

Etude de (F1)

1) On vérifie I'identité algébrique

q> ("'-ït) ("',-$) = (aa'-s,)'-=k ("r,-",r.)'

Nous avons vu que le 1er membre est négatif ou-nut, donc

IaSz-â'Sg =0] =+ [aa'-S,, =0]

(X) <+ (P2) + (Pr)

(cas où toutes les parentèses de (] ) sont nulles).
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2) Examinons les conséquences Oe (p1),
c'est-à-dire de p = âa'- (cC + dd') = Q et plus généralement le signe de p.

un angle au moins du quadrilatère convexe est aigu, soit e .i
Le 4ème sommet D du quadrilatère convexe ACBD est intérieur à (aABp).

ADi -di , BC1=C', , CD;=g'.
Soit Do un point de I'arc AB du cercte (ABC) de

centre O, de rayon r. Si I'on prend sur un rayon ODo

deux points D, et D. associés par OD, . OD2 = 12 , un

théorème (que nous puisons dans (lO) exprime que

le lieu des points M tels que m2 DoDz
ilD, = DFl

est le cercle de centre O passant par Do , donc le cercle (ABC). Ainsi, par suite de
I'homogénéité en a',c',d de p = ââ'- (cc' + dd') ,de *=f ff=*

on déduit pe = k Fr

('=H")

Ainsi p2 et p1 sont de même slgne... s'ils ne sont
pas nuls. (On précise même que, si D, est intérieur au

cercle, k est supérieur à 1 , donc pe > pr... par suite

non nul !).

à démontrer que (p r ) =+ (l ).
Si c'est exact, pr et p2 ne sont pas nuls quand Dr et
Dz ne sont pas sur le cercle et, par continuité, une seule
position de D suffit pour déterminer le signe de p .

Par exemple, prenons D au milieu de AB ,

Mais reste toujours

donc d=c'=â ators p =7 fr* - 1c + o'1] < o

B Ainsi, s'ir est vrai que (pt ) * (r) , un quadriratère

convexe non inscriptible vérifie aa'< cc' + dd,.

Nous verrons plus loin des démonstrations de (Pt ) =+ (l ). Mais la réciproque
en question n'est toujours par démontrée.il faudra puiser dans (w) l
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SUR LA DEUXIEME DEMONSTRATION

L'inscriptibilité est exprimée par l'égalité de 2 angles inscrits, ce qui donne un rôle

spécial à une des paires de côtés opposés (d,d') alors que (c,c') est traité comme
(a,a).

ll en résulte qu'au lieu des sommes S' , Sz , Sr, apparaissent des ditférences.

At = aa'- CC' , 
^2 

= 8G'- Ga' , Âg = âC - a'C'

Pour étudier la réciproque, reprenons le calcul

sans l'hypothèse d'inscriptibilité.

^ ^CAB =T , COe =y
Par exemple y<l donc ô > I
^ ^ACD=ô, ABD=ô'

c'est-à-dire

cosT>cosf , cos ô<cosô'

d'2 = a2 + ê -2ac cos y = a'2 + c,2 - 2 a.dcost'
donne

2dca'c'(cosy-cosT') = (d'2^g+Âr^2) > O

2aca'c' (cosô -cosô') = -(d'2Âr+Âr^3) > O

On ne peut poursuivre sans l'étude des signes de 
^1 

, 
^ 

2, Ls.

Dans la démonstration directe, cette étude a été faite au moyen d'une similitude

conséquence de I'inscriptibilité. On est désarmé sans cette hypothèse. La méthode

valable pour le théorème direct ne conduit pas à une démonstration des réciproques.

On notera comment une méthode,. qui rompt la symétrie des rôles des éléments
complique profondément l'étude en cachant la structure symétrique du problème.
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SUR LA TROTSIEME DEMONSTRATION

La méthode est très naturetle pour qul connalt la trlgonométrle. Elle permettra l,étude
des relations métriques en question. Les formules fondamentates de la trigonométrie,
"formules d'addition" sont du second degré en cosinus et sinus.
Les rôles symétriques des côtés font naturellement étudier les produiis

cc'et dd' ; cd et c'd' ; cd'et dc';

donc I sin y, sin ô, et sin T sin ô11 ; [sin ysin ô et sin / sin ô'J ;

et I sin y sin ô, et sin 7, sin ô, J .

D'où la solution donnée, très naturelle bien qu'elle sembte être une vérification.
(on remarquera la souptesse des calculs trigonométriques par opposition à la rigidité
des calculs algébriques. Encore faut-il de I'expérience pour bien les diriger! Ceci est
particulièrement sensible dans l'étude des réciproques).

Réciproques - L'hypothèse est I'ensemble des relations :

(""' =dd' = ââ' (P r))
\ cd + c'd'

\ffii =* (Pz)

Comment s'inspirer de la démonstration directe ?

8 angles interviennent sans compter
^A,ii,e,D tiéspar Â+Ê+ô+ô =2n

g=ô+Tr=ô'+'/, Â-T+ô Ê=fr+ô',
tt-0=T+ôr=y+ô', ô=ôr+ô' ô=y1+ô,

Les 4 côtés c,d,c',d'sont liés aux diagonales a,a', patr

A

,il':

a'c
-.--=_=sln A sln y-

a' c' d'

-7- 
= 

-

sln B sin ô' sln f

acd'

-=- 

=-sln C sin y, sin y

ac'd
---ç= 

-
sln D sin ô sin ô'.,

#:
b

B

sln ô.'
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Chacune desrelations T=t', ô =ô', Tr{r, ô1 =ô't , suftitàexprimer

f inscriptibilité et en déduire (P I ) el (Pz) . ll faut donc démontrer I'uns d'elles, mais

ce qui précède ne nous guide pas.

On peut, de diverses manières, exprimer dans le cas général

'=%9 et v=g{!ffi

en fonction des angles.

Quelle voie suivre pour étudier les signes de x et y et au moins voir que

x=1 et I=1I
entraîne I'une des conditions qui exprime I'inscriptibilité ?

Nous abandonnons ces'calculs, ayant seulement démontré:

(Pr )

=j(x)

(Pz)

Remarque

Nous ne persistons pas à suivre des calculs quand nous ignorons comment les

diriger. Certes, la persévérance est une vertu, mais I'illustre mathématicien Emile

BOREL aimait à affirmer : 'La première qualité d'un mathématicien, Cest la paresse ...

Ça veut dire qu'il faut réfléchir au lieu de travailler". Dans notre cas, "travaillef

signifiait "calculer". Devant un problème inattendu, gorel marchait longuement de

long en large, jusqu'à s'arrêter et déclarer d'une voix calme : "Eh bien, voilà ! ", et la

méthode à suivre était énoncée, avec ses points forts ou délicats. Le reste était un

travail de tâcheron bien dirigé (non sans ditficuttés parfois, et souvent très intéressant

pour nous !).

Accepter de toujours suivre n'importe quel filet d'eau dans la steppe conduit trop

souvent, non pas au lac espéré mais au désert où il se perd.
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SUR LA QUATRIEME DEMONSTRATION

Prélirninaire : Remarque sur les croisillons et "les géométries".

On peut mettre les croisillons à la base des diverses théories géométriques dont

I'ensemble constitut la géométrie élémentaire. (Cf. Un itinéraire de géométrie

élémentaire - Lucienne Félix, IREM de Bordeaux - document interne).

Nous nommons "croisillon" I'ensemble de 2 segments AB , CD qui se coupent en un

point E . Présentons-les en allant du singulier au général.

1) Croisillon du carré : deux segments perpendi-

culaires, se coupant au milieu de chacun d'eux.

- 1') Croisillon du losange : segments perpendicu-

laires, se coupant au milieu de chacun d'eux.
D

1") Crolslllon du rectangle : segments égaux se

coupant au milieu de chacun d'eux.

lls sont à la base de la géométrie métrique.

2') Croislllon du parallélogramme : segments se

coupant au milieu de chacun d'eux.

Base de la géométrie altine.

3) Croisillon inscriptible EA . EB = EC . ED

Base de la géométrie anallagmatique (lnversion)

4)Croisillon complet : les 4 sommets du quadrila-

tère sont portés par 4 droites qui se coupent 2 à 2

en 6 points (A, B, C, D et A' B'). Joints 2 à2, ces 6

" points déterminent 3 diagonales formant le triangle

des 3 points diagonaux E, F, G .

Base de la géométrie Proiective.

(Birapports - Harmonicité )
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5) On peut considérer le crolslllon du carré comme

base de la g6onr6trle de plan eomplexe , les 2

seg ments perpendicu lai res sont portés respec{ive-

ment par

I'axe des réels : ôÂ = 1 , ôB = -1 et

I'axe des imaginaires :ôe=+ i, ôD= - i

ETUDE DE LA OUATRIEI,IE DEIIIONSTRATION

Elle est basée sur le crolslllon lnscrlptlble, caractérisé par la formule

0):uv=u'v'
L'étude fait appel aux similitudes de 2 paires de triangles, caractérisées par la
proportionalité des côtés. Quelle que soit la démarche qui introduit ceci, la

d6monstration, depuls son hypothèse jusqu'à ses concluslons, est unlquement

métrique avec l'appel aux formules de Chasles €t de Stewart.

1) Le problème des réclproques

Si vraiment les angles n'interviennent pas, on peut supposer, dans des calculs

intermédiaires, que I'angle e des diagonales est drolt - alors (Pt ) el(F2)
s'expriment immédiatement grâce à la formule de Pythagore en introduisant les 4

radicaux

,^lW
Le problème est de démontrer que (X) uv + u'v'= 0 entraîne (Fr ) et (Pz) et,

inversement, que le système (F t),(92) ou même, si possible, que chaque

assertion (F t ) ou (Pz) entralne (1,). Ceci paraît sans espoir. Et que serait-ce

sans I'hypothèse g =l I

Et pourtant, grâce au torrutes de proportionalité, on démon tre (Pz) sans
peine... Et même la démonstration (4') montre que cette démonstration n'est

qu'un feu d'écrlture sur les lormules de proportionnalité et la notion d'addition

des longueurs. Mais la démarche ne peut s'inverser, car il a fallu associer 3

lormes de la condition d'inscriptibilité pour en déduire (Pz).

+ u'2
2.2v +v'
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Pour (Pr) il nous a fallu faire appel à une formute non évidente, celle de
stewart, par une démarche géométrique. De plus, cette formule est
remarquablement simple. On comprend qu'elte ait été distinguée, même si son
importance est surtout historique (introduction de la trigonométrie dans la
science). C'est elle, la formule de Ptolémée. Quant à la réciproque, ta méthode
que nous étudions ne peut être inversée puisque 3 aspects de I'inscriptibilité sont
utilisés.

2) Appel à des fonctions

Etant choisis le triangle CBD et le point E sur CD,

faisons varier X = BM , donc les tongueurs qui en

dépendent CM = y, OM = 2 et les angles
^ ^OMC=Q et Blv0=V.

Si x subit I'aæroissement ÂX, y el z subissent

des accroissements qui, au 2ème ordre près, sont

Ây = 
^x. 

cûs 9., ÂZ = Âx cos rlr.

a) Pour (Pt ) nous étudions le polynome

Pr (x) = â'x - (c'y + d2) dont la dérivée par rapport à x est

P'r (x) = fl'- (c'cos g + d'cos ry)

Si M est au polnt A sur le cercle dirconscrit à CBD
nous savons que x = â et P1(a) = 0 (théorème direct)

Or,alors g=T, V=p et p'1 (a) =0
Si M est extérleur au cercte, (x > a), on a g <T, ry< ô
donc la dérivée P'., (x) est négative.

Si M est lntérleur au cercte (x < a), alors p'.r (x) est
positive.

Conclusion complète pour (P, )

(t) c+ fP1 ) < o](x) <+ [F.r)=01 ,
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b) Pour (P2, le polynome à étudier est

Pe(x)=x(d'y+c'z) -a'(yz+c'd'), nul pour x=â
PzGl =â(d'c +e'zl- a'(cd+c'd') = Q

donc P'z(x) = (d'y +Cz) + (d'x -a,zl cos g+ (c'x-a,y) cosy
puisque Y'x = cos g , z'r= coS v.

AuvoisinagedeA (x =à, y=C, z=d ,g=T,V=ô ), nousreconnaissonsles

expressions connues

IT
I Sr = cd'+ c'd' I L, = ac'- ca'

\ t, = cd'+ dc' \ a. = ad'- d'a

Pz (a) = âSz - a'Sg = 0

P'z (a) = s2 + fz cos y + Lzcos ô dont nous cherchons le signe.

Sans restreindre l'étude, on peut supposer c > c' , d > d' en choisissant les notations.

A I'occasion de la 2ème démonstration, nous avons démontré qu'alors on a, outre

Sz>0, lz>0 et 
^,2>O 

donc p'r(a)>0.

Donc, au voisinage de A , point du cercle (cBD) , p2 (x) est croissant.

Si M est intérieurau cercle, * . ffi

si M lui est extérieur, + t ffi- c'est-à-dire * . ##

ll faudrait comptéter cette étude en étendant ce résultat à toute la région où M peut

être, mais la méthode suivie ici ne sembte pas s'y prêter. Encore une fois, nous

abandonnons l'étude.
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SUR LA CINQUIEME DEMONSTRATION

L'introduction du point L est une astuce remarquable. On n'y pense pas

naturellement, car les similitudes en évidence d'après l'énoncé sont celles que

forment les diagonales. Les 2 similitudes concernant L donnent immédiatement

(Pr ) et indirectement (P) .

La réclproque s'étudie en reprenant la construction de L dans le cas d'un

quadri latè re quelconque.

Le point L se construit par

La simititude de 191!
\CDB

.cxzr^__cc'dOnne d=C=Cl, OOnc t=l

Maisffi = [æ, avec i = É assure ta simititude

{lS5 donc Ë =* donc v=5

Ainsi, pour tout quadrilatère convexe,

a'(x+y)=cC'+dd'

Pour(Pl) [aa'=cc'+dd'] câ x+y=a

or, I'alignement A , L, B donne frÈ = 0ôB qui exprime I'inscriptibilité, donc

(t) <+ (P l) et <il o [..' . cc' + ddJ

'Pour (F2, l'étude conduit si directement à (P1) que I'on songe à utiliser (Pl)
pour étudier (P 2) car la méthode proposée ici se prête mal à l'étude de sa

réciproque.

Rappelons que l'on sait passer de (F r') à (P2) en considérant er , e, , eg .

Remarque : L'introduction de L qui 'tombe du ciel' est, pour l'élève, le type même

d'une démonstration qu'il déclare 'très maligne, mais qu'il faut apprendre par coeuf !

CDB

DCB

IcAL=
\ncr =
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SUR LA SIXIEME ET LA SEPTIEME DEMONSTRATIONS

Ces deux démonstrations ne sont pas, en réalité,

distinctes, mais nous avons gardé les deux rédactions

pour mettre en évidence les aspects différents d'un

exposé suivant que I'on utilise des propriétés

démontrées dans le cas particulier en question ou bien

comme application d'une théorie générale connue.

Ainsi, la 6ème démonstration apparaît ici comme'tombée

du ciel", comme la Sème démonstration. Au lieu

d'annoncer "il y a un point remarquable", nous lisons ici

"il y a une droite remarquable". En réalité, nous

appliquons la transformation par inversion d'un cercle en

droite, annoncée dans la 7ème présentation.

On notera que dans la 6ème démonstration (la 1ère de celles que nous examinons

ici), nous construisons 2 couples de triangles semblables et en déduisons le 3ème

couple, tandis qu'avec la connaissance de la théorie, I'inversion, nous connaissons

les 3 couples de triangles semblables dès le départ.

Réciproques.

A

L'inversion traduit les propriétés de la droite en celle du cercle, en

particulier le théorème de Chasles sur la droite en

propriété (Pr ) de Ptolémée et inversement

(X) <+ (Pl )
De plus, si le quadrilatère n'est pas inscriptible, ayant

transformé le cercle ACD en la droite Cr Dr , le point

Bi n'est pas sur cette droite.

Alors C' 8.,+ B' D.' t Cr D., donne cc'+ dd'> aa'.

L'étude de (P1) est comptète.
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ItuCc Cc (F2 )
Sulvong lco notatlsns dc la 7ème démondratlsn,

Lm oahub lnvencr de æur qul onl ûtâ rulvb font, gr&g aux rclathnr (K) nfionter

de (F3) a la formule de Stewart :

La réolproguc ocmptètc de (92) obllge dons à étudler 1c eas de non

allgncment de B10tDt, t'lRverslon donne I

a=1fu, o=#, u=#,

e'=p-ffi,0,=p-ffi
dono.(t) +=ffi

I , lDr EOr 6Er )t- IDl ,IO1rffi-Em;=rFElo,

k=##=

Itudlonr par crcmplc

(t') r>#i,É*Pr

Pour éolalrelr l'éorlturÊ, posont AB1 = b1 , AQ = 0t r AD1 = d1 , fi') g'éorlt

(brE + BrD* Br0r ) QDr ) dra, {Q + 014, B1 91

L'allgæmcnt Br Dr + 91 01 = 01 D1

donne l'égallté dang (l') par la formule de Btcwart, dono (921,

, d'=p;ffi

d'otr

l*(od+o'c')

\* 
(od'+de')

dono

(r)

I, gr Cr + (A0r )1,ts, D

ABt,(A0r )', (ADr )

AB1+801,801 A01 , AD1

ho,',801* AorÊ ,Br Dt I fet
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Le non-alignernent Br D1 + 81 Cl > Cr Dr

est compatible avec (2) à la condition

d,'.Brcr + c.,2.8., D1 < (Br Dr+Brc., )(br2+BD'.Brcr)
ce qui donne par inversion

Mais nous avons vu

^^corrc:pondà A+B>æ,

L'étude est complète.

o2 -(cc'+ dd') ( cd + c'd')- cd'+dc'

dans l'étude de la 1ère démonstration que cette inégalité

ce qui est la condition pour avoir â . 3Ë+#

SUR LES HUITIEME ET NEUVIEME DEMONSTRATIONS

Enfin une étude géométrique I De simples relations relatives aux triangles et aux

cercles circonscrits conduisent aux formules désirées.

Etudiant des produits de longueurs, il est normal de songer aux surfaces, donc à des

hauteurs de triangles. ll se trouve que la méthode conduit directement à (P2 ) . On

obtient(Pl) parl'idée d'introduire le point A1 qui associe au quadrilatère considéré

un second quadrilatère avec la 3ème diagonale.

Si l'on avait ctairement vu l'ensemble des 3 quadrilatères O Qt Q2 , on aurait pu

démontrer d'abord (P, ) et en déduire (P).

Mais la recherche des récipl'oques ne se présente pas bien. Si le quadrilatère n'est

pas supposé inscriptible, chaque triangle a son propre cercle circonscrit et rien ne

reste du raisonnement.

Notons que les expressions cd + c'd' , cd' + dc' et cc'+ dd' s'introduisent ici par

des considérations géométriques relatives à des aires de triangles en évidence sur

la figure. Cela fait mieux apparaître leur significiation et leur rôle que lorsqu'elles

apparaissent au cours de calculs
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SUR LA DIXIEME DEMONSTRATION

Préliminaire. B

Nous avons considéré un quadrilatère O convexe de sommets A C B D , de côtés

c, d, C, 9' , da diagonales a, a' et lui avons associé 6 vecteurs (et leurs opposés),

donc, dans le plan complexe, les 6 nombres complexes P, Q , P', g', l, l' . Mais les

lormules qui nous intéressent ne comportent que les 4 longueurs des côtés et les 2

des diagonales qui s'en déduisent. Or, ces 4 longueurs de côtés permettent de

construire 3 quadrilatères convexes. A partir du premier, Q , on peut construire Ql

en permutant les segments de longueur lpl, lql , et Q, en permutant les segments

Ce longueur lpl, lq'l . Ainsi sont notés, avec P = P'+ q + q',

vecteurso complexe
AB DC
rr'

AD
q

D-É

p'
lË

p
BC
q'

æ
I1

Q1
vecteurs
complexe

ArC
Pr

BC

Q'1 = Q'

ô6
rt1 = rt

DB ATD

P'r=P gr

D-d,
r'2'Q2

vecteurs

complexe

ACz

Pz

DB AD

P'z= P 9z= I
BCZ ,A B
g'z fz=l

avec I prl = lq I , lq1 l= lp I

lprl =lQ'l , lqzl =lP'l

Gonséquence de la formule démontrée

Pour a n = rt'-(pp'+qg')=0
Nous déduisons aussi bien

Pour Qr 11 = lr fr - (Pr P'+ QrQ') = 0

'Pour Qe il2 = r t'z- (pe p'+ Qg'z) = 0

lnscriptibilité. Les cordes égales BG2 = DA, forment avec BD les cordes

égales C2D = BA.' , d'où 3 longueurs de cliagonales que nous nommons

I r l= a, I /l = â' , I r1l= a"

Ou bien les 3 quadrilatères sont inscriptibles, ou bien aucun n'est inscriptible.
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Le théorème direct a montré, par l'étude des modules, que, dans te cas de
I'inscriptibilité, on a les 3 formules

(Pt) ââ'=cC+dd' , dà1 =cd+dc' , âtâ=cd+c'd'
et, dans le cas de non inscriptibilité,

(Pt) aa'<cc'+dd' , â'âr<cd'+dC, â1â=cd+c'd'
cas où les produits pp' , gg' , r r' ne seraient pas de même argument,

c'est-à-dire ne peuvent devenir réels par choix d'un axe X .

L'étude est complète pour (Pl ). En particutier, pour le quadrilatère Q

(x)c+(Pr) et til :â [n.o]
Etude ae (P2)

Dans le cas d'lnccrlptlblllté, les formulos de @2, donnent

a cd + c'd' a' cc'+ dd' â1 cd'+ dc' t.âr=ffi'â=ffift,Ë=#iË (Pz)

Mais ces formules ne permettent pas de conclure au sens des ,3 inégalités

correspondantes en cas de non lnscriptibilité , ni même si une égalité subsiste. ll
faut considérer les conditions géométriques concernant les arguments dans le cas

de non-inscriptibilité.

Ainsi, (X) <+ (Pl ) + (P2) mais (P'r) n'est pas étudié

L'étude géométrique des angles a été laite dans les commentaires sur la 1ère

démonstration . L'énoncé démontré était

[a (cd' + dc') < a' (cd + c'd')] si et seutement si [Â * Ê t n]

[égalité, (Pz, J sietseutemenr si [Â. Ê = r]

Donc

-->(Pl )(x) /4
@2,

De plus, le cas ( T) est comptètement élucidé.

L'étude est complète, mais cette fin ne fait plus appel aux nombres complexes.

)
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I I I - NOTE SUR tES FOBMUI.ES OE CIIOSTES ET OE STEU'RRT

Ces formules nous servent toutes deux à exprimer I'alignement de 3 points sans
introduire d'angles. Leurs rôles sont ditférents.

A) Usage de ces formutes

Soient 2points A et B, AB-a

a) Par définition, E est un point du segment AB.

Onpose AE-u,BE=v.
Ecrire u * v = â est une façon de traduire la situation à I'aide des notations
données.

b) Pardéfinition, E vérifie AE=u , BE=v.
Alors la formule â = u * v (formule de Chasles) exprime l,alignement
de A,B,E, re point E entre A et B (c'est-à-dire E e AB ). c,est une
condition nécessaire et suffisante pour I'atignement, car te non-alignement
entraîne a < u +v d'après res axiomes de rongueur.

c) 3 points non arignés A,B,c déterminent un pran. La
formute de Stewart est vraie quand E appartient

au segment AB, Elle s,écrit

(St): AB.CE2 = BE.CA2+ AE.CB2_ AE.BE.AB

A H E 13 ou encore

BE.CA2 + AE.CB2 = AB (Cez + AE.BE)

(Cette formute figure o"n, le "recueil de théorèmes généraux de géométrie"
publié en 1746 par I'Ecossais Mathieu Stewart).

Mais c'est la réciproque qui exprimerait l,alignement.
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La ditférence des rÔles des deux formules en question est très clairement illustrée
par la 4ème démonstration des formules de Ptolémée de notre 1ère partie :

- D'abord, on considère 2 couples de segments constituant tes diagonales à
étudier. La formule de Chasles, deux fols utlllsée est donc à la base de l,étude.
Des similitudes introduisent des rapports, étuments de la formule (pr) du Bème
degré.

- D'autre part, E est consldéré comme point d'un segment côté
commun de 2 triangles. La base de l'étude sera donc deux applications de la
formule de stewart, ou bien, en simptifiant, une application de !a formule de stewart
à I'un des triangtes, complété par une application de la formute de Chasles
introduisant le sommet du triangle non utilisé. C'est cette 2ème méthode qus nous
avons appliquée.

B - ETUDE DE LA FORMULE DE STEWART

1 ) Dans I'esprit de notre lère démonstration des lormules de ptotémée,

introduisons 2 angtes inscrits du quadrilatère convexe AOBE , ici
^. ^CEA et CEB

Des formules - 2 CE.EA cos deà

- 2 CE.EB cos Ê
f 
"o' 

s cE2+ EA2

\att = cE2+ EB2

lee
len

nous déduisons, par combinaison linéaire :

CA2.EB + CB2.EA = CE2 (EA+EB) + EA.ED. I
avec r = [ten + EB) - 2 cE lcos ffi+ cos 6È ùB or [e=na] o[en+EB=AB] o[.orft*"orÉÈ=o]

E donc l=EA+EB

[e e AB] =+ (Sr)

Mais la réciproque n'est pàs évidente :

[e e aa] o [en+ EB'AB] o ["o, ft + cos ft* o]

ll faudrait étudier l.

Nous abandonnons l'étude de la réciproque.
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2 ) Suite de l'étude de la formule de Stewart.

Après cette décision d'abandonner, j'ai un remord et un souvenir : D'abord il est

clair, d'après ce qui précède, qu'il s'agit en réalité rt'une étude métrtque du

quadrllatère, donc au centre de notre sujet.

Et puis, un souvenir - A l'oral de mon concours d'entrée à I'ENS de Sèvres (en

1920, il y a 70 ans!), en réponse au problème de géométrie qui m'était posé, je

proposai d'utiliser la formule de Stewart. L'examinateur, ironique (ou peut-être

intéressé?) me demanda : "Etes-vous très calée sur ,le théorème de stewart ?", Je

répliquai que j'en connaissais deux démonstrations, et cela orienta t'examen. Et

voici qu'aujoud'hui, j'abandonne la question au lieu de tenter de I'approfondir I

c

B

Précisons donc la question (nouvelles notations).

ll s'agit d'un quadrilatère A,B,C,X dont les sommets ABC sont

donnés, le 4ème X , variable, appartient à la région a A B b

'[3
pour assurer la convexité.

CX coupe AB en E et X est sur la demi-droite EX.
I

On considère la fonction

Y(ABC, X) = CA2. CX + CB2. AX- ( CXz +AX. BX) (AX + BX)

A

Enoncé:ï,î*,, 

'Ë:;,0 I [rux)=o] ]ou'on"n

Enoncé réciproque

contraposé
I* = o] =à [x. na]

[xene] + [v*o]
à étudier

Nous dirons qu'au cas X e AB , le quadrilatère est dégénéré. La question
est de savoir si la formule de Stewart caractérise res-qua-
drilatères convexes dégénérés.

La question de la réciproque est toujours sans réponse.
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3) Examen des conséquences de la formule de stewart
Notatlons

ECr prolongeant CE

AE=o,BE=p 3â=3, 3Pr=3, 3E=1,

Plaçons X en E puis en C' , et appliquons ta formute de Stewart aux 4 triangles :

gr=a29 +b2a -Kr=0 ...avec...... K1-(a+p)(t2 +ag)

gz= a'2F+ b'2o -K2=0 ... avec...... K2- (a+ F) (t,2+ aF)

gt=a2 t'+ a'2 t - K3= 0 ... avec...... Kg= (t+t,) (crz+tt,)

gq=b2t'+b'2 t -K+-0 ...avec ...... Kq=(t+t,;1p2+tt,y

Ces 4 relations ne sont pas indépendantes et on ne peut résoudre le système en a,

â', b, b' . Les combinaisons linéaires d'élimination donnent seutement 2 retations.

t
@> f mt'l a2-(o0b'2 - H1 

avec lH., = tKr+cKa= -lK2+pKg\w' 
)t"uo'-(Pt)a'2 - H2 

qYE'r' 

lt, = tK1+FKr= -tK2+clKg
\

ce qui donne

Hr= tt'(pt'+at)+cp (crf -pt)
He = t t' (a,t' + pt ) +ap (pt' + at )

Flnalement, le problème de la réciproque peut s'énoncer :

Gonnalssant les relailons
(qr) : a2 9 +b2 a -(s+9) (t2+aF)=0

et (6) qu'on peut écrire

(6, 
{;['-:'] ::[[ï;:8;]]

démontrer que la nullité de

Y= 42 b'+ b2 a' - (a2+ b2) [ ( t +t' )2 + a' b']

entralne t' = 0
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Notons I'identité

W, y-9r= [a2(b'-p)] + tb2(a'-o)l - [(a'+b') a'b'-(o+F)aFl
+ [[(a'-a)+ (o'-p)] rl - [ [(a'+b') + (2r+r' )] r'l

expression formée de 5 crochets qui sont, ou bien tous nuls ou tous non nuls.

Le théorème direct est alors évident, mais pas la réciproque.

Cette recherche directe ne permet pas de conclure, mais l'étude tentée ici n'a pas

été entièrement vaine : la relation On). estcurieuse et les formutes (6,), bien que

peu simples, sont intéressantes : valabtes pour tous les quadrilatères convexes. Nous
les nommerons "seconde formule de Stewart" : la première concerne les côtés
consécutifs et la seconde les couples de côtés opposés.
(Comment ne pas songer aux deux formules de Ptolémée qui concernent les mêmes
couples dans le cas du quadrilatère inscriptible l)

Mais ces formules trop compliquées sont en réalité inutilisables. On peut juger
que ces essais ne sont pas dignes d'être conservés. Nous les laissons figurer sans

honte pour montrer comment une recherche se poursuit en réalité quand on n'est pas
guidé par quelques indications ou par les intuitons de I'expérience et du talent, sinon

du génie.

ll est déjà bien d'imaginer des voies à explorer et de s'y engager même si eltes
n'aboutissent pas au résultat espéré.

4) AUTRE DEMONSTRATTON

Dans le plan complexe, conservons les notations de la dixième
démonstration des formules de Pto!émée (première partie).

Le quadrilatère plan convexe AB,CD est défini, par exempte, par les nombres

complexes g,p, p', d'où

p =Q+ p'+q' , r=P-g' r=p'+g'
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Pour étudier la formule de Stewart, faisons jouer à r un rôle spécial en partant de

p2=12+q'2+2 rq'

q2 =12+p'2 -2rp'

p2 p' * q2 q' = r2 (p'+ q') + p'q' (p'+ q')(s)

formule vérifiée par tous les quadrilatères plans.

I

{P=r+Q' d,où
(Q = r- p'

donc, par combinaison linéaire

B-2 

- -z
(sJ CAo .DBo + DAo

La formule à démontrer concerne les modules que

I'on calcule en connaissant les arguments.

Mais bornons-nous à appliquer (s) au cas de 4

points alignés & ,Bo , C , D , les points Ao et Bo

étant les projections de A et B sur !a droite C D .

On obtient la formule

C'est la formule de Stewart pour 4 points alignés.

Nous introduisons AoA en écrivant la formule de distributivité sous la forme :

_2- 

-2 -2
AoA . DBo + AoA .BoC = AoA (DBo+ BoC )

Ajoutons membre à membre et appliquons la formule de Pythagore

(st) cA' 
-D% 

+ on'. e"c = ( BoA-t * DE" EF )Dc

formule de Stewart pour Bo aligné avec C D et A quelconque du plan.

Remarque : Les nombres complexes n'ont servi ici qu'à découvrir I'identité (so)

que te calcul des abscisses vérifie sans peine. Mais le rôle de CA2, DA2, m 
2

suggère d'étudier la réciproque par la géométrie analytique.

/it
t:' lf

I

I

Aol
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Réciproque de la formule de Stewart.

Prenons comme axes de coordonnéeg x'x CD et y'y sur BBô et posons BBo

=Q! , Bp=pBBI= 6 ,

et CB = d' , DM = c' , nombres tous positifs.

Déterminons le lieu des points A (x,y) vérifiant

_2 _2 _2c'AC +d'AD =(c'+d')AB =K,Kdonné.
L'équation s'écrit

"'f{r* 
o)2+rt] * o'[t'-g)t*rt] - (c'+d') [r'*tr*n1t]=x

Ainsi, après simplification

2 (dc'- p d') x - (c'+ d') h (2y + h) = K

1) h=0, donc c'=F, d'=€[ et BeCD
si K = c'd' (c'+ d') tout point A convient

si K * c'd' (c'+ d') aucun point ne convient

2l h * 0 l'équation est celle d'une droite dont tous les points conviennent.

Ainsi la formule de stewart n'assure pas I'alignement cBD.

C . QU'EST VRAIMENT LA FORMULE DE STEWART ?

J'ai évoqué, dans mes souvenirs, une 'seconde" démonstration digne de I'intérêt

de mon examinateur en 1920. Quarante cinq ans plus tard, torsque je rédigeais

un manuel de géométrie (la 2ème partie du livre "Géométrie de Terminale" dans

la collection Donnedud [ed. Dunod] ), le chapitre I (S 3,1) rencontre tout naturel-

lement le théorème de Stewart. Ceci grâce au renouveau apporté par

t'organisation de la mathèmatique par les structures. C'est l'époque où, par

exemple, le "centre des distances proportionnelles" fut baptisé "barycentre",

notion importante de géométrie vectorielle.

3Ur

æ;
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L'étude de la somme

S(M) = c', MAr2 + s2Wr, +... + crn MAn2

était traités comme fonction du point M sur I'ensemble e
des points Ai atfectés des coetficients o; , i e I 1 ,2,... n )
Le barycentre de cet ensemble est Go de coetficient p tel
que

P=ES , X(q,GA-')= 0

Une élévation au carré scalaire permet d'en déduire

S(M) = pGM2+ rta,C-Âr'zl

C'est la formule de Lelbniz.

(Qui a collé cette étiguette sur cette formule ? où et comment ce détail est-il
introduit dans I'oeuvre immense du savant (1646-17161 ? on cherche en vain dans
les 40 colonnes qui lui sont consacrées dans le "Dictionary of scientific Biography" de
Princeton !).

Or, la "formule de Stewart" n'est autre que le cas particutier le ptus simple de la
formule de Leibniz : I'ensembre e n'a que 2 éléments.

Eclairés par la lumière de la situation générale, nous pouvons, sans revenir à
cette source, proposer une sotution simple de la formule de stewart

La formule de Stewart est ta formute de Leibniz dans le cas de 2 points A., et A.,
leurs coefficients sont tels que le barycentre G est entre Al et A..

lls sont donnés par

GAr 
= 

AzG

a2 gl
_ ArAe

a1+ a2

La formule est donc, entre longueurs

GAe.iliÂ',t* GAr.f,lAt = ArAz ltu-G2+ GA2 GA1)
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D - EXPOSE FINAL DE L'ETUDE DE LA FORMULE DE STEWART

Après la recherche précédente, proposons un exposé qui, en réarité, est une
vérification des résultats.

1) ll s'agit de 4 points A B c D du pran. on étudie res 2 égarités
(st1) DC.AB2 + DB.AC2 - BCIROz+DB.DCl = 9(stz) Dc.AB2 + DB.AC2 _ tDB +DCl [Roz+DB.DCJ = g

Les 4 assertions à étudier sont

théorèmes directs

(Er): [DeBCJ + t(st,) vrai]
(Ee): IDe BCJ =+ t(srr) vraiJ

leurs contraoosés

(E'r): [(str)faux] =) [DeBCJ
(Ee): [(stz)fauxJ =â [De BCJ

(Fr): [(st,) vraiJ

(Fe): [(str) vraiJ

=r IDe BCJ

=+ [De BCJ

(Fr): IDe BCJ

(Fe): IDe BCJ

:â t (str )faux J

:+ t (str ) faux J

2 ) Notations.

A
Y

"\T

D

"/'

Nous allons considérer le triangle BCD comme
donné et utiliser res axes de coordonnées x'x portés
par BC et y'y par ta hauteur DO. o entre B et C

BD=c,CD =9, Ëô= 1, G=8, OD=h

a=ÉD=p+ r, F"=b'-h,, 12=cr-h"
remarquons l'égatité

br'2+c F2 = (b+c) (bc-n2)
x=ôiFi y=É-A BH=x+î eFt=x-B

3) Etude de (str)

(str): b[(x+^()2+yzl + c[(x-g)2+yzl -alx2+ (y+h)2+bcJ=g
c'est-à-dire

(str) : (b+c-a) (x2+yz)+2(bT-cp) x-2 h ay+tbf +cp2 +a(bc_hz)] _ 0



(Er):IDeBC] donc ï=c, F=b,b+c=a
Le terme constant vaut (b + c) bc - abc = 0 ,

termes, donc (stt) est vrai. Ainsi, le théorème
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et h=0

nul comme chacun des autres

(E.' ) est vral.

=0

Contre exemole

Les diagonales AD, BC sont orthogonales
et se coupent en E : BE = 1, EG = 3, ED = 4
Trouver z = EA pour assurer (St. ) vrai.
s (22 + 1) + ffi(r2 + 9) - 4 (.'* qrz- zo JTi
(t + ./i-z) .2 - 92 z - (sg + 11 Ji7) = o

'1 
ît 8'61

J (st1) vrai I n'assure pas I D e BC I

Etude de (str)

(st2) : Les 2 théorèmes directs (E1) et (Ej sont équivalents grâce à I'hypothèse

a = b * c , donc le théorème (Ez) est vrai.

Réciproque - Prenons la forme (Fà) . Dans (st2) les termes en x2 + y2disparaissent.

ll reste l'équation d'une droite, lieu des points A vérifiant (ste) quand BCD est
donné. Donc,

comme (str) , [ (st2) vrai I n'assure pas I D e BC J

Remarque :

Dans ces problèmes où il rt'y a aucune difficulté mathématique, I'important est de
bien poser la question.. Quelle différence entre étudier une réciproque que I'on
espère ou même croit vraie, ators qu'elte est fausse, et I'aborder sans idée préconçue

ou, mieux, en soupçonnant Sa fausseté ! Et quel risque drerreur ! Voyez LEGENDRE
et lraxiome des parallèles. Quant à |texposé systématique, il nrest guère possible
quraprès avoir réussi lrétude, en conclusion de celle-ci, ou bien en suivant des
indications reçues- Mais cela restreint la recherche à la situation particulière
proposée.

Réclproque
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REMARQUE GENERALE

Des étapes successives, séparées par des arrêts constituent une démarche

normale. L'exemple le plus célèbre est celui que détaille Henri Poincaré de sa

découverte des fonctions Fuchsiennes l'L'lnvention Mathématique", chapitre lll de

"Science et Méthode" - Flammarion 1912). L'alternance des périodes de recherche

consciente acharnée et de travail inconscient exige du temps.

A I'humble niveau de ma première expérience d'un problème non préparé ["Une

hauteur d'un triangle coupe le côté perpendiculaire en H , le cercle circonscrit en A',

une autre hauteur en U . Que dire des trois points ?1. Travail toute la soirée. Nuit de

bon sommeil et, au réveil, I'illumination lJoie inoubliable I
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CONCLUSION DE LA DEUXIEME PARTIE

La note précédente, complément de l'étude, nous invite à une réflexion
d'ensemble:

Nos longs essais infructueux illustrent le fait qu'une méthode qui utilise
exclusivement les définitions et les théorèmes qui s'en déduisent directement ne
conduit pas, en général, à la résolution d'un problème particulier un peu complexe.

Ceci justifie I'absence dans notre étude d'une voie vers la solution qui paraît
s'imposer : utiliser la pure géométrie cartésienne : choix de 2 axes de coordonnées
et d'une unité de longueur - introduire 2 nombres pour chaque point, un radical pour
une distance, une équation du second degré pour un cercle et un déterminant
de 16 éléments pour la condition d'inscriptibilité.

ll faut, pour découvrir et exposer une solution, utiliser les particularités de
la situation, introduire des éléments auxiliaires opportuns, en particulier des
angles et la trigonométrie, des vecteurs et la géométrie vectorielle, éventuellement
des "imaginaires'et le plan complexe, et même (nous n'en avons pas eu I'occasion
ici) de la géométrie dans I'espace que I'on projeteral C'est I'examen de la question
posée qui nous y incitera.

Par contre, c'est une vision de la structure fondamentale reconnue dans la
situation à étudier qui place la question dans un large paysage éclairé où nous
reconnaissons I'objet de notre étude, avec ses lumières et ses ombres.

ll est plus facile de traiter une question si on la rattache à une théorie générale
dont elle n'est qu'un cas particulier que d'explorer une situation pas à pas, guidé
seulement par les observations locales plus ou moins cohérentes.

Mais la notion de facilité est toute relativeflle dépend de l'état de I'acteur. ll en
est de même de la notion d'utilité.

Une théorie générale est prestigieuse, au sommet de ta hiérarchie des
connaissances; elle satisfait à un besoin de l'esprit. Eclairant tout un domaine, elle
donne la réponse à de nombreuses questions, ce qui justifie les efforts laits pour
I'acquérir

Mais un cas particulier est souvent étudié par priorité pour une utilisation
immédiate. Et puis, il peut avoir une beauté spéciale. On peut admirer un site
pittoreste dans un paysage grandiose ! Nous n'avons pas à décréter une hiérarchie.

Concluons par une sentence chère à notre illustre Maître de I'E.N.S. de Sèvres,
Emile Picard, que j'entends encore énoncer :

"ll ne laut pas mutiler I'esprit humain dans la recherche de la vérité
par un exclusivisme ridicule et infécond".
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ÎRO1aXEYLE PAf.;TLE

I - NOTE IIISTORIQUE

Nous avons examiné les formules de Ptolémée comme un problème scolaire
posé dans le cours de géométrie à un quetconque détour du programme; nous avons
découvert, puis examiné, des chemins tracés à partir de diverses situations connues;
la seule condition était d'arriver au but déterminé d'avance par les guides
expérimentés.

Mais ce fut autrefois un domaine inconnu à découvrir, exploration nécessaire aux
besoins des navigateurs et observateurs de l'époque, à ce qui devait, en particulier
en mathématique, devenir la science des angles, la trigonométrie. La base en fut la
formule dite'd'addition" :

cos(Â*Ê1 = cosÂcosÊ -sinÂsinÊ
'cosinus" et "sinus" n'étaient que de simples dénominations de certaines longueurs
"demi-corde" ... ou de certains rapports de longueurs. lls devinrent des fonctions
d'angles, différentes des "fonctions algébriques" de nombres.

L'égalité (aa'= bb'+ cc') qui est nommée "formule de ptotémée" est à la base de
la création de la trigonométrie. De cette relation métrique, on déduira des relations
entre les angles parce que I'inscriptibilité d'un quadrilatère dans un cercle est un lien
entre conditions métriques et conditions angutaires

Sans aborder un difficile historique, montrons seulement comment, de la formule
de Ptolémée, on déduit ta formule d'addition des angles.

comme on ne considère ici que des angres saiilants, un
demi-cercle nous suffit, de diamètre cB . Deux points de
I'arc de cercle, A et D, sont sommets de deux triangles
rectangles. Les propriétés de I'angle inscrit assurent la

similitude des triangles EAD, ECB, donc # = #
Or,pardéfinition cosl=99 ; cosB=# ; sinï=$ ; sinp=&

coso=coS(Ê+y) = Ëâ = #
Donc IAB .CD = cc'+ dd'] donne

cos(B+$ = cosp cosy-sinp siny
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Remarque.

Pour obtenir la formule d'addition qui introduit la trigonométrie, il aurait suffit de
démontrer la formule de Ptolémée dans le cas particulier où un côté du quadrilatère
est diamètre du cercle circonscrit, mais cette restriction simplifierait-elle la
démonstration ? Non ... en tout cas pour les démonstrations sans appel à la
trigonométrie que nous avons exposées (n" 4, S, 6, 7, g).

II - BETOUB R I'ESSENTIEL

On ne peut qu'être frappé par la variété des chemins qui aboutissent aux
formules en question. C'est qu'ettes ne concernent que des intersections de
segments, les sommes, produits, rapports de leurs longueurs, ce qui semble sans lien

direct avec l'hypothèse d'inscriptibilité du quadrilatère. On peut étudier
successivement ce que signifient :

A - L'existence d'un quadrilatère et ce qu'entraîne I'hypothèse d'inscriptibilité

B 'La structure combinatoire de la conctusion exprimée par les formules
algébriques.

C - La réalisation géométrique de cette structure.

Ne peut-on comparer cette situation à celle du travail du sculpteur :

- préparer le plâtre,

- construire le squelette qui le soutiendra,

- réaliser la statue en modelant le ptâtre autour du squelette suivant le rêve de
I'artiste.

Etudions ces trois points pàur mettre en évidence le travail du mathématicien.
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A . LA SITUATION ETUDIEE

La recherche de la démonstration d'une ou deux formules relatives au
quadrilatère inscriptible ne met pas en évidence t'ensemble de la situation. L'étude
faite conduit à concevoir un plan d'ensemble.

ll s'agit de 4 longueurs données.

1) Existence de quadrilatères dont les côtés ont ces tongueurs.
Si un quadrilatère répond aux conditions d'existence, 3 familles de quadrilatères
articu lés conviennent.

2l Parmi ces quadrilatères, lesquets sont inscriptibles ?

Un quadrilatère de chaque famille, donc 3 quadrilatères convexes ont les côtés
de longueurs données.

3 ) Qu'ont en commun ces quadrilatères inscriptibles ?
lls ont même rayon du cercle circonscrit. lls ont 2 à2 une diagonale égale, d'où 3
longueurs de diagonales.

4) Quel système de relations métrlques concernant les 4+3 = 7
longueurs introduites caractérise ces quadrilatères ?
Un système de 2 relations pour chaque quadrilatère, donc G relations dont 3 sont
indépendantes et les 3 autres en dérivent.

Examinons ces points (en conservant les notations utilisées).

1) Existence de quadrilatères dont les côtés ont des tongueurs données
crc'rdrd'.

D'après les axiomes de longueur, chaque côté est inférieur
à la somme des 3 autres, et il suffit de I'exprimer pour le
plus grand côté.

n Donc d'< c + c'+ d si d' est le plus long côté.U
Le triangle ABC est déterminé si I'on donne ta longueur a

vérifiant d'-c< a < d'+c.

Letriangle ABD en résulte si I d-c' | < acd+c'.

or, les inégalités imposées à d assurent les inégalitésd'-c< d +c'<d'+ c
donc I'existence d'un intervalle pour g. Ainsi la condition imposée au plus grand
côté assure I'existence d'une lamille de quadrilatères convenables, formant un
quadrilatère articulé pour I'ordre ... d' lc,d,c',d'l ... d'où 3 quadrilatères
articulés correspondant aux 3 ordres cycliques des 4 côtés.
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2 ) condlilons d'tnscrrptlbilrté (Faisons r'étude pour (Q, ) )
condition nécessaire et sutfisante exprimée par l,égalité entre
de Or:ô+ô=n , c'est-à-dire cosô=-cosô
En n'introduisant que les côtés des triangles ABC et ABD , la cond1ion s,écrit :

Ia2=JC+ d'2 -2cd'cos0 = c'2+d2+2Cdcos0

donc
2 (cd'+ dc')

valeur unique qui convient bien car

(c2+d'2) - (c'2+d2)
<1

il"

De plus, ces 3 quadrllatères ont 2
sur la construction indiquée), donc
diagonales que nous nommons

a et a' pour Q1 , a' et an pour Gl2 ,

à 2 une diagonate égale (comme

au total existent g longueurs de

a" et a pour Q3.

4) L'étude des relations métriques sera faite après la partie (B) qui en décrit le
squelette.

coso = (c2+d'2) - (c'2+d2)

-1<
2 (cd' + dc')

s'écrit (c + d')2 > (c'- 6;e , (c _ d12 < (c,+ d)2
condition assurée puisque chaque côté est inférieur à la somme des trois autres.
Ainsi, tout quadrilatère articulé comprend un et un seul quadrllatère
lnscrlptlble, et la situation étudiée comporte g quadrltatères
inscriptibles qui diffèrent par I'ordre cyclique des 4 longueurs données.

3 ) Comparaison de ces 3 quadrilatères e1, e2, e3

A- ils sont inscriptibres dans un même cercre.
En effet, à partir de e1 (Ar,Cr,Br, Dr) de côtés successifs
c,d,c',d', on obtient Qz (Az ,C2 ,82,D2 ) en remplaçant A1

par son symétrique Ae par rapport à la médiatrice de CD
et Q3 (As,Cg ,Bg ,Dg) à partir de e1 en remplaçant G1 par
son symétrigue Cs par rapport à la médiatrice de AB.

angles opposés
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B . SCHEMA DE STRUCTURE

1) Un ensemble de 4 éléments {f, g, f', g'}

g'g

f f'

t

p'

g

g'

g

f'

f

g'

3 cycles non orientés

6 paires d'éléments

consécutifs - 2 paires

parcycleà2cycles
opération . commutative

fo
fo
fe
f'r

g

f'

g'

g'

a

@

g

g'

g

g'

fe
fr
f'r
g.

f rf'
f .g'
f'.9'
g.g'

3 paires de paires il
opposées

à a il>2 \\ @>1 \\

il

opération 0 commutative (frg)0(f'rg') (frg')0(f'rg; (fof')0(g.g')

===========================================================

2) Un ensemble de 6 éléments { kr,k'r ; k2,k'2; k3,k's}

3 couples - Opération

T commutative
Qt=ktTk't Qe = kzT k'z ft=ÇTK,

Une relation

symétrique

9r <=> Xr 9Z<:> \ 9g <+ X:

========================================================

3) Cas particulier. Les éléments k réduits à 3 par

kt=Ke-k k3=Kr=[' 19 = k'3 = k" donc
r

| *'. * <=> [ (f.f')0(g.g') ] K'. k < => [ (f.g)0(f'.g') ]

I k'. K <=> [(f.g')0(f'.9)]

ration non-symétrique, simplifiable, notée

lI1

Une opé

tj! .=, ,(f'g )o(f''g'),
K' (f.g')0(f'.9)

r-Ij .=r, (f'f')o(g'g'),
K" (f.g)0(f'.9')

flz
I !.î .=r,(f.g)o(f'.9'),K (f.f')0(f'.9')



C . DU SCHEMA AUX FORMULES DE PTOLEMEE

1 ) lntroduisons les éléments mis en oeuvre par le schéma : 4 éléments

c ,d ,C,d' sont les longueurs des côtés d'un quadrilatère convexe.

Suivant I'ordre des côtés ayant ces longueurs, nous avons défini 3

quadrilatères

Q1 (c,d,c',d') , Q2 (d,c,c',d') , Q1 (d,C,c,d).

D'où, dans le plan orienté, 3 ensembles ordonnés de vecteurs

e1 : (il,d],c_,,d,) ll az: (4,î":flr,F') ll ag: (4i,4,4,4),
avecpour ie {t ,2,3i},ldJ=., ldl=0, lcîl="', lo-l=o'

ô *d' *J; *dai =o

lntéressé à la fois aux longueurs et aux angles, passons

dans le plan eomplexe. Désignons les nombres complexes

t; pourd; , y'; pourJi , zi pourJl , z'; pOuldl;

Yi+Y'i rzitzti = 0 pour ie (1 ,2,g)

- Les vecteurs diagonaux des quadrilatères. Suivons Q r. Aux vecteurs

l;, = (drrdr) = -t4*41 correspondentles {r,, = \,1 * 21 = -(y'r +2,,t)( * -' *'' '-' - '' nombres complexes (

\"'' = (crrd'r) = -(ci+fl) diagonaux \t't = y,r * z't = - (y"t+ztl

2l Suivons le schéma.

Donnons aux signes *o" et u T " le sens de produits de nombres complexes,

au signe " 1-1" le sens de quotient et au signe '<=> " le sens de déduction
logique. Peut-on donner au signe " 0 " un sens satisfaisant ?

Des définitions résulte , pour Gl1 ,

X1 X'1 = (yr +zr) (yr +z'1) = z1z'1+yr (yr +2,,*z',1)

donc xl x'l =2,,2'1- yr y'r d'où, en module pour tout quadrilatère

( 
^, ^',, = ""'+dd'(fI) { À2 à'2 < c'd' + dc'

\ ", "', < cd' + c'd'

on voit qu'on a donné au signe "0n, entre 2 nombres complexes u et v la

signification u 0 v= lu-v l.
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3) Condltions d'lnscrlptlbillté

Nous avons vu en Ag) que, dans le cas de I'inscriptibitité, tes quadrilatères

Gl1, Gl2, Gl3, ont 2 à 2 une diagonale de même longueur et nous avons posé

à1 = â'2= â , ÀZ= à'g= â" , âg = âr., = er

La condition d'inscriptibilité s'exprime par une égatité entre les arguments de

nombres complexes et il suffit de I'exprimer pour un des quadrilatères. Nous

choisissons Qr et allégeons l'écriture en omettant res indices .r .

L'inscriptibilité s'exprime par

(Arg y - Arg z) + (Arg y'- Arg Z') = II
(Arg y + Arg y') = (Arg z + Arg z') +fI

c'est-à-dire Arg (y, y') = Arg (2, z') +fI
donc les vecteurs représentant yy' et zz' sont parallèles de

sens contraires.

Par suite

lyy'- zz'l=lyy'l+lzz,l poure., , donc aa'i = cc'+dd'
et, avec la remarque notée plus haut, dans le cas d'inscriptibitité,

aa'= cc'+ dd' gt, dg mêmg, a'a" = cd'+ dc' et a"a = cd + c'd'

d'où 1="1,*",d,: a'=cc.+991 , ""-cd'+dc'a' cd'+ dc' ' a' - cd + c'd' ' a - cct dd

ensemble des formules de (F")

Ainsi, nous avons parcouru la route logique suggérée par la structure du

problème.

Après la réponse à la question préalable : "De quoi s'agit-il ?', on a constaté que

I'algèbre des nombres complexes s'y adapte parfaitement. ll a suffit ators d'un pas

géométrique (une égalité d'angle exprime I'inscriptibilité) pour atteindre ta

conclusion.

Mais on n'en apprécie que mieux l'élégance de la géométrie I

d'où
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III. BETOUB RU BEEL ELEMENTRIRE

De notre étude se dégagent 2 stratégies d'esprit différent :

1) Analyser les hypothèses pour déterminer la structure de la situation et dévetopper cette
structure.

L'étude apparaît comme une réalisation particulière de cette structure. Geci engage à chercher
d'autres réalisations par extension ou généralisation.

2 ) Analyser les concluslons demandées pour en déterminer les particularités qui suggèrent des
voies de déduction.
Ceci restreint l'étude à la situation mais permet d'approlondir celle-ci, de mieux
connaître sa spécificité.

Nous présentons ces 2 stratégies en conclusion de rptre étude.
Rappel dgs notatlons â = u * v, a'= u'+ v' , c, c',d,d'
3 cycles (c,d,c',d') ; (d,c,c',d') ; d'd,c'c)

('1,) :lnscrlptlblllté (F1) : in'=cc'+dd' (P2) : * =:3#
A . EXEMPLE DE LA PREMIERE STRATEGTE

Structure

&l uv=

Notatlon

Concluslon

I'hypothèse

={, pz=L

*io,o,= rj (N)

[H:ffiil
..1,

V = 
U'v'
u

(i,) <+ (l)

p,=o, or=I

Notatlon

d' c'
-*-clc=;*d'..g
dc

â = U *V â'= U'+V

de

utvt

[;

réallsatlon géométrtque

(J) <+ double slmllltude

Déductlon

/r'* u'= u (pr + pz )&t(
lu+v =u(1 +prpz)
\

!,*l - Pr+Pr 
(r)u+v 1+ptpz

Réclproque

/ orl
\ttt =)

at

a

a'
-=a

cd'+ dc'

cd +c'd'
(Fr)

L'lnscrlptlbltlté est

équlvafenteà (pz)

(J) <+ (Fzl

Nous n'étudions pas ici (P I ). L'étude est incomplète.
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B . EXEMPLE DE LA DEUXIEME STRATEGIE

1) L'observation des conclusions (pt ) et (p2) montre que, seuls, les
produits des 2 côtés des quadrilatères inscriptibles en question interviennent
dans les conclusions ainsi que le produit de 2 diagonales. D'où I'appet au
théorème connu :

"Dans un cercle, le produit de 2 côtés d'un triangle inscrit est égal au produit du
diamètre par la hauteur correspondant au 3ème côté" - D'où, pour I'ensembte
des triangles inscrits dans un cercle :

(Th) "Le produit de 2 côtés est proportionnel à la hauteur retative au
3ème côté".

2) On étudie les quadrilatères lnscrits dans un cercle dont les côtés ont
pour iongueur c,c',d,d'. une paire de côtés détermine un triangte
inscrit dont le Sème côté est diagonale du quadrilatère. D'où 6 triangles dont
les périmètres sont formés des longueurs

(c,d,a') et (c',d',a') , (c,d',a) et (c',d,a) , (c,c',a") et (d,d,,a,,)
déterminant 3 quadrilatères convexes, de diagonates a,a,,a,,.
- chaque paire (a,a') , (a',a") , (a",a) de ces longueurs appartient à un triangle
inscrit d'un second type.

(Pt) aa'= cc'+ dd' et, de même

3) Construction d'un triangte inscrit
de côtés a et a'
Partons par exemple du triangle SUU'
(SU = C, SU'= c', UU'= a") et construisons
son cercle circonscrit. puis portons
UT=U'T = a' , d'où ST = â , ST= a' et
U'T = d' . Le triangle TST'obtenu vérifie
TT' II UU'.

4) Construisons les hauteurs SH de
(TST), SH, de (SUU') et TH. de (TUU').
Elles sont liées par SH = SHr + THr.
D'où, par (Th),

â'a" = cd' + dc' gt â'a" = cd + c,d,

ll en résutte (P2, a cd+cd'
-=a' cd'+dc' '

Et les réciproques ?
si I'on atteint son but en se laissant glisser sur une
s'attendre à des difficultés pour remonter.

a cc'+dd'
- =-a' cd + c'd' '

a' cd'+dc'
a cc'+dd'

piste en forte pente, il faut
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fuétffr,xi,ows fînatæ

ll faut mettre fin à cette exploration qui risquerait de concerner tous les chapitres

de la géométrie élémentaire et tous les aspects de la didactique!

L'étude de la formule de Ptolémée semble appropriée à nos exigences qui ne

sont pas celles de !'écolier chargé d'arriver à une conclusion déterminée à partir

d'une hypothèse déterminée en utilisant une méthode déterminée et qui, finalement,

triomphe lorsqu'il écrit C.Q.F.D.

Etudier les quadrilatères plans convexes, c'est travaitler sur des objets bien

déterminés (nous avons, au début, montré que les figures comprennent des angles

de toutes valeurs, ce qui était totalement inutile, mais matérialisait en quelque sorte

les objets considérés).

La propriété d'inscriptiblité dans un cercle a une signification claire et familière,

mais elle peut s'exprimer de diverses façons : appel au centre et au rayon - aux

angles inscrits égaux ou supplémentaires - aux produits des segments du "croisillon"

des diagonales - aux similitudes - aux hauteurs ou aires de triangles - à la

transformation par inversion et même au plan complexe ... que de voies possibles

vers le but proposé : découvrir des relations métriques entre les côtés et les

diagonales !

Puis le problème de la réciproque, restreinte si la conclusion est "l'égalité

obtenue suffit à assurer I'ancienne hypothèse (ou n'y suffit pas)", complète si les cas

d'inégalité sont étudiés aussi. Les exigences ne sont pas toujours pleinement

satisfaites

Nous avons joint à l'étude des formules de Ptolémée celle d'une formule utilisée

pour les premières démonstrations : cette formule de Stewart aurait donc,

logiquement, dû être étudiée au début - Elle ne semblait guère intéressante; sa forme

compliquée ne se prête pas à un élégant énoncé facile à mémoriser! - Elle se

présente comme celle de Ptolémée : étudier un quadrilatère convexe dont les angles

satisfont à une condition. Celle-ci , concernant Stewart, est la plus simple et, en fait,

se démontre très aisément - Mais elle n'introduit pas les côtés symétriquement, et la
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réciproque est d'autant plus difficile que le théorème direct est simple - remarque que

nous avons déjà faite en d'autres occasions. La vraie nature de la formule de Stewart

la rattache à une autre théorie.

Une évidence s'impose lorsqu'on fait I'effort de mise au point d'un texte

mathématique : il y a un va-et-vient entre la technique qui exploite par la logique les

propriétés de la situation mathématique proposée dans I'hypothèse et, d'autre part,

I'appel à I'imagination qui, en confrontant les conclusions possibles aux hypothèse,

trouve les voies à parcourir pour atteindre le but.

L'Art dirige et complète la technique.

Lucienne FELIX

(Eté 1eeo)
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QUE CHOISIR ?

Un peu de géométrie très élémentaire

par
Lucienne fÉfX

"Dans la reclercle et surtout dans les applicattons, la ptus
grande dÛlrr.tltê est sourrnt de rergrnûttre quetes ætr, pannl
les donn&s, celles que l,on dott tltlllser."

J. Hadanard.



3ETW}![CE PRCIPOSS :

RefqHffis

OA=OB=OC=r
BA1 = [rQ
^- À,
BA.=A'C=a

CB1 = [tt4
F 

^CB'=BA=p
ACr = C'B
â. ,F*.

AC' =Q@r= y

ThêCIr*Bs eosrles

- Adetlon des arcs, addttion des angles.
- correpondance entre arcs, an$eJau centre, angles lnscrits
- Angles d€ 2 cordes se coupant à I'intérieur ou à I'extérieur du cercle.- Tout aqgle a 2 btssectricei perpendiculaires
Tout arc a 2 mtlieux dtamétralèment opposés.
D'où 3 polnts A', 8", C" du cercle, verrif'arrt :
l{Ar l. AA, BB'l- BB" CC' 1CC"
et 4 points de concours des bissectrices.
J =AA'n BB'n CC' JA =l|[r 1.1 BB'n CC, JB _ Jc- Sose€ des angles d'un trian$e.

- Iæs 9 points du cercle et le centre o déllntssent g rayons ., %g = s6
cor&s, c'est-à-dire 45 segments formant ry = gg9 angles à
comparer 2 à21

Les mttteuscdes arcs success{fs æ, 4,*ô sont r.'mmês A,, 8,, c,.ætermtnÊr la mesure de l,angle de AA, et B'C,.

I - Ehr& sgstématfque du problème.

THs potnts A, B et C sont sur un cercle (?)

I - De qlret e'qgtt-lt ?

Préctsms les notafions.

Un cercb rQ
3 pdnts & (v)
3 rntlbux des côtés

3 mtUeux d'arcs

centre O
ÀB,C
41, 81, C1

A', B" C'

rayon r
segments OA OB, OC, AB, BC, CA
segments OA1, OBr, OCr,

ArBr, BrCr, CrAr
If=OAl nrV)
B'= OBr nÊ)
C'= OCr nÊ)



4La question est bien "qrrc clwtstr ?'pour en dédutre Ia conclusion demandée.

Ia mêthode générate comporte 4 étapes :

a - Déterminer des sous-ensembles 6) d'êlêments suffisants pour
caraetérlser la sttuatlon, en falt lct, sufflsants pour eonstrulre les$éments qul comprètent la descriptton de la sttuation.

b - cho&slssant un dè ces ensemble â ryl, faire une flgure comprenant les
éIéments quf -seTllent pouvolr permettre de faire une chaîne dedéduc$ons ufllisable.

c - Constnrlre une chalne logique avec ces éléments qui abou6sse à laconclusion demandée. Figure déIlnitive.
d - Exarrlner cette chaîne pô,tt obtenlr une rédaction convenable, courtesl possibl€.

CooSéter par des remarques : comparalsons entre dlverses méthodesqut ont aboutl ou non. Elrtenslons pôsstbles de ta quesuott t 
"rte".

Des noûrffCIns et dénomtnatlong.

Des conventlons partrcirltères au problème dotvent être éventuellementexpltcttees.
Lusage peraret de noter par le même signe un élément géométrique et samesure pu[ une unité préctsée. Ici-nous allons prendre .oirrrr. unité d'angleI'ongle &olt et comme untté d'arc le deml-cur.iu.

Tlots points quelconques du cercle étant
donnés, P, O, T et F étant milieu de I'arc
8T, nommant g la mesure de I'arc SÈ,,
nous pouvons écrire :+<^
q = 6È' :FÈ = r/2_ù
e =R.PPJÂ!nF, FpZz teO, qJt

Notons pourtant que si le texte n'utillse
que des angles, nous pouvons convenlr de
prendre comme untté le radian, et I'angle

drott sera déllnr parft = f
Notons qu'avec notre choix d'unlté, les paramètres lntroduits o, F, y sont liéspar:

a + p * y= I

-



5Dlverses soluflons du problème r.

Nous a[ons suiwe r'énoncé et parttr du cercle (v)etde 3 de ses potnts À B,c pris arbtrarrement, d'où res pott'rts o', 8,, c, et les mesurul o, F, ï. Ladtsposltion des potnts étant connue nous stmplifierons la rédaction ennornmant les arcs et angles de tiaçon q"rirËtent tous positifs, comprlsentre 0 et 2, un sens d'oriéntatton étant ôhoiri dans re pran.

tère ds*ton
[Angles opposés par les somrnets/

ÂB'=c+ pl
l;a^l=+ A'B'+AC'=I
I

donc Â',â + (îô = rdonc (AFË') = l, c,est à dtre AA,perpendtculalre à B'C'
c.g.F.D.

-AC'=T

2èw sslstrûan

0
Fn somme des angles d,un blargle uaut 2I
rB'

[2 cordes se coupant à.|'tntêtleur ducercle]

Soit H I'intersection des cordes AA, et 8,C,.DAt le triangle AIIB', nous connaissons

ffi: =i.u
La somme de ces angles vaut I donc le

c.g.F.D.

trotsième angle vaut l. droit.

AA' est bissectrice de ft. Soient K et L

lii*l";:i:ç1' B'c' avec AB et Ac

19 triangle I{AL est isocèle, donc sabissectrice AA' est perpendiculaire à là
base KL, c'est à dire È'C'l

c.Gl.F.D.

9,èlrae sotuÉfon
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l$Amfufe - Btssectrbes cotucotrftrntesJ

IAtWb de 2 cordes se coupant l:rrrs du cerclel
d,

Les';3 btssectrlces AA', BB' et CC, du
trlangle ABC se coupent en .I, donc les
trlangles AC'B' et JC'B' sont symétriques
par rapport à B'C'. par sulte A.J-est
perpendtculalre à B'C'. Or la drolte .&J est
la drolte AA'.
Alnsl AA' es.t perpendtculaire à B'C'.

c.g.F.D.

ftIne bls secûice etctâter.re]

Solt A'' le mllleu de I'arc æ. ta corde
AA", btssectrtce extérteure de Ëft est

ff:"#Ë,ii;?h)=(F+r_p
B'A'=T=ÀC'
Atnst C'B' est parallèle à AA", donc à AA,.

c.el.F.D.

lagong-C'D2arallèle à BC. Iæ potnt D
vérilie 6È'=tÈ'- 6 = p-c
D'autre pgt, 4", dlamétralement opposé àt
A, vérille AA = l_ (Zy + cr) = p - y
Atnslffi'=^f"AA.
De sorte que DC'1A'A'entraîne C'B'J_AA,

c.€l.F.D.

Les droltes BC et C'B' se^coupent en S.
L an$e de ces cordes est ffi= p - ï.
Or comme plus haut : AAA = p - y
Donc A'A J- CS + SB' IAA'

c.cl.F.D.

I
I
1)
,
a

I
I
I
I
I
I
a

I
I

t

I
I
t

lo
a

I
I

7ùne sobrtfon
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[Angles aucentre - Angles alternes tnternesl

7

Codstdérons les deux triangles isocèles
AOA et B'OC'.
Solt OZ médiatrice de B'C'.

?= "A- 
B'?=F- rlz (F+rf = r/2(F-y)

cloncT.OA=B-r

Ëffi=i;I, -ffir = t - (2"r* at
doncA'AO = B-v
L'égalité ffi,-;ft est celle de 2 anges
alternes lnternes, donc ae, paÀItèle à OZ
est perpendiculaire à C'B'.

c.g.F.D.
9èrle so&rtion

f Oèræ soktsion

[Axes de 2 htangles tsocètes/

OC' est médtatrice de AB

Ozest médlatrtce de C,B, I 
o"'"

(OZ, OC) = t/2 (OB', OC') = tl2 J2(F+ gl = F + tet (OZ, OA) = {OA, OB) - (OB', OZ) = p, _ TMals (AA', OA) = t/2 [2 _ (OA, <iAll

Ainst (oz, oN= (rd{,,6t 
- Q'^t + a) = F - I

g1 AA' est parallèle à OZ, donc perpendiculaire àB'C'

C.$f.F.D.i

IGêoméhte analyttquel

Axes de coordonnées :
Ak:tangenteà(V)
Ay : dtamètre

--_{ Il faut calculer les coordonnées de C, et B, enfoncûon de c, p,yliés par a + F + T = n,
Nous. cherchons seulement les coefficients
angulaires de AA' et de C,8,.
Or (x, AA) - u + 2p= I + (p _T)
et (x, C'B') = (c+ F) - ta + î =b -y

;ffiLîiiiË'#Hi: Ï:H"îltlnons 
re résurtat

I\ --'*'-
---ts-- -t

II
ItI
tttI

I\\
--\ r.



Exemeq des gol,utlons proposées 'i..,: I

Ces solutlons ne sont guère dtstlnctes par le fond, mais leurs formes sont
varlées pour leur rédactton comme"tl apparatt par les différentes flgures
desstnees

potnhs arblûralres Â B, C de cette clrconférence, donc, A et 2 des 3 nombres
cr,F,ylhspara+F+T= I
La conchston demandée dlsflngue le polnt À donc, en réalltê, rt)= {A, F, y}
avec F+T< l.
C'est bren le cas pour la 3ème solutlon. Pour la seconde, il faudrait dans cet
esprlt, ræ pas tntroduire a dans la démonstraûon.

Second etpæê dc la Zhæ sotution.

Données:.(V), Âp,T , p+T<l
AB'C' = T
A'AB' = ll2BAC + CAB' = [l - (F +î + g] = I -T
donc AB'C' + A'AB = l. drolt.^_
Alnst dans le trtan$e AIIB', fuIB, = l. drott.

c.g.F.D.

Notons qu'tntrodulre cr comme paramètre auxiliaire peut être ugle en
alÉgearrt fécrtture.

nenor!$|e : L'énoncé donné frappe par le contraste entre le rôle symétrique
des pdrlts A' B, C, donc aussl des points A'B'C' dans la situation et du rôle
spéclal de A dans Ia concluslon. En réallté la question posée est j
"I)érnontrer I'ensemble des B rerailons AA' I B'c', BB' J- c'A, ôc' J A,B, ,,

mals la solution étudte chaque rerailon séparément : "De même..."

Congûruùre cfiectlvenent tous les éléments en question à partir de ce,x de(7) n'est pas rndtspensable : ceux qul tnterviennent dans ie raisonnement
sulllsent. Les llgnes de constructlon, dessinées en potnttllé ou en couleur
peuvent même être effacées (par exemple les petits arcs tracés pour
construlre une btssectrtce). Du reste, une construcuon précise n'esi pas
nécessalre au ralsonnement, pourvu qu'elle respectè les proprtétés
topologiques. Pour un problème comprenant pluseurs quesgons, les
esqulsses partielles seront ufllement complétées par une llgure d'ensemble
suggestive. Il faut choistr les éléments aibitraires de Ê)dé façon à éviter
d'obtentr des flgures très parttcultères : potnts qut semblent altgnés,
trianglcs gui aPparalssent comme tsocèles ou rectangles, ce qul égareralt
aisement I'intuition du chercheur.



I
Le double langage : celut des arcs, celul des angles, a été uttllsé dans
l'énoncé. Cela est Justtflé car la descrtptton de la sttuation par les relatlons
entre arcs est suggesûve, lnsplrant une flgure claire et simple. Mais les

conclusions sont relatives à des segments. Dans le cours de l'étude, on ne

peut se borner à ne consldérer que des arcs, donc le second langage

s'impose. L€s puristes I'adopteront dans les démonstrations, mais nous

".'otis 
préféré uUliser les der:x, ltbrement, pour la clarté et stmplicité de la

rédacgôn et de figure. Mats tl faut préciser le vocabulalre et la traduction, en

particulier I'accord des unttés.

Ls tâche du maître dans I'enseignement élémentatre. Iæ suJet étant cholsi,

la rêdactlon de l'ênoncé importe. Quel est le but du travail proposé ?

Contrôler la connaissance d'un cours enselgné ? Appliquer des théorèmes

connus à la situatton ? Etudier ltbrement la situation et se poser des

"problèmes ouverts" ? Iaquestion est-elle "Oue remarquez-vous ? Que peut-

on tenter de démontrer ?" ou bten simplement "Démontrez que... ?"

L'énoncé, sans donner la réponse, peut poser une question préclse : "Que

vaut tel angle ?" en lndiquant une vole : "Utllisez telle propriété pour
démontrer telle relatlon".
(Iæ lecteur peut chercher quelle rédaction de l'énoncé dirigera l'élève vers

I'un ou I'autre des lO solutlons proposées plus haut).
pour noter les coptes, sl I'exerclee est suJet de concours ou d'scamen, on ne

peut uttltser un barène que sl I'on attend un exposé en forme de chaÎne
d'étapes pré-détermtnées.

Lc Jugement sur l'êlève, dans une classe vivante, naît de I'observation de

ses réactlons : le langage spontané, les esqulsses de flgure, les voles

explorées vite abandonnées ou poursulvies avec un espolr dicté par
I'tntuition ou par un lndice venu de I'extérieur, de la mémolre, d'une
particularité de la Ilgure.
Le suJet a-t-il e*cité la curioslté, I'intérêt, avant, pendant, après ld
recherche ? Quelles sont les solutlons préférées après la correction qui
termine le travatl ?

Obsenatlon sur le thème de l'êtude
Nous retenons à notre remarque tnttiale : le contraste entre la richesse de la
situagon et la pauweté de la demande. Il eçlique I'abondance des solutions
résultant de lapêche dans I'amas des outils disponibles. Mais aussi il invite
à poursutwe l'étude, à consldérer I'exerclce comme lntroductlon ou
premlère questlon d'gn problème élucldant [a sltuatlon.

Nous proposons cl-après un énoncé qul examlne les propriétés les plus
simplei Oè ta sltuauon rédulte à I'essentlel (nous n'y avons pas tnclu ce qui
conèerne les cercles autre que le cetcle (V).

Remarque :

Nous suggérons d'utiltser dans la solution les notations tntroduites plus
haut.
La figure d'ensemble est plus expresslve sl I'on uttlise des couleurs mettant
en évidence les segmentsJouant le même rôle dans la stmcture de la figure.



Enoncé

1) 3 points A, B, C sontsur un cercle (fgl ks milieuxdes arcs
success{fs Æ, fr, â sont i^^e, c,, A,, 8,. Dêterminerla mesure de l'angle des droites AA, et 8,C,.

2) houuer qLrc les droites AA', BB', cc' concourent en un wintJ. Qu'est J pour les triangles A B C et A, B, C, ?

3) In figure est-elle d.ëterminëe par ra donnêe d.e 3 pointsA' B' C' pris arbitrairement 
"* (fgl Z

4) Mmontrez Ie thêorème: dans tout triargre, res symétriquesde I'oftItæentre par rapport aux côtës {ont potnts du cerclecûrconscnt ù. ce triangle,

5) Considêrer l_es 12 points suiuants ..

AA'nBC =Ar AA'nB'C,=IIa AEI nB,C,=KA AC nB,C,= LABB'nCA=Br BB'nC'A'=Flu BCnC,A,-Iç BAnC,1,=t,CC'nAB=Q, CC'nA'B'=fl" CAnA,B,=(" CBnA,B,=L"
et nommer 2s',2F,2T les mesures des angles fr, ô, ô. Déterminerles mesures des pet-es formés par l-es segirentsJoignant J à chacun des 12qoin-ls nommés plus haut et les angles dJl,hexagone.
Quelles paires de ces points sont atignes avec.l î

ro

,
a
lt

a
a

;.:,fii::::i 1r "..
-a.

a
a

a


