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Préface

Lucienne FELIX me fait I'honneur de me demander de préfacer
cet "apergu sur les méthodes utilisées en géométrie élémentaire”.

On ne présente plus Lucienne FELIX aux professeurs de
Mathématiques, sinon aux débutants.

Pour améliorer I'enseignement des mathématiques, dans la voie
tracée par Henri LEBESGUE dont elle a été l'assistante 3 Svres entre les
deux guerres (elle a d'ailleurs recueilli et achevé son ouvrage posthume
sur les constructions géométriques), Lucienne FELIX a publié de
nombreux ouvrages de réflexion, de culture mathématique et
d'innovation, ainsi que des manuels trés originaux pour les différents
niveaux de I'enseignement secondaire. Ses livres ont été un appui décisif
pour certains amoureux des mathématiques de ma génération et sur leur
engagement au service d'une rénovation des pratiques de I'enseignement.

Elle a publi¢é un hommage 2 Henri LEBESGUE ou elle
rassemble les citations les plus significatives du grand mathématicien au
sujet de I'enseignement. Elles constituent de trés intéressants sujets de
méditation pour les professeurs.

Mais ce n'est pas moi qui peux la présenter puisque c'est elle, au
contraire, qui m'a tenu sur les fonds baptismaux des études sur
l'enseignement 2 la CIEAEM en 1960, et qui m'a, par la suite, guidé et
aidé dans ce domaine.

A quel titre, autre que celui d'une amitié et de ma part d'une
admiration profonde et si ancienne, puis-je assumer cet honneur ?

Il me semble y distinguer une raison (qui vaudra le crédit que
vous voudrez bien lui accorder) disons de relégitimation.

Il est partout question, aujourd'hui, de didactique et du rdle que
joue ce domaine dans la réorganisation de la formation des professeurs.

Quelle place tiennent dans ce nouveau secteur les activités
"anciennes" des professeurs de mathématiques ?

,.i B | o | ) .
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L'art de fabriquer des problémes par exemple : ce champ de
"méthodes” qui permettait de réorganiser les connaissances 2 enseigner en
une problématique ol les éléves pouvaient, sur les talons de leurs
professeurs, gofiter aux plaisirs (transposés, scolarisés, modélisés, mais
réels) de la chasse aux questions mathématiques.

L'art de fabriquer avec les résultats épars de recherches
mathématiques, parfois pénibles et obscures, un exposé séduisant qui
permet soudain I'accés fulgurant 3 un domaine nouveau.

L'art de réorganiser en une vaste synthése les connaissances
mathématiques nécessaires pour la communauté qui permette 2 la fois le
maintien d'une cohésion culturelle suffisante et la préparation des &leves 2
des métiers fort différents.

La didactique des mathématiques est-elle I'héritiere des efforts
de tous les mathématiciens qui se sont attachés 2 la diffusion de leur
discipline ("populaire” comme STEVIN, ou non) et de tous les
professeurs qui ont "naivement", dirait-ont aujourd'hui, consacré leurs
efforts & maintenir vivante une aventure que d'aucuns déclarent si
austere?

ou les rejette-t-elle définitivement dans la préhistoire et dans
I'amateurisme ? '

La didactique est-elle cette intrusion d'une méthodologie
bureaucratique venue d'ailleurs que certains se plaisent A présenter? ou
peut-elle intégrer, comprendre, critiquer, exploiter, dépasser, aider une
activité mathématique des professeurs ?

A travers ma personne, je crois que Lucienne FELIX pose cette
question a tous les didacticiens et a tous les professeurs.

Elle le fait & sa mani¢re, comme toujours, par l'exemple : Elle
prend sa plume et écrit ce qui lui parait étre le plus typique de l'activité
mathématique d'un professeur.

Je donnerai une réponse plus étayée dans un autre texte, mais je
Suppose que vous entrevoyez ma position. Le jour oul ce genre de texte, ni
vraiment scientifique, ni pédagogique, ni didactique, n'aura plus d'intérét
pour nous sera bien proche du jour ol I'on ne fera plus de mathématiques
nulle part. |

Guy BROUSSEAU




INTRODUCTION

Il'y a une quarantaine d'années, a la premiére rencontre de la CIEAEM, on
évoqua la formule de Ptolémée. Un collegue anglais, devenue depuis un ami, Owen
Storer, présenta ce théoréme comme le type méme dont la solution doit étre apprise
par coeur, trop astucieuse pour étre retrouvée (je ne sais plus laquelle il proposa,
peut-étre du type de la 5éme ci-aprés : un point miraculeusement introduit en est la
clef!).

Je m'indignai et, a I'époque, bien entrainée & résoudre des probléemes de
géométrie élémentaire, je proposai immédiatement plusieurs solutions. Mais la
vieillesse m'ayant privée de mémoire, je me trouve dépourvue et, refusant de faire
appel aux documents qui ne manquent pas, je fais face a la situation. Je comprends
autrement la réflexion de mon collegue : Devant un champ trop riche de
connaissances variées mais sans voies tracées vers le but, quels chemins prendre ?
D'ou partir ?

Au depart, il faut préciser de quoi il s'agit. On demande de découvrir ou, a la
rigueur, de vérifier des relations meétriques conséquences de l'inscriptibilité dans un
cercle d'un quadrilatére convexe (4 cotés et 2 diagonales). Ma premiére idée (je ne
prétends pas que c'est la meilleure !) fut de faire appel aux théorémes sur les angles
inscrits ou sur les couples d'angles opposés supplémentaires. D'autres voies d'accés
furent envisagées ensuite, et les questions des réciproques se présentérent.

Nous exposons ici des démonstrations du théoréme direct. Leur variété pose
des questions dont nous faisons ensuite I'étude dans la deuxiéme partie.




JUSTIFICATION DE L'ETUDE

La question posée est simple et claire.

"Démontrer que, dans tout quadrilatére convexe inscriptible dans un cercle, le
produit des diagonales est égal a la somme des produits des c6tés opposés” (formule
dite de Ptolémée).

Tous les cours de géomeétrie classique, depuis I'enseignement des Jésuites
au XVlléme siécle, proposent une démonstration (sinon plusieurs), tel le manuel "La
géometrie des dames" publié vers 1790, jusqu'aux traités de notre siécle (tel celui qui
fut le ‘plus réputé aux environs de 1900, rédigé par Hadamard, dans la collection
dirigée par Darboux de mathématiques élémentaires).

Cette célébrité s'explique par I'importance historique de la formule en question :
Les progrés de l'astronomie, en relation avec ceux de la navigation ont conduit
Ptolémée, vers 150 apr. J.C., & créer le "théoréme des cordes” pour I'étude des
angles et arcs de cercle et de la sphére. Prolongeant les résultats d'Hipparque, la
construction de la "table des cordes" est, pour nous, la table des sinus des angles
aigus et le théoréme, objet de notre étude, est la clef de ce que deviendra, avec
l'introduction des tangentes des angles, notre trigonométrie plane et sphérique.

Mais notre étude ne concerne pas cet historique. En quoi, alors, le théoréme
nous intéresse-t-iI? En feuilletant les traités et manuels, on est frappé par la diversité
des démonstrations, diversité telle que la formule est devenue inutile, simple
remarque depuis l'introduction des puissantes théories : transformations
géométriques, trigonométrie, géométrie analytique, nombres complexes, mais elle est
'occasion d'une recherche sur les méthodes de géométrie élémentaire : position
du probléme (il s'agit de deux formules!), réciproques, extension des propriétés
d'une figure a tout le plan, comparaison des voies d'exploitation d'une situation, etc...

C'est ce que nous allons tenter d'explorer.




4
ELEMENTS INTRODUITS DANS L'ETUDE DU QUADRILATERE CONVEXE

1) Notations générales

Cercle centre O, rayon R
Diagonales AB et CD se coupanten E
Cotes AC,CB,BD,DA

Longueurs AC=c,AD=d,AB=a
-7 BD=c¢,CB=d,CD=a'

Angles BAC=7 ADC=y; BDC =y ABD=7,
BAD =6 ACD = 3, BCD =3 ABC=3"
CAD=A=y+8 ADB=D=vy+y
A
CBD=B=y,;+3, ACB=C=5+¥%
D Iriangles: Les angles satisfont &
T=Y+3+Y+08; =Y +38+ v;+3
C =Y+Y+81+0 = 8 +8 )+ v +Y
B
Degré de liberté du systéme. Sur les 12 angles, on peut en choisir 4

indépendants qui permettent de construire la figure. Par exemple & partir de AC
on porte (v, 9,6,,0' ). Il y a donc un systéme de 8 équations indépendantes
déterminant les 8 autres angles. Le degré de liberté est 4.

2) Conditions d'inscriptibilite
Les propriétés du cercle prouvent qu'une égalité telle que y =y (angles inscrits
découpant le méme arc) entraine l'inscriptibilité d'ol 3 angles arbitraires. La
situation correspond maintenant au systéme de 9 relations :

Y+8+y+8, =1 Y=y, =8, A=y+3, §=y'1+8'1
Y,= v, 8,=8, C=85+8", D=y+v"
Longueurs L'inscriptibilité entraine "I'homologie des sinus
c _ 6 ¢ _d a_a' _[=2R]

siny, sing, sind siny sinC smA

Les 6 longueurs des cétés et diagnonales sont liées par 5 équations homogénes
déterminées par 3 paramétres angulaires indépendants. Ainsi 2 relations
homogénes métriques indépendantes lient les 6 longueurs du
quadrilatére inscriptible. Le couple le plus simple est celui des deux
relations de Ptolémée, objet de I'étude.
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Remarque : Cas de figure du point de vue de la comparaison des angles a 1 droit.

La somme des 4 angles du quadrilatére
convexe est égale a 4 droits, donc au
moins un des angles est obtus.

Soit B > droit

La comparaison a 1 droit de C et de D fait
tracer

Cx; LCB

Dx, L BD

La comparaison de A a1 droit fait tracer
le cercle de diameétre CD,

et celle de K a 1t-§fait tracer le cercle
B ’ circonscrit a CBD.

Nous obtenons 9 régions :
B estobtus

A c D Région
obtus | obtus obtus
aigu (2)
aigu obtus (29
aigu (1)
aigu obtus obtus (6)
aigu () et (5)
aigu obtus (3) et (5)
aigu 4)

L'étude fait considérer aussi le cercle ensemble des points correspondant a
linscriptibilité. Il sépare les régions (3) et (5) et les régions (3) et (5.




PREMIERE PARTLE

Diverses démonstrations des formules de Ptolémee

PREMIERE DEMONSTRATION - (T riangles dont un cété est une diagonale)

L'inscriptibilité résulte de A+ B = m, donc cosB= - cos A

Dans les triangles CDA et CDB, nous utilisons la formule

a’ =c®+d®-2cdcos A [ c'd’]
=c'2+d'2-2c'd'cos§ [ cd]

donc, avec cos § = —cosA ,
(cd+c.d)a? =(c2+d?) cd + (€2 +d?) cd
= (cc' + dd') (cd' + dc')

Ainsi
a'% (cc'+dd') (cd' + dc’)
- cd+c'd
de méme
a2— (cc'+dd") (cd + c'd’)
- cd' +dc’
par suite
aa' = cc' + dd' (P,)
et
a cd+c'd
a “cavde  (PD

Conclusion : Enoncés des formules de Ptolémée :

(P,) : Dans un quadrilatére convexe inscriptible dans un cercle, le produit des
diagonales est égal & la somme des produits des cétés opposés.

(Pz) : Dans un quadrilatére convexe inscriptible, le rapport des diagonales est
égal au rapport des son'imes des produits des cotés aboutissant aux
extrémités de cette diagonale.

P.S. : nous disons ici "coté" pour "longueur des cétés”.
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DEUXIEME DEMONSTRATION - (_Egalité des angles inscrits = Similitude)

C/A\B=C/ITB=y, équivalant a ACD=ABD=3%
exprime l'inscriptibilité
d2=a2+c2-2accosy =a'2+c'2-2a’c'cosy
donc, éliminant cos v,
(ac-ac)d'?2= (@2+c'?)ac - (a2 +c?) a’c'
= (aa' - cc') (a'c—ac)

donc d'2 - (aa'—cc') (a'c—ca’)

ac-a'c

2 aa'-cc')(ac—-a'c
et,de méme d =( ) )

a'c—c'a

donc
2

(dd)’= (@' - cc) (.g'_,): (i‘c_‘_ai)
a'c—ac
Il est nécessaire, pour supprimer les carres, d'étudier les signes des diftérences
A;zaa -cc' , A,=ac'-ac , A, = ac - a'c’
en remarquant que, d'aprés la formule donnant d2 (ou celle qui donne d?),

Ay A, A5 est positit.

L'étude des produits de cotés consecutifs fait songer aux surfaces des triangles.
Supposons, par exemple, ¢ > C'. L'égalité des angles v, déja utilisée, prouve

similitude des triangles AEC et DEB, le rapport de similitude étant

AC c
-D—B-—-E; donc > 1

Les surfaces vérifient alors
S (EAC)>S (EDB) = S (DAC)>S (DAB) d'ou a'c>ac’
= S (BCA)>S (BCD) d'ou ac>a'c

Ainsic > c' entraine A,>0 et Az>0 ,doncaussi A;> 0. D'ou les conclusions

dd'=aa'-cc' aa'=cc'+dd’ Py

.., » équivalant a .
d ac-a'c a cd+c'd (Pz)

d'  ac-ac' a' cd+dc




TROISIEME DEMONSTRATION - (Trigonométrie. Homoloqgi
Dans un cercle. les sinus des angles inscrits sont proportionnels aux cordes

découpées. Etudions donc ces sinus. Les angles inscrits v,v,,8,8, sont tels que
'y+y1 +5+51=1t, K=y+8, §=1c—A=y1+ 51

~

—C=y—81 . K+6=1t+(‘y1 —8)

>

D'ou, par exemple,
Nous posons 6= d+v,=n—(y+9,) ,angle des diagonales

1) Produits de c6tés opposés

siny sind,= —;—[cos (y—9,) +cos 9]

siny, sin 5=%[cos (y,—d)—cos 6]

donc

sinysind,+siny,;sind = ;_—[cos (y— 98, +cos (y4— 8)]
=1—[cos (A-C)+cos (A+C)]
2
=sinA sinC (1)
donc  cc' +dd' = aa’ (P)

2) Produits de cétés consécutifs
siny sind+siny,sind,= 1;[ cos (y—8) — cos (y+ d) + cos (y;— 84) — oS (Y4 + 81)]

mais  cos (Y+8)=-cos (Y, +04)

donc siny sin 8+ siny,sin 81=—;—[cos (y—8) +cos(y,—- 9, )]
=sinC sin®

de méme sinysind,+siny, sind=sinAsino

siny sind +siny, sind in G
donc Y Y4 1_ smg (H2)
siny sind,+siny, sind sinA
- dc +cd a
ainsi m—;r (PZ)



QUATRIEME DEMONSTRATION - (Le croisillon des diagonales)

(u +v =a)

Introduisons les longueurs EA=u,CB=v 4V =a
(U +VvV =a )

EC=u',ED=vV

D'apres la similitude des triangles

u_u_c
<{EAC ot {EAD

vi v ¢
_EDB ECB donnent u v d
u v d'
1)_La formule de Chasles
u+v=a, Uu+v=a donne
Cc  d Vi _ v e
= (c'+d) avec o= d'ou
v_y(S.d, a_ddcd+c'd
¥=VGE+F) 7 Fdedade  9onC
a cd+c'd
a“cdsca T2

2) La formule de Stewart (1)

appliquée a (A,CEE,D) s'écrit c2v +dRu' =a (U2+u'V)
or, le premier membre peut s'écrire

¢ (cv') +d (du) =c (c'V') + d (d'u) = u. (cc' + dd")
le deuxiéme membre s'écrit

u'v'
u(u+-—
(u+=")

a' J: a'u(u+v)=uaa'

donc l'égalité s'écrit

cc' + dd' = aa’

(P)

(1) Cette formule classique liant les distances mutuelles des 3 sommets d'un triangle et d'un point situé

sur un de ses cdtés sera étudiée en fin de la seconde partie.

I
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™

4 bis: AUTRE PRESENTATION - (Lss_simﬂilud.e_s_ggnngm)

Ty

u v u' v
=L 4) |—=Y
@ g% @ -]
Faisons apparaitre les produits de cOtés consécutifs en multipliant les 2
dénominateurs dans chaque égalité par un méme nombre bien choisi pour
obtenir une suite de rapports égaux.

Ainsi,

Ajoutons numérateur et dénominateur convenables :

u+v u'+ v et b A a _ a'
do+dc’ “cdwod  CeStade e d Tsaa g (P2

Pour (Pl ), suivant la méme idée, faisons apparaitre les produits des cétés
oOpposés.
(1) s'écrit sous la forme

u u' u

dd’ d? ' ¢

— v'
2

donc
i) 1] 1 2 1] 2 1]
cc' +dd =E(C v'+d u')
Or, la formule de Stewart donne
AV +du = g +uva = g (U +vUu) = aau
donc, en conclusion

cc’ + dd' = aa’ (P,)
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CINQUIEME DEMONSTRATION -(Un point utile)
Puisque BAC=CDB et CBA=CDB, il existe un point L de AB, construit par

ACL=DCB qui assure les 2 similitudes
(L,A,C ot (L,B,C

B,D.C AD,C
Posons AL=x, BL=y, CL=2z,
X_Cc_.Z y_da _z
ona ¢ a d ' d a ¢’
sdire x2S yodd_cd
cest-a-dire X=— , Y=/ . 2=

, X+y=a donne aa'=cc'+dd (P1)

- La formul hasl
- La formule de Stewart, donne dans ABC avec L sur AB,
2y +d?x=a(z%+xy)
donc a'[c2dd +d?cc] = alc? d? + cc'dd]
donc a' (cd + c'd) =a (cd + dc)
e & a _cd+c'd
C eSt-a-dll’e E" Cd' + dcv (PZ)




SIXIEME DEMONSTRATION - (une droite utile)

Puisque C et D sont supplémentaires, toute droite X'X telle que

(BA, X') = {CB, CA) , assure aussi (BA, X) = (DB, DA)
Menons cette droite X'X par B . Elle coupe respectivement les droites AC et AD en F
et G, formant 2 couples de triangles semblables

| , |
ABF. [a_AF_BF AF=2_ pfp-2d
ACB c a d - c c
AB.,G a AG BG 2 '
R AG=2 pg=2C
ADB" \d a2 "¢ =g BG=7
AG _AD _d
donc AF ~AF - ¢
d'ou la similitude des triangles
2
AFG . AF _AG _FG _a’a
ADC  d a a' donc  FG= ad
X’ X

- La formule de Chasles donne

FG=BF+BG = 2 9'_ad" ac'
cd C d
dol  aa'=cc' +dd (Py)

- La formule de Stewart
AF2, BG + AG2. BF = (AB2+BG. BF). FG
as(cc' +dd' _ a’a’ . a‘acd

donne =
cd? cd 52

donc a(cd +dc’) =a' (cd + c'd')

a_cd+cd (P,

c'est-a-dire =
a' cd +dc
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SEPTIEME DEMONSTRATION - (inversion)

L'inversion est la transformation ponctuelle qui, étant choisi un péle (ici, A) et une
puissance p (ici positive), transforme tout point M en M, sur la demi-droite AM 2 la

distance AM,= 7\%1' Transformons les points C, B, D en C4, By, D4

La figure présente 3 couples de triangles semblables
AC,B AD,B A C,D
A,B,,C, ' \ABy,D; ' \AD,,C,

c _a _ d d a _ ¢ c _d _ a
AB, AC, B«,’' AB; AD; B{D,;’ AD; AC; CiD,

=p 3 - - p2
donc (X) B1C1_pac,B1D1_pad,C1D1_ <d

- La formule de Chasles
B,C, +By D; =C; D donne cc'+dd' =aa’ (Py)
- La formule de Stewart

AC12.B1D1+AD12.B1 C1=AB12.C1 D1+B1 D1.B1C1.C1 D1
3 1] 1 3 1] [ PN 1
donne P 2C + 2 =P 2 + a2c2d2
cad dac acd acd

c'est-a-dire Z—

cd +c'd’
carde 02
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HUITIEME DEMONSTRATION - (]jamguts._Anp_gl_a_(Q1 )___(Qz)_._(Q3
Préliminaire :Dan riangle. le produi 2 I rodui la h r

' 0 i En effet, avec les notations
usuelles, si A" est diamétralement opposé & A, les triangles

ACH sont semblables 2R.- C. donc  2Rh,=bc (1)

AA'B b - h,

1) Pour mettre en évidence les hauteurs des triangles ACD et BCD , tragons les
paralléles & la diagonale CD par les points A et B.
Les deux hauteurs h, et hy vérifient

2R hy=cd
2Rh=cd + c'd’ 2
2R hb=c'd'> = * (2)
De méme, en nommant k Ia distance des paralléles menéesde C et D &4 AB,
2R k = cd’ + dc' (2')
h cd+c'd a_h_k . a _cd+cd
donc - “cdrde - O sin®=-=-, don T “ed rde (P,)

2) Pour introduire cc' et dd', échangeons c et d sans changer ¢' et d': Le point
1 A devient A; et a=AB devient a"=AB; h est
conservé. La formule (1) donne

aa"=2Rh donc, d'aprés (2) aa”"=cd+c'd (3)
et (P,) , appliquée au quadrilatére A{CBD donne

_cd+c'd
“dd'+cc'

J

Z— donc aa'=cc'+dd (P,)

aQ
Jous S

@)
(99
Ul

t

1
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NEUVIEME DEMONSTRATION - (des aires)

Un quadrilatére

AC=c, AD=d, AB=a

Q) (©ADB |pg_c Bc-d,CcD=a’

convexe est inscrit dans un cercle. On lui adjoint (Q2) (C, A1, D, B) inscrit dans c
cercle, avec AA1 // CD; c'est dire qu'on intervertit ¢ et d. Onpose BAy =2a"

1] Les triangles (CAD) et (DA{C) sont égaux. Donc Q, et Q, ont méme aire A
qui s'exprime par
2 A = (cd +c'd") sin CAD + (cd' + dc’) sin ADB = (cc’ +dd") sin A;DB (1)
Mais, dans un cercle, les sinus des angles inscrits sont proportionnels ai
cordes sous-tendues, donc
(cd + c'd) a' = (cd' + dc’) a = (cc’ + dd') &"

a' - cd' + dc’ (Pz)

donc, pour Q, a " cdscd

2] Evaluons les aires en considérant les hauteurs AH; pour (CAD) BH, pour (CB
BH pour (ABA,)
2A = a (AH+BH,) = a'BH
or BH=asin (A;AB) =asin (A, DB)
donc 2 A =aa'sin(ADB) (1))

() et (N) donnent cc' + dd' = aa’ (P
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DIXIEME DEMONSTRATION - (dans le plan complexe)

a) Préliminaire Considérons les vecteurs de la figure comme images de nombres
complexes, l'axe réel X étant quelconque.

. vecteur AC DB AD BC AB DG
Notation nombre complexe p p' q q' r r
r=p‘q'=q+p' v - ) "o [] [ en'. |}
{r.=p_q=p.+q.> = {rr—(pq)(p +q)=pp'+q'(p-p'-q)
C'est-a-dire rr=pp'+qq' (I1,)

et  pqa+pq=p(r-p)+p'(p-n=(p-p)r
PQ+qp'=p(r-p)+p'(p-r=(p-p)r
r Pg+pq
d == St II
onc Pq +qp (ITo)

Ces 2 formules sont générales pour tout quadrilatére.

ndition d'inscriptibilité. Les 3 couples de vecteurs

AC,DB | AD,BC | AB,DC |

ont méme direction de bissectrice X. En effet
[ (x,AS) =-(X,DB)] & [ (X, AB) =~ (x, BC)]
puisque (AT('), ATB) = (D_C'), 5§)

et, de méme, (X,AD) = - (X, BC)
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c) Conséquence Prenons X comme axe des réels dans le plan complexe, et

évaluons les arguments des produits qui interviennent.

1) Pour (Pn) les produits pp', qq' et rr' sont réels donc égaux a Ieurs:

modules, d'ou

AB.CD = AC.BD + BC. AD (P

2) Pour (P5)
Arg (p.q) = (X,AC)+(X,AD) = (X,AC)-(X,BC) = (BC,AC)
Arg (p'.q) = (X,DB) +(X ,BC) = (X,DB)-(X,AD) = (AD,DB)

arguments égaux, donc le module de pq + p'q’ est la somme des modules
lpq+p'q| = AC.AD +BC.BD
deméme |pqg+qp'|=AC.BC+AB.DB

donc (Il,) donne
AB _ AC.AD +BC.BD

= (P,)
CD ™ AC.BC + AD.BD 2
C'est-a-dire, avec les notations utilisées
aa' =cc'+dd' , & = cd+c'd’
a cd'+dc




18

Peuxieme partie
Reflexions sur les demonstrations précedentes :
Reciproques — MDigrussions de methodes

I — Préliminaires

1 — Rappel de quelques définitions et notations

(Nous prenons les exemples dans 1’étude en question)

1) Une situation est précisée (ex. 5) : géométrie euclidienne plane, Relations
métriques dans les quadrilatéres convexes inscriptibles

Nous disposons d’un référentiel (W) : ensemble des notions acquises :
Ensemble d’axiomes, de notions, de théorémes démontrés suivant une logique
connue. I a fallu préciser les dénominations, un vocabulaire, des notations et
écritures choisies. Toutefois il reste une certaine liberté de choix suivant les
circonstances. Ici (W) nous renseigne sur ’ensemble (Q) des quadrilatéres Q
convexes. L’écriture Q € (Q) peut étre sous entendue.

Pour un quadrilatére Q, I’inscriptibilité (i) peut étre « vraie » ou « fausse », &
I’exclusion des nuances « parfois », en général, « peut étre »...

2) L’assertion « Q est inscriptible » sera notée i(Q) ou simplement si Q est
sous-entendu. Au point de vue ensembliste on écrira Q € (7)

La négation de (i) : « Q est non inscriptible sera notée (1)
Les quantificateurs, s’il y a lieu, seront notés
- « Tout quadrilatére Q est inscriptible » : vQ,Q e (1)

- « Il existe un quadrilatére inscriptible » : 1Q, Qe (¥

Autre exemple d’assertion : Il s’agit des quadrilatéres Q de cotés c,d,c’,d’, de
diagonales a et a’ et d’une assertion relative a un polynéme (P) donné.

L’assertion « Pour Q, (P) = 0 est vrai » sera notée (P)(Q), ou si Q est sous
entendu, (P) ou, au point de vue ensembliste, Q € (P)
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Remarque : par abus de langage, un segment, sa longueur et la mesure de cette
longueur sont trés souvent désignés par la méme lettre a , X4 ... OU toute autre
lettre minuscule. Méme, écrire AB signifie, suivant le contexte, un segment, une

longueur, un nombre attaché & la paire (A,B) de points.

3) Une inférence est une assertion au sujet de deux assertions, du type

"Si (A), alors (B)" noté [(A) = (B)]

EXEMPLE : la négation. Notre logique & 2 valeurs associe  toute assertion (4 )
sa négation (non A) que nous noterons (A )

Le signe de négation suit la régle de double négation :
"(non (non A)) estsynonymede (A)".

ce qui s'écrit sous forme d'inférence

si [(8) = ()], alors [(B) = ()] -

Comme (A) et (B) jouent le méme réle, il y a équivalence logique

(®) = )] & [@) - )

- Un théoréme d'une théorie est une inférence entre deux assertions et leurs

negations : avec (A), (B), (A), (B), 8 énoncés de théorémes sont &
considérer.

-Une démonstration des théorémes d'une théorie est soumise i des regles
logiques, en particulier, la régle de non contradiction que nous énongons

(Th) :[(A) = (®)] exciut [(:2) = (B)]

- La transitivité de I'inférence impose

() =®)] exciut [(B) = ()]

(puisque avec (Th) on aurait [(E ) = (B )] qui est absurde).
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Par suite

(Th) :[(A) = (B) ] assure (Th) [() = ()]
mais, de méme, d'aprés la double négation,
(Th') assure (Th)

Ainsi, les 2 assertions (Th) et (Th') sont équivalentes. Ce sont deux

énoncés contraposés du méme fait logique.

Finalement les 4 énoncés possibles sont les expressions de 2 theoremes :

I'un sera considéré comme théoréme direct, par exemple

I:(A) =>(B)] équivalant a [(5) = (Z)]

l'autre comme théoréme réciproque

[(B) = (A)] équivalant a [(Z) = (E)]

Remarque - Une assertion est, en réalité, réunion de plusieurs assertions. C'est
nécessairement conséquence du vocabulaire. Par exemple, le mot "carré”
contient plus d'assertions que le mot "rectangle”. Ainsi, une hypothése est toujours
complexe. En outre, la démonstration exige le recours a des énoncés du
référentiel (W). Ainsi le schéma d'un théoréme est, par exemple :

W)

Il s'agit d'un quadrilatére Q de diagonales AB et CD

©,) . se coupant en E.
: AB=CD .
(A) { AE=EB } = [CAD=1 droil

o CE=ED

=) (B) - '
) | et la démonstration de type (D)

Noter que
(B, (A =B et ()= (B)

(A = ! signifie
(B, (2 théorémes)
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4) Réciproques

Supposons qu'une "étude directe™ a démontré le théordme direct
(th) [(A)=(B)]

L'étude réciproque cherche a démontrer le théordme réciproque
(thr)  [(B)=(A)],

ce qui est vrai ou non.

La démonstration peut suivre plusieurs schémas. Les plus simples sont les

suivants :
w) W)

<~

() ©
} = (B) } =) (A) © % =) (8B) (D)} =) (A)
Réciproque par marche inverse La réciproque fait appel & une
autre assertion de (W)

5) L'étude est-elle sompléte aprés I'étude de la réciproque ? En général, not
méme si, réciproque démontrée, on a conclu & I'équivalence (A ) <(B).

Que dire alors en cas contraire (A )? . Certes, on sait que (B) est faux, mais r
peut-on compléter cette réponse purement négative ?

Par exemple | -
"Mvérifle (M) =0 ", équivauta "Me (C) ".

Mais que vérifie-t-il s'il n'appartient pas a la courbe (C) ? Qu'est-ce qui disting
les régions déterminées par (C) ?
Nous nous efforcerons d'obtenir des études complétes.
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B - L'objet de notre étude

La premiére partie nous permet de réfléchir a I'ensemble de la situation & éclaircir.
Elle a fait apparaitre, au cours de I'étude des cétés ¢,c',d,d' des quadrilatéres
convexes inscriptibles, les sommes
S;=cc'+dd, S,=cd +dc, Sy=cd +c'd'
qui apparaissent constamment (transformées dans la 2éme démonstration en
Aj=aa'-cc, Ay=ac'-a'c, A=ac-ca’
qui détruisent la symétrie).
Les sommes S,, S,, S,, correspondent aux 3 ordres cycliques de 4
éléments, ordres non orientés :

..d,|eded|c... | ...ddeced]|d..| .. cleddc|c...
donc, aux types de quadrilatéres convexes
Q, Q, Q,
d c ¢
C d d’
¢’ c ¢’
d d’ -

On échange ¢ et d pour passer dé’”61 a Q,, c et d' pourpasserde Q,a Q,.
Chaque cycle correspond A une infinité de quadrilatéres dite "quadrilatére
articulé”. Les 4 c6tés ayant des longueurs données, un quadrilatére de type donné
est déterminé par une donnée supplémentaire : longueur d'une diagonale, un angle,
une aire ...

La convexité entraine entre les angles de tout quadrflatére la relation :

la somme de 4 angles vaut 2 x. ‘

Remarque - On ne restreint pas la généralité de I'étude par certaines conventions
de notation, telles que
C<D oubien c>c' avec d>d',

. P n . ”~ ”~
oubien A<= oubien A+B<nr...,

N

ceci pour Q, du premier type que nous considérons au départ.
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I1 - EXAMEN DES DIVERSES DEMONSTRATIONS EXPOSEES DANS LA
PREMIERE PARTIE ET DES RECIPROQUES ASSOCIEES

SUR LA PREMIERE DEMONSTRATION

On a choisi dans (W) une formule connue entre les cotés et un angle d'un triangle.
Malgré l'emploi d'un cosinus, la méthode n'appartient pas a la trigonométrie,
car nous n'utilisons le cosinus que pour abréger I'énoncé purement de géométrie
métrique : "Le carré d'un c6té d'un triangle est égal a la somme des carrés des autres
cotés, moins ou plus le double produit d'un de ces cotés par la projection de l'autre
sur lui” - "Moins" si I'angle est aigu, "plus” s'il est obtus. (On voit la commodité de
I'emploi du "cosinus" qui unifie I'énoncé quel que soit I'angle).

A/

1 De plus, pour des angles saillants Aet B ,
A S A [X+§=n]@[cos;\+cos§=0]
| \\ ’ ~ ~ ~ ~
Y et [A+B<n]@[cosA+cosB >0]
; \ ce qui apparait clairement sur la figure.
O
Schéma de la démonstration
Posons S, =cc' + dd' S, =cd'+dc’ S; =cd + c'd’
2 §,48
. e a's éaz aa'=S; (P,
(1) = A+B=1r.p 2 S,S, = a S,
a“= = =a (P
S»2 a 2

a) La réciproque ZPI = (1) se démontre en inversant la démarche directe.
2

b) Les réciproques (P1) = (1) et (P2) = (1) peuvent étre étudiées sous

les formes contraposées, comme conséquence de la non-inscriptibilité (1)

('I) = [R+§¢n]
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Supposons pour la suite

cosA+cosB<O

(k) A+B >n, doncC+D <x et ~ A~
‘ cosC+cosD20

L'égalité correspond a linscriptibilité.

Or, le calcul donne :

2cd c'd’ (cosf\ +COS §) = -S3a'2+S1SZSO
2cd c'd (cosﬁ+cosﬁ) = -Sza2 +85,8320

S
Ainsi [a'22 S1—:—§] < [azss1-é—2] , I'égalité caractérisant I'inscriptibilité.
3 3
Il en résulte, comme conséquence de (k) ,
a'$;2as,
Ainsi (1) =>(P,), cestadre (1) (aSz+ a's,)

et la non inscriptibilité est caractérisée par i = aS, = a'Sy s1 @ est la diagonale

joint les sommets des angles dont la somme est supérieure a x .

Etude de (P,)

1) On vérifie I'identité algébrique

2

2 8483 (2 S4S5) _ ,_, 2 Sy :
(1) (a— 32)(a 5, = (aa'-S,) §2_S_3(a82_a33)

Nous avons vu que le 1er membre est négatif ou nul, donc

[aS,-2S3 =0] = [aa'-S, =0]
Ainsi

(cas ou toutes les parentéses de (] ) sont nulles).




25

2) Examinons les conséquences de (P,
Cest-a-drede p=aa'-(cc'+dd)=0 etplus généralement le signe de p.

Un angle au moins du quadrilatére convexe est aigu, soit c <§

Le 4éme sommet D du quadrilatére convexe ACBD est intérieur a (aABB).
£ Pour un point D, , nous posons
AD;=d;, BC;=c} , CD,=a
Soit D, un point de l'arc AB du cercle (ABC) de
centre O, de rayon r. SiI'on prend sur un rayon OD,
deux points D, et D, associés par OD, .OD, =12, un

théoréme (que nous puisons dans (W) exprime que

. ; MD, DD,
le lieu des points M tels que MD; - DD,

est le cercle de centre O passant par Do, donc le cercle (ABC). Ainsi, par suite de

'homogénéité en a',c',d de p=aa'- (cc' +dd) ,
de a'2 C'2 d'2 (k _ DO D2 )

—>0

DoD;

ondéduit p,=kp, .

Ainsi p,et p; sont de méme signe... s'ils ne sont
pas nuls. (On précise méme que, si D, est intérieur au
cercle, k est supérieur a 1, donc Py > Py... par suite

non nul !).

Mais il reste toujours a démontrer que (P) = (]).

' Si C'est exact, p1 et p2 ne sont pas nuls quand D1 et
D2 ne sont pas sur le cercle et, par continuité, une seule
positionde D suffit pour déterminer le signedep .

Par exemple, prenons D au milieu de AB,

,a a ' t
gonc d=c=§ alors p=§[2a—(c+d)]<0

Ainsi, s'il est vrai que (P1) = (J) , un quadrilatére
convexe non inscriptible vérifie aa' < cc' + dd'.

Nous verrons plus loin des démonstrations de (P4 ) = ( 7). Mais la réciproque

en question n'est toujours par démontrée.ll faudra puiser dans () |
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SUR LA DEUXIEME DEMONSTRATION

L'inscriptibilité est exprimée par I'égalité de 2 angles inscrits, ce qui donne un réle
spécial a une des paires de cotés opposés (d,d") alors que (c,c’) est traité comme
(a,a).

Il en résulte qu'au lieu des sommes S, , S, , S;, apparaissent des différences.

Ay =aa'-cc', A, =ac'-ca' , Az = ac - a'c’

Pour étudier la réciproque, reprenons le calcul
sans I'hypothése d'inscriptibilité.

CAB = Y, COB = Y

Parexemple y<y¥ donc &§>&

ACD=5, ABD=§'

c'est-a-dire

cosSyY>CcoSY , ¢€O0S 6<cosd'

d2=a?+c?-2accosy = a2+c2-2a’c cosy
donne

2dca'’c’ (cosy —cosy') = (d2 Az+A;4,) > 0
2 aca'c' (cos§ ~cosd') = —(d2 A,+A,4,) > 0

On ne peut poursuivre sans I'étude des signes de Ay, Ay, A,
Dans la démonstration directe, cette étude a été faite au moyen d'une similitude
conséquence de linscriptibilité. On est désarmé sans cette hypothése. La méthode

valable pour le théoréme direct ne conduit pas & une démonstration des réciproques.

On notera comment une méthode, qui rompt la symétrie des rbles des éléments
complique profondément I'étude en cachant la structure symétrique du probléme.
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SUR LA TROISIEME DEMONSTRATION

La méthode est tras naturelle pour qui connait la trigonométrie. Elle permettra I'étude
des relations métriques en question. Les formules fondamentales de la trigonométrie,
"formules d'addition” sont du second degré en cosinus et sinus.
Les réles symétriques des cotés font naturellement étudier les produiis
cc'etdd'; cdetc'd' ; cd etdc:
donc [siny, sind, etsiny sin d,] ; [sin ysin § et sin ¥ sin o] ;
et [ sin ysin 3, et sin v, sin 3 1.

D'ou la solution donnée, trés naturelle bien qu'elle semble étre une vérification.

(On remarquera la souplesse des calculs trigonométriques par opposition & la rigidité
des calculs algébriques. Encore faut-il de Fexpérience pour bien les diriger! Ceci est
particulierement sensible dans I'étude des réciproques).

Réciproques - L'hypothése est I'ensemble des relations
cc' =dd' =aa’ (P 1)

cd +c'd' a
cc'+dd  a' (P2)

Comment s'inspirer de la démonstration directe ?
8 angles interviennent sans compter

C 5 ST’ A,B,C,D liésspar A+B+8+D=21n
T' 1 C, ~ ”~
-8 = y+8,= 7Y+9§, 6:81+8' 5=y1+8'

Les 4 c6tés c,d,c',d' sont liés aux diagonales a,a', par

A
d : , A
¢ 4 =-—°¢ . d a___.¢c _d ¢
y D sinA siny  sin 3, sinC siny, siny 3
C
D a' c' d' a c' d A

ﬁ sinB sino =siny' sinl’)\—sintfsin&'1 . d
¢

C

. d,

o
O
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Chacune des relations y=7, § =8', 7y, =y, 8, =98 , suffit dexprimer

linscriptibilité et en déduire () et (P,) . Il faut donc démontrer I'une d'elles, mais
ce qui précéde ne nous guide pas.

On peut, de diverses maniéres, exprimer dans le cas général

_cc'+dd'
aa’'

_a(dd'+cc')

X =2 (cd +cd)

et y

en fonction des angles.

Quelle voie suivre bour étudier les signes de x et y et au moins voir que
x=1 et y=1]

entraine l'une des conditions qui exprime l'inscriptibilité ?

Nous abandonnons ces calculs, ayant seulement démontré:

®,)

=
(V)
S

(P,)

Remarque

Nous ne persistons pas a suivre des calculs quand nous ignorons comment les
diriger. Certes, la persévérance est une vertu, mais lillustre mathématicien Emile
BOREL aimait & affirmer : "La premiére qualité d'un mathématicien, c'est la paresse ...
CGa veut dire qu'il faut réfléchir au lieu de travailler". Dans notre cas, "travailler”
signifiait "calculer". Devant un probléme inattendu: Borel marchait longuement de
long en large, jusqu'a s'arréter et déclarer d'une voix calme : "Eh bien, voila | ", et la
méthode & suivre était énoncée, avec ses points forts ou délicats. Le reste était un
travail de tacheron bien dirigé (non sans difficultés parfois, et souvent trés intéressant
pour nous !).

Accepter de toujours suivre n'importe quel filet d'eau dans la steppe conduit trop
souvent, non pas au lac espéré mais au désert ol il se perd.
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SUR LA QUATRIEME DEMONSTRATION

" Préliminaire : Remarque sur les croisillons et "les géométries".

On peut mettre les croisillons a la base des diverses théories géométriques dont

l'ensemble constitut la géométrie élémentaire. (Cf. Un itinéraire de géometrie

élémentaire - Lucienne Félix, IREM de Bordeaux - document interne).

Nous nommons "croisillon” I'ensemble de 2 segments AB , CD qui se coupent en un

point E . Présentons-les en allant du singulier au général.

N

D

.
—>

,
s N
’

rd

-
B

1) Croisillon du carré : deux segments perpendi-
culaires, se coupant au milieu de chacun d'eux.

1') Croisillon du losange : segments perpendicu-
laires, se coupant au milieu de chacun d'eux.

1") Croisillon du rectangle : segments égaux se
coupant au milieu de chacun d'eux.

lis sont & la base de la géométrie métrique.

2) Croisillon du parallélogramme : segments se
coupant au milieu de chacun d'eux.

Base de la géométrie affine.

3) Croisillon inscriptible EA.EB=EC.ED
Base de la géométrie anallagmatique (Inversion)

4) Croisillon complet : les 4 sommets du quadrila-
tére sont portés par 4 droites qui se coupent 2 a 2
en 6 points (A, B, C, D et A'B'). Joints 2a 2, ces 6

- points déterminent 3 diagonales formant le triangle
des 3 points diagonaux E,F,G.

Base de la géométrie projective.

(Birapports - Harmonicité )
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5) On peut considérer le crolsilion du carré comme
-Y C base de la géométrie de plan complexe , les 2
O segments perpendiculaires sont portés respective-

¢ ¢ x
= A ment par
Dty I'axe des réels OA=1, OB=-1 et
Y I'axe des imaginaires :OC =+1i, OD =-i

ETUDE DE LA QUATRIEME DEMONSTRATION

Elle est basée sur le croisillon inscriptible, caractérisé par la formule

(1) :uv=uv

L'étude fait appel aux similitudes de 2 paires de triangles, caractérisées par la

proportionalité des cétés. Quelle que soit la démarche qui introduit ceci, la
démonstration, depuis son hypothése jusqu'a ses conclusions, est uniquement
métrique avec l'appel aux formules de Chasles et de Stewart.

1) Le probléme des réciproques

Si vraiment les angles n'interviennent pas, on peut supposer, dans des calculs
intermédiaires, que l'angle 6 des diagonales est droit - alors (P ) et (P,)
s'expriment immédiatement grace & la formule de Pythagore en introduisant les 4
radicaux

V u2+ u'2 .y v2+ v'2

V u2+ v2 , Y u'2+ v'2
Le probléme est de démontrer que (1) uv + u'v' =0 entraine (P1) et (P2) et,
inversement, que le systdme (P1),(P2) ou méme, si possible, que chaque
assertion (P1) ou (P2) entraine (1). Ceci parait sans espoir. Et que serait-ce

T

5 !

sans I'hypothése 0=

Et pourtant, grace aux formules de proportionalité, on démontre (P2) sans
peine... Et méme la démonstration (4') montre que cette démonstration n'est
qu'un jeu d'écriture sur les formules de proportionnalité et la notion d'addition
des longueurs. Mais la démarche ne peut s'inverser, car il a fallu associer 3 -

formes de la condition d'inscriptibilité pour en déduire (P2).
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Pour (P1) il nous a fallu faire appel & une formule non évidente, celle de
Stewart, par une démarche géométrique. De plus, cette formule est
remarquablement simple. On comprend qu'elle ait été distinguée, méme si son
importance est surtout historique (introduction de Ia trigonométrie dans la
science). C'est elle, la formule de Ptolémée. Quant 2 la réciproque, la méthode
que nous étudions ne peut étre inversée puisque 3 aspects de l'inscriptibilité sont

utilisés.

2) Appel a des fonctions

a) Pour (P,)

Etant choisis le triangle CBD et le point E sur CD,
faisons varier x = BM, donc les longueurs qui en
dépendent CM =y, OM = z et les angles
OMC = q et BMO = V.

Si x subit l'accroissement Ax, y etz subissent
des accroissements qui, au 2éme ordre pras, sont
Ay=Ax.cos¢ , Az=Axcosvy.

nous étudions le polynome

Py (x)=ax—(c'y+dz) dont ladérivée par rapporta x est
P'y (x) =& —(c'cos ¢ +d' cos y)

Si M estau point A sur le cercle dirconscrit & CBD
nous savonsque x=a et Py(a)=0 (théoréme direct)
Or,alors ¢=y, y=B et Py(@=0

Si M est extérieur au cercle, (x>a), ona @<y, y<d
donc la dérivée P, (x) est négative.

Si M est Intérieur au cercle (x < a), alors P',(x) est
positive.

Conclusion compléte pour (P,)

(1) & [(P1)=0] , (’I)@[(P1)<O]
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b) Pour (P,) le polynome a étudier est

Py(x)=x(dy+cz) ~a'(yz+c'd), nulpour x=a
P,(a)=a(d'c +c'z)- a'(cd +c'd") = 0
donc Py (x) = (d'y + €'2) + (d'x - a'z) cos ¢ + (¢'x - a'y) cos v
puisque Yx=cCcos¢ , 2, =cosvy.
Au voisinagede A (x=a, y=c, z=d ,¢9=vy, ¥ =3 ), nous reconnaissons les

expressions connues

Sz =cd'+c'd’ A, =ac'-ca’
S, =cd' +dc' I', =ad'-d'a

P,(a) = aS2-a'S3=0
P, (a) =S2+T2cosy+A2cos8 dont nous cherchons le signe.

Sans restreindre I'étude, on peut supposer ¢>¢',d > d' en choisissant les notations.
A Tl'occasion de la 2éme démonstration, nous avons démontré qu'alors on a, outre

S2>0, I2>0 e A>0 donc P, (a)>0.

Donc, au voisinage de A, point du cercle (CBD), P, (x) est croissant.

Si M estintérieur au cercle, f,— < 9—d+—°d-
- a cd'+ dc

. : : a _cd+dd . oo @ _ cd+dc
Si M ui est extérieur, a > odede cest a-dire a < cd+od

Il faudrait compléter cette étude en étendant ce résultat a toute la région oi M peut
étre, mais la méthode suivie ici ne semble pas s'y préter. Encore une fois, nous

abandonnons ['étude.
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SUR LA CINQUIEME DEMONSTRATION

L'introduction du point L est une astuce remarquable. On n'y pense pas
naturellement, car les similitudes en évidence d'aprés I'énoncé sont celles que
forment les diagonales. Les 2 similitudes concernant L donnent immédiatement
(P,) etindirectement (P,).

La réciproque s'étudie en reprenant la construction de L dans le cas d'un
quadrilatére quelconque.

Le point L se construit par %l' = (ﬂD\B
ACL = DCB
N CAL
La similitude de {CDB
c X 2z cc'
donne a "o Ca donc x—'é'r‘
Mais ACD = fCTB, avec —:—, = az_ assure la similitude
[AcL y g _dd
{LCB donc 93 donc y= ~

Ainsi, pour tout quadrilatére convexe,
a'(x+y) = cc¢' + dd’

Pour (P,) [aa'=cCc'+dd] < x+y=a
Or, l'alignement A, L, B donne CAB = C’E')\B qui exprime l'inscriptibilité, donc
(1) (P et (1) & [aa'<cc' +dd]]

‘Pour (P,) I'étude conduit si directement & (P, ) que l'on songe & utiliser (P, )

pour étudier(PZ) car la méthode proposée ici se préte mal a I'étude de sa
réciproque. ’

Rappelons que l'on sait passer de (P,) a(P,) enconsidérant Q,, Q,, Q.

Remarque : L'introduction de L qui "tombe du ciel" est, pour I'éléve, le type méme
d'une démonstration qu'il déclare "trés maligne, mais qu'il faut apprendre par coeur” |
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SUR LA SIXIEME ET LA SEPTIEME DEMONSTRATIONS

Ces deux démonstrations ne sont pas, en réalité,
distinctes, mais nous avons gardé les deux rédactions
pour mettre en évidence les aspects différents d'un
exposé suivant que l'on utilise des propriétés
demontrées dans le cas particulier en question ou bien

comme application d'une théorie générale connue.

Ainsi, la 6éme démonstration apparait ici comme "tombée
du ciel", comme la 5éme démonstration. Au lieu
d'annoncer "il y a un point remarquable”, nous lisons ici
“il y a une droite remarquable”. En réalité, nous
appliquons la transformation par inversion d'un cercle en
droite, annoncée dans la 7éme présentation.

On notera que dans la 6éme démonstration (la 1ére de celles que nous examinons

ici), nous construisons 2 couples de triangles semblables et en déduisons le 3éme

couple, tandis qu'avec la connaissance de la théorie, l'inversion, nous connaissons

les 3 couples de triangles semblables dés le départ.

Réciproques. L'inversion traduit les propriétés de Ia droite en celle du cercle, en

A

particulier le théoreme de Chasles sur la droite en
propriété (P, ) de Ptolémée et inversement

1) o (P))
De plus, si le quadrilatére n'est pas inscriptible, ayant
transforme le cercle ACD en la droite C, D, , le point
B; n'est pas sur cette droite.
Alors C,B,+B;D,> C,D, donne cc'+dd' >aa.

L'étude de (P,) est compléte.




Rtude de (P,)
8ulvons les notations de la 7éme démonstration.
Les calouls inverses de ceux qui ont été suivis font, grace aux relations (K) remonter

de (P,) & la formule de Stewart

La réciproque compléte de (P, ) oblige done & étudier 1 cas de non
alignement de B4C4Dy. L'inversion donne |

EE—L QE—L dE—L

IB?’ A‘c;l KD_;'

Q'EP_ELE.L_’ °l!p+5_j&_’ d'gp_ﬂ_

AC;.ADy 1. ABy ACy.ADy
AC;.AD;

done _ (1) .—ir “AB,.0D; d'ol

i
1=!(°d +0'd") 1 + aDj B°1 - (ABl) -I-le.IOl

P C1A91 * am,)"AD;A0;  (AB,)"+AD,.AC;
—-L—!-(Gd'*dﬂ') _ (A1)!-51°1*(!A°1)g:191
P AB4.(AC1)". (ADy)
dene
adscd _ [ABy+BD;.BO,

e R
[AD; BC,+AC, .ByD,] AB,

Rtudions par exemple
AC;.AD;

{:

(1Y k2

Pour éclairalr 'écriture, posons ABy = b, , AC; =0, , AD,; =d, , (1') e'éerit
(b1! * 51 D1 ' 5101 ) 0191 ; d1ﬂ' 5131 * °1E| 51 D1

L'alignement By Dy + B, G1 = G, D,
denne I'égalité dans (1') par la fermule de Btewart, dene (P, ).
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Le non-alignement B, D, + B, C, > C, D,
est compatible avec (2) a la condition

d,?.B,C, + ¢,2.B,D; < (B, D,+B,C,) (b,2+BD, .B,C,)
ce qui donne par inversion

a2 < (cc'+dd') (cd + c'd')
cd' +dc’

Mais nous avons vu dans |'étude de la 1ére démonstration que cette inégalité

~ a . - . a _cd+c'd
corrcsponda A+ B>m, ce quiestlacondition pour avoir T <ocdrde

L'étude est compléte.

SUR LES HUITIEME ET NEUVIEME DEMONSTRATIONS

Enfin une étude géométrique | De simples relations relatives aux triangles et aux
cercles circonscrits conduisent aux formules désirées.

Etudiant des produits de longueurs, il est normal de songer aux surfaces, donc & des
hauteurs de triangles. Il se trouve que la méthode conduit directement & (P,) . On

obtient (P,) par l'idée d'introduire le point A; qui associe au quadrilatére considéré
un second quadrilatére avec la 3¢me diagonale.

Si I'on avait clairement vu I'ensemble des 3 quadrilatéres Q Q, Q, , on aurait pu
démontrer d'abord (P, ) et en déduire (P,).

Mais la recherche des réciproques ne se présente pas bien. Si le quadrilatére n'est
pas supposé inscriptible, chaque triangle a son propre cercle circonscrit et rien ne
reste du raisonnement.

Notons que les expressions cd +c'd', cd' +dc' et cc'+dd' s'introduisent ici par
des considérations géométriques relatives & des aires de triangles en évidence sur

la figure. Cela fait mieux apparaitre leur significiation et leur réle que lorsqu'elles

apparaissent au cours de calculs.

b
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SUR LA DIXIEME DEMONSTRATION

Préliminaire.

Nous avons considéré un quadrilatére Q convexe de sommets A C B D, de cotés
¢c,dc,d,de diagonales a, a' et lui avons associé 6 vecteurs (et leurs opposeés),
donc, déns le plan complexe, les 6 nombres complexes p,q, p', q,r, r'. Maisles
formules qui nous intéressent ne comportent que les 4 longueurs des cétés et les 2
des diagonales qui s'en déduisent. Or, ces 4 longueurs de cbtés permettent de
construire 3 quadrilatéres convexes. A partir du premier, Q , on peut construire Q,

en permutant les segments de longueur |p|, |[g], et Q, en permutant les segments
de longueur |p|, |q'| . Ainsi sont notés, avec p=p'+q+dq,

— — — — — —_

vecteurs _AC DB AD BC AB DC
complexe p p' q q' r r

——— — ey ec—p — —

vecteurs A,C DB A,D BC A,B DC
complexe Py p'i=p d, q'i=q" Iy ry=r

vectewrs AC, DB AD BC, -‘AB DG,
complexe P2  P'2=p Q2=q Qs fro=t ra’

avec |pJ=lal , laq;l=lpl
Ipol=1a1 , 1ax1=|p

Conséquence de la formule démontrée

Pour Q II = rr—(pp'+qq)=0
Nous déduisons aussi bien

Pour Q, I, = ryri—(pyP'+q,q)=0
‘Pour Q, I, = rry—(p,p'+qq’,) =0

Inscriptibilité. Les cordes égales BC, = DA, forment avec BD les cordes

égales C,D =BA, , d'ots 3 longueurs de diagonales que nous nommons
Irj=a,|r|=a",||=a".

Ou bien les 3 quadrilatéres sont inscriptibles, ou bien aucun n'est inscriptible.
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Le théoréme direct a montré, par I'étude des modules, que, dans le cas de
linscriptibilité, on a les 3 formules
(Py) aa=cc'+dd , aa, =cd+dc’ , aa=cd+cd
et, dans le cas de non inscriptibilité,
(Py) aa'<cc'+dd , aa, <cd+dc’ , aa=cd+cd
cas ou les produits pp', qq', r r ne seraient pas de méme argument,
c'est-a-dire ne peuvent devenir réels par choix d'un axe X.

L'étude est compléte pour (P ). En particulier, pour le quadrilatére Q
()= (P;) e (1) = [n<0]

Etude de (P,)

Dans le cas d'inscriptibllité, les formules de (P, ) donnent

a _cd+cd a' _cc'+dd a; cd+dc (P,)

a’ cd+dc’’ a; cd+cd ' a cc +dd

Mais ces formules ne permettent pas de conclure au sens des 3 inégalités
correspondantes en cas de non inscriptibilité , ni méme si une égalit'é subsiste. I
faut considérer les conditions géométriques concernant les arguments dans le cas
de non-inscriptibilité.
Ainsi, (1) & (Py) = (P,) mais (P',) n'est pas étudié
L'étude géométrique des angles a été faite dans les commentaires sur la 1ére
démonstration . L'énoncé démontré était

[a(cd +dc) <a' (cd + c'd)] si et seulement si [K +B> 1:]
[ égalité, (P,) ] si et seulement si [R +B= n]

Donc

®,)
© ) =

<) (p,)

De plus, le cas ( T) est complétement élucidé.
L'étude est compléte, mais cette fin ne fait plus appel aux nombres complexes.
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111 - NOTE SUR LES FORMULES DE CHASLES ET DE STEWART

Ces formules nous servent toutes deux a exprimer l'alignement de 3 points sans
introduire d'angles. Leurs réles sont différents.

A) Usage de ces formules
Soient 2 points A et B, AB=a2a

a) Par définition, E estun point du segment AB.
Onpose AE=u,BE=v.
Ecrire u+v=a estune fagon de traduire la situation a l'aide des notations
données, W

b) Pardéfinition, E vérifie AE=u , BE=v.
Alors la formule é =U+V (formuie de Chasles) exprime I'alignement
de AB,E, le point E entre A et B (c'est-a-dire E € AB ). Cest une
condition nécessaire et suffisante pour l'alignement, car le non-alignement
entraine a<u+v daprés les axiomes de longueur.

c¢) 3 points non alignés A,B,C déterminent un plan. La

formule de Stewart est vraie quand E appartient
au segment AB., Elle s’écrit

(St) : AB.CE? = BE.CA2+ AE.CB2- AE.BE.AB

ou encore
BE.CA2 + AE.CB? = AB (CE2 + AE.BE)

(Cette formule figure dans le "recueil de théorémes généraux de géométrie”
publié en 1746 par I'Ecossais Mathieu Stewart).

Mais c'est la réciproque qui exprimerait 1'alignement.
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La différence des réles des deux formules en question est trés clairement illustrée
par la 4éme démonstration des formules de Ptolémée de notre 1ére partie :

- D'abord, on considére 2 couples de segments constituant les diagonales a
étudier. La formule de Chasles, deux fois utilisée est donc a la base de I'étude.
Des similitudes introduisent des rapports, étuments de la formule ( P,) du 32me
degré. | .
- D'autre part, E est considéré comme point d'un segment cété
commun de 2 triangles. La base de I'étude sera donc deux applications de la
formule de Stewart, ou bien, en simplifiant, une application de la formule de Stewart
a l'un des triangles, complété par une application de la formule de Chasles
introduisant le sommet du triangle non utilisé. C'est cette 2éme méthode que nous
avons appliquée.

B - ETUDE DE LA FORMULE DE STEWART

1) Dans l'esprit de notre 1ére démonstration des formules de Ptolémée,
introduisons 2 angles inscrits du quadrilatére convexe ACBE , ici

CEA et CEB

CA® < CE’+EA’-2CEEA cosGEA | EB
Des formules

c8® = CE°+EB’-2CEEB cosGEB | EA

nous déduisons, par combinaison linéaire :
CAZ.EB + CB2.EA = CE2 (EA+EB) + EA.ED. A

avec A = [(EA+EB)—2CE (cos@+cos B/E\C)]

V B o [E< AB] [EA+EB=AB] @[cosA’E\c+cosB’E\C=o]

E donc A = EA + EB
[Ec AB] = (st)

Mais la réciproque n'est pas évidente :

[Ee AB] = [EA+EB > AB] @[cosA’E\CJrcosEE\c;eo]

Il faudrait étudier A
Nous abandonnons I'étude de la réciproque.
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2) Suite de I'étude de la formule de Stewart.
Apreés cette décision d'abandonner, j'ai un remord et un souvenir : D'abord il est
clair, d'aprés ce qui précéde, qu'il s'agit en réalité d’une étude metrmue du
quadrilatére, donc au centre de notre sujet.
Et puis, un souvenir - A l'oral de mon concours d'entrée & I'ENS de Sévres (en
1920, il y a 70 ans!), en réponse au probléme de géométrie qui m'était posé, je
proposai d'utiliser la formule de Stewart. L'examinateur, ironique (ou peut-étre
intéressé?) me demanda : "Etes-vous trés calée sur ‘_ie théoréme de Stewart ?”. Je
répliquai que j'en connaissais deux démonstrations, et cela orienta I'exameri; Et

voici qu'aujoud'hui, fabandonne la question au lieu de tenter de I'approfondir !
C

Précisons donc la question (nouvelles notations).
Il s'agit d'un quadrilatére A,B,C,X dont les sommets ABC sont
donnés, le 4éme X, variable, appartient & la région a AB b

* pour assurer la convexité.

\\L;{ S CX coupe AB en E et X est surla demi-droite EX.
y
On considére la fonction

¥ (ABC, X) = CA2. CX + CB2. AX - ( CX2 + AX . BX) (AX + BX)

Enoncé direct [Xe AB] = [¥(ABC,X)=0] - dsmontré
contraposé [‘I’ # 0] = [X 3 AB]

Enoncé réciproque [‘{’ = 0] = [X € AB] - 3 studier
contraposé [X 3 AB] = [‘P # 0]

Nous dirons qu'au cas X e A:B , le quadrilatére est dégénéré. La question

est de savoir si la formule de Stewart caractérise les qua-

drilateres convexes dégénérés.

La question de la réciproque est toujours sans réponse.
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3) Examen des conséquences de la formule de Stewart

Notations
EC' prolongeant CE
CA=a CB=b CE-=t
AE...G,,BE—B C'A=a' C'B‘—'b' C'E=t'

Plagons X en E puis en C', et appliquons la formule de Stewart aux 4 triangles :

(

(ABC,E) : ¢;=a’B +b’a —Ky=0 ...avec......Ky=(a+B) (2 + af)

F) (ABC'E): ¢,=a"B+b’a —Kp=0 ...avec...... Ko=(a+B) (t%+ ap)
. 2
(ACC',E): gy=a’t+a’t “Ky=0 ...avec...... Kz=(t+1') (@ +1t')

2
K(BCC', E): ¢=b t+bZt —Ks=0 ...avec..... K= (t+1') (@ +tt)

Ces 4 relations ne sont pas indépendantes et on ne peut résoudre le systéme en a,
a, b, b’ . Les combinaisons linéaires d'élimination donnent seulement 2 relations.

Bt)a’~ ()b = H, vee |1 = tKi+aKe= =Ko+ B K,

(G)
(at')bz_(Bt)a'2= H2 H2 =tK1+[5K3=—tK2+aK3

ce qui donne
Hi=tt(Bt'+at)+ap (at'-pt)
Hy=tt' (act'+Bt)+apf Bt +at)

Finalement, le probléme de la réciproque peut s'énoncer :
Connaissant les relations
(p;) : a2B +b2ax —(oc+B)(t2+aB)=O_
et (G) qu'on peut écrire

at(b'z-.- Bz) =t [t(B t-ot)+ ;3(a2— az)]
B t(a'z- az) =t [t (at-pt) + a(bz— [32)]
démontrer que la nullité de

¥Y=a2b'+b%a - (a2+b?) [(t+1')2 +a'b]
entraine t=0

(G")
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Notons l'identité

(W) ¥-g,=[22('-B)] + [b2(a' - )] - [(@+Db)ab —(o+B)aB]
+[[@=-0)+(-p)t] - [[(@+b)+@t+t)t]

expression formée de 5 crochets qui sont, ou bien tous nuls ou tous non nuls.
Le théoréme direct est alors évident, mais pas la réciproque.

Cette recherche directe ne permet pas de conclure, mais I'étude tentée ici n'a pas

eté entierement vaine : la relation (W) est curieuse et les formules (G ), bien que -
peu simples, sont intéressantes : valables pour tous les quadrilatéres convexes. Nous
les nommerons "seconde formule de Stewart" : la premiére concerne les c6tés
consécutifs et la seconde les couples de c6tés opposés.

(Comment ne pas songer aux deux formules de Ptolémée qui concernent les mémes
couples dans le cas du quadrilatére inscriptible !)

Mais ces formules trop compliquées sont en réalité inutilisables. On peut juger
que ces essais ne sont pas dignes d'étre conservés. Nous les laissons figurer sans
honte pour montrer comment une recherche se poursuit en réalité quand on n'est pas
guidé par quelques indications ou par les intuitons de I'expérience et du talent, sinon
du génie.

Il est déja bien d'imaginer des voies & explorer et de s'y engager méme si elles
n'aboutissent pas au résultat espéré.

4) AUTRE DEMONSTRATION

Dans le plan complexe, conservons les notations de la dixiéme
démonstration des formules de Ptolémée (Premiére Partie).

Le quadrilatére plan convexe AB,CD est défini, par exemple, par les nombres
complexes q, p, p', d'ol

pP=q+p'+q , r=p-q , r=p+q
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Pour étudier la formule de Stewart, faisons jouer a r un réle spécial en partant de

d'ou

2 2 2 ,
p=r+q' p=r+q +2rq
g=r—p’ g =r’+pi-2rp

donc, par combinaison linéaire
(s) P’ +0a°d =r(p+q) + pq(p+q)

formule vérifiée par tous les quadrilatéres plans.

La formule a démontrer concerne les modules que
I'on calcule en connaissant les arguments.

Mais bornons-nous a appliquer (S) au cas de 4
points alignés A, ,B, ,C,D, lespoints A, et B,
étant les projectionsde A et B surladroite CD.
On obtient la formule

3 4
2 2 2
(8;) CA, .DBg+ DA, .BC = (BoA, +DB,.BL) (DB,+BL)

C'est la formule de Stewart pour 4 points alignés.

Nous introduisons Ay,A en écrivant la formule de distributivité sous la forme :

2 2 2
A A .DB, + A A .B,C = A A (DB,+BL)

Ajoutons membre a membre et appliquons la formule de Pythagore

2 2 2
(syy CA .DB,+ DA .B,C = (B,A_ + DB,.B,C )DC
formule de Stewart pour B, aligné avec CD et A quelconque du plan.

Remarque : Les nombres complexes n'ont servi ici qu'a découvrir I'identité (S,)

. . . . n 2 2 ——2
que le calcul des abscisses vérifie sans peine. Mais le role de CA",DA",B,A

suggere d'étudier la réciproque par la géométrie analytique.
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Réciproque de la formule de Stewart.

Prenons comme axes de coordonndes x'x sur CD et y'y sur B'é:, et posons BB,
BBo=h ,CB,=a , B,D=p
etCB=d', DM =c', nombres tous positifs.

Déterminons le lieu des points A (x,y) vérifiant

—_2 —_2 2
c'AC +d'AD =(c'+d')AB =K ,Kdonné.

L'équation s'écrit

d’ B c'[(x+oc)2+ y2] + d'[(x—B)2+ yz] - (c'+d") [x2+(y+h)2]=K

Ainsi, aprés simplification

2(dc’-Bd)x-(C+d)h (2y+h) =K

1) h=0, donc c'=B, d=a e BeCD
si K=cd(c'+d) tout point A convient
si K=cd (c'+d) aucun point ne convient

2) h#0 Tl'équation est celle d'une droite dont tous les points conviennent.

Ainsi la formule de Stewart n'assure pas l'alignement CBD.

C - QU'EST VRAIMENT LA FORMULE DE STEWART ?

J'ai évoque, dans mes souvenirs, une "seconde" démonstration digne de l'intérét
de mon examinateur en 1920. Quarante cing ans plus tard, lorsque je rédigeais
un manuel de géométrie (la 2éme partie du livre "Géométrie de Terminale" dans
la collection Donnedud [ed. Dunod] ), le chapitre 8 (§ 3,1) rencontre tout naturel-
lement le théoréme de Stewart. Ceci grace au renouveau apporté par
l'organisation de la mathématique par les structures. C'est I'époque ou, par
exemple, le "centre des distances proportionnelles” fut baptisé "barycentre”,
notion importante de géométrie vectorielle.
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L'étude de la somme
S(M) = o, MAZ + 0, MA2 +...+ o, MA 2

était traitée comme fonction du point M sur l'ensemble @
des points A; affectés des coefficients o,ie{1,2,..n}
Le barycentre de cet ensemble est Gp de coefficient p tel
que

P=Z0; , Z(oy, GAy) =0
Une élévation au carré scalaire permet d'en déduire

—a2
S(M) = pGM*+ = (o, GA,)
C'est la formule de Leibniz.

(Qui a collé cette étiquette sur cette formule ? OU et comment ce détail est-il
introduit dans l'oeuvre immense du savant (1646-1716) ? On cherche en vain dans

les 40 colonnes qui lui sont consacrées dans le "Dictionary of Scientific Biography” de
Princeton ).

Or, la "formule de Stewart" n'est autre que le cas particulier le plus simple de la
formule de Leibniz : I'ensemble e n'a que 2 éléments.

Eclairés par la lumiére de la situation générale, nous pouvons, sans revenir a
cette source, proposer une solution simple de la formule de Stewart

La formule de Stewart est Ia formule de Leibniz dans le cas de 2 points A, et A,,
leurs coefficients sont tels que le barycentre G est entre A et A,.
lls sont donnés par

M GA;, AG _ AA;

Oy oy (l1+(12

La formule est donc, entre longueurs

—_—2 —2 _—2
A,] G A2 GA. MA; + GA{.MA = A,A, (VG -+ GA, GA,)
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D - EXPOSE FINAL DE L'ETUDE DE LA FORMULE DE STEWART

Aprés la recherche précédente, proposons un exposé qui, en réalité, est une
vérification des résultats.

1) Il s'agit de 4 points ABC D du plan. On étudie les 2 égalités
(sty) DC.AB? + DB.AC? - BC[AD?+DB.DC] = 0
(sty) DC.AB? + DB.AC? - [DB +DC] [AD? +DB.DC] = 0

Les 4 assertions & étudier sont

héorémes dir leurs contraposés
(E;): [De BC] = [(st,) vrai] (E'y): [(sty)faux] = [De BC]

(E;): [DeBC] = [(sty) vrai] (E'): [(sty) faux] = [De BC]

mﬁQ&me.s_mm leurs contraposés
(Fy): [(sty) vrai] = [De BC] (Fi): [DeBC] = [(st,)faux]
(F2): [(st;) vrai] = [DeBC] (F,): [De BC] = [(st,)faux]

Nous allons considérer le triangle BCD comme
Y donné et utiliser les axes de coordonnées X'x portés

par BC et y'y parla hauteur DO. O entre B et C
x//l\\x BD=c,CD =b, BO = v, OC=p, OD =

— 2 2
) A a=BC=B+ v, p =b=h2, v =c2_p2
DY, remarquons l'égalité
by2+c B2 = (b+c) (bc-h2)
_x = OH y=HA BH =x4+~ CH=x-8
S)Elugidﬁ_fﬁl).

() : bI(x+7)? +y2] + c[(x~B)2+y?] —a[x2+ (y+h)2+bc]=0
c'est-a-dire
(st,) : (b+c—a)(x2+y2)+2(by--c[3)x—2hay+[by2 +c[32+a(bc—h2)] =0
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(E;):[DeBC] donc y=c¢, B=b,b+c=a et h=0
Le terme constant vaut (b + ¢) bc — abc = 0, nul comme chacun des autres
termes, donc (st;) est vrai. Ainsi, le théoréme (E,) est vral.

Réciproque Contre exemple

A

Les diagonales AD, BC sont orthogonales
et se coupent en E : BE = 1, EC = 3, ED = 4

W

E C Trouver z = EA pour assurer (St ) vrai.

e/
\ 5(2 +1)+J‘(z +9)—4(z+4)—20w/—

(1 + Vi7) 22 -32z-(59+11Y17) =0

z, = 8,61

D ainsi [ (st,) vrai] n'assure pas [D e BC ]
Etude de (st,)

(sty) : Les 2 théorémes directs (E,) et (E,) sont équivalents gréce a I'hypothése
a=b+c, doncle théoréme (E,) est vrai.

Réciproque - Prenons la forme (F3) . Dans (sty) les termes en x2+Y2disparaissent.
Il reste I'équation d'une droite, lieu des points A vérifiant (stp) quand BCD est
donné. Donc, ' |

comme (st;), [(st,) vrai] n'assure pas [D e BC ]

Remarque :

Dans ces problémes ou il n'y a aucune difficulté mathématique, I'important est de
bien poser la question. Quelle différence entre étudier une reciproque que I'on
espére ou méme croit vraie, alors qu'elle est fausse, et I'aborder sans idée précongue
ou, mieux, en soupgonnant sa fausseté ! Et quel risque d'erreur ! Voyez LEGENDRE
et I'axiome des paralldles. Quant 2 I'exposé systématique, il n'est guére possible
qu'aprés avoir réussi |'étude, en conclusion de celle-ci, ou bien en suivant des

indications regues. Mais cela restreint la recherche 2 la situation particulidre

proposée.
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REMARQUE GENERALE

Des étapes successives, séparées par des arréts constituent une démarche
normale. L'exemple le plus célébre est celui que détaille Henri Poincaré de sa
decouverte des fonctions Fuchsiennes ["L'Invention Mathématique”, chapitre il de
"Science et Méthode" - Flammarion 1912). L'alternance des périodes de recherche

consciente acharnée et de travail inconscient exige du temps.

A 'humble niveau de ma premiére expérience d'un probléme non préparé ["Une
hauteur d'un triangle coupe le c6té perpendiculaire en H , le cercle circonscrit en A',
une autre hauteur en U . Que dire des trois points ?]. Travail toute la soirée. Nuit de
bon sommeil et, au réveil, lllumination ! Joie inoubliable |
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CONCLUSION DE LA DEUXIEME PARTIE

La note précédente, complément de I'étude, nous invite & une réflexion
d'ensemble:

Nos longs essais infructueux illustrent le fait qu'une méthode qui utilise
exclusivement les définitions et les théorémes qui s'en déduisent directement ne
conduit pas, en général, & la résolution d'un probléme particulier un peu complexe.

Ceci justifie I'absence dans notre étude d'une voie vers la solution qui parait
s'imposer : utiliser la pure géométrie cartésienne : choix de 2 axes de coordonnées
et d'une unité de longueur - introduire 2 nombres pour chaque point, un radical pour
une distance, une équation du second degré pour un cercle et un déterminant
de 16 éléments pour la condition d'inscriptibilité.

Il faut, pour découvrir et exposer une solution, utiliser les particularités de
la situation, introduire des éléments auxiliaires opportuns, en particulier des
angles et la trigonométrie, des vecteurs et la géométrie vectorielle, éventuellement
des "imaginaires” et le plan complexe, et méme (nous n'en avons pas eu l'occasion
ici) de la géométrie dans I'espace que I'on projetera! C'est I'examen de la question
posée qui nous y incitera.

Par contre, c'est une vision de la structure fondamentale reconnue dans la
situation & étudier qui place la question dans un large paysage éclairé ol nous
reconnaissons I'objet de notre étude, avec ses lumiéres et ses ombres.

Il est plus facile de traiter une question si on la rattache a une théorie générale
dont elle n'est qu'un cas particulier que d'explorer une situation pas a pas, guidé
seulement par les observations locales plus ou moins cohérentes.

Mais la notion de facilité est toute relativeElle dépend de I'état de I'acteur. Il en
est de méme de Ia notion d'utilité.

Une théorie générale est prestigieuse, au sommet de la hiérarchie des
connaissances; elle satisfait & un besoin de I'esprit. Eclairant tout un domaine, elle
donne la réponse & de nombreuses questions, ce qui justifie les efforts faits pour
I'acquérir. i

Mais un cas particulier est souvent étudié par priorité pour une utilisation
immédiate. Et puis, il peut avoir une beauté spéciale. On peut admirer un site
pittoreste dans un paysage grandiose ! Nous n'avons pas a décréter une hiérarchie.

Concluons par une sentence chére & notre illustre Maitre de I'E.N.S. de Sévres,
Emile Picard, que j'entends encore énoncer :

"l ne faut pas mutiler I'esprit humain dans la recherche de la vérité
par un exclusivisme ridicule et infécond".
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TROIS1EME PARTLE
I - NOTE HISTORIQUE

Nous avons examiné les formules de Ptolémée comme un probléme scolaire
posé dans le cours de géométrie a un quelconque détour du programme; nous avons
decouvert, puis examiné, des chemins tracés a partir de diverses situations connues:
la seule condition était d'arriver au but déterminé d'avance par les guides
expérimentés.

Mais ce fut autrefois un domaine inconnu & découvrir, exploration nécessaire aux
besoins des navigateurs et observateurs de I'époque, & ce qui devait, en particulier
en mathématique, devenir la science des angles, la trigonométrie. La base en fut la -
formule dite "d'addition". :

cos (f\+§) = cosAcosB -sinAsinB
"cosinus" et "sinus" n'étaient que de simples dénominations de certaines longueurs
"demi-corde” ... ou de certains rapports de longueurs. lls devinrent des fonctions
d'angles, différentes des "fonctions algébriques” de nombres.

L'égalité (aa'=bb' + cc') qui est nommée "formule de Ptolémée” est 3 la base de
la creation de Ia trigonométrie. De cette relation metrique, on déduira des relations
entre les angles parce que l'inscriptibilité d'un quadrilatére dans un cercle est un lien
entre conditions métriques et conditions angulaires

Sans aborder un difficile historique, montrons seulement comment, de la formule
de Ptolémée, on déduit la formule d'addition des angles.

Comme on ne considére ici que des angles saillants, un
demi-cercle nous suffit, de diamétre CB . Deux points de
l'arc de cercle, A et D; sont sommets de deux triangles
rectangles. Les propriétés de I'angle inscrit assurent la

similitude des triangles EAD, ECB, donc Eé— =adT
2CD . osp=MB . e . cinpll
Or, par définition cosy-—d—,—, cosB—d, ; smy_d, ; sin =5
_ _EA_d
cos@=cos(B+y) = EC - g

Donc [AB.CD=cc' +dd'] donne
cos (B+7) = cosB cosy - sin P siny
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Remarque.

Pour obtenir la formule d'addition qui introduit la trigonométrie, il aurait suffit de
démontrer la formule de Ptolémée dans le cas particulier ot un c6té du quadrilatére
est diametre du cercle circonscrit, mais cette restriction simplifierait-elle la
démonstration ? Non ... en tout cas pour les démonstrations sans appel a la
trigonométrie que nous avons exposées (n° 4, 5, 6, 7, 8).

11 - RETOUR A L'ESSENTIEL

On ne peut qu'étre frappé par la variété des chemins qui aboutissent aux
formules en question. C'est qu'elles ne concernent que des intersections de
segments, les sommes, produits, rapports de leurs longueurs, ce qui semble sans lien
direct avec I'hypothése d'inscriptibilité du quadrilatére. On peut étudier
successivement ce que signifient :

A - L'existence d'un quadrilatére et ce qu'entraine I'hypothése d'inscriptibilité

B - La structure combinatoire de la conclusion exprimée par les formules
algébriques.

C -La réalisation géométrique de cette structure.

Ne peut-on comparer cette situation a celle du travail du sculpteur :

- préparer le platre,

- construire le squelette qui le soutiendra, )

- réaliser la statue en modelant le platre autour du squelette suivant le réve de
I'artiste.

Etudions ces trois points pbur mettre en évidence le travail du mathématicien.
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LA SITUATION ETUDIEE

La recherche de la démonstration d'une ou deux formules relatives au

quadrilatére inscriptible ne met pas en évidence I'ensemble de la situation. L'étude
faite conduit & concevoir un plan d'ensemble.

1)

2)

3)

4)

1)

Il s'agit de 4 longueurs données.

Existence de quadrilatéres dont les c6tés ont ces longueurs.

Si un quadrilatére répond aux conditions d'existence, 3 familles de quadrilatéres
articulés conviennent.

Parmi ces quadrilatéres, lesquels sont inscriptibles ?

Un quadrilatére de chaque famille, donc 3 quadrilatéres convexes ont les cotés
de longueurs données.

Qu'ont en commun ces quadrilatéres inscriptibles ?

lls ont méme rayon' du cercle circonscrit. lls ont 2 a 2 une diagonale égale, d'ou 3
longueurs de diagonales.

Quel systéme de relations métriques concernant les 4+3 = 7
longueurs introduites caractérise ces quadrilatéres ?

Un systéme de 2 relations pour chaque quadrilatére, donc 6 relations dont 3 sont
indépendantes et les 3 autres en dérivent.

Examinons ces points (en conservant les notations utilisées).

Existence de quadrilatéres dont les c6tés ont des longueurs données
c,c',d,d'.

D'aprés les axiomes de longueur, chaque c6té est inférieur
a la somme des 3 autres, et il suffit de I'exprimer pour le
plus grand c6té.

Donc d'<c+c'+d si d estle plus long cété.

Le triangle ABC est déterminé si I'on donne la longueur a
vérifiant d-c<a<d' +c.

Le triangle ABD enrésultesi |d—c'|<a<d+c.

Or, les inégalités imposées & d' assurent les inégalitésd'-c<d+¢ <d' + ¢
donc l'existence d'un intervalle pour g . Ainsi la condition imposée au plus grand
coté assure l'existence d'une famille de quadrilatéres convenables, formant un
quadrilatére articulé pour l'ordre ... d' |c,d,c',d| ... d'ou 3 quadrilatéres
articulés correspondant aux 3 ordres cycliques des 4 cétés.
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2 ) Conditions d'inscriptibilité (Faisons I'étude pour (Q,) )

Condition nécessaire et suffisante exprimée par I'égalité entre angles opposés
do Q:C+D=n, cestadire cosl=-cosD
En n'introduisant que les cétés des triangles ABC et ABD, la condition s'écrit :
[a?=]c?+d2 —2cd' cos® = ¢2+d2+2cd cos O
(c2+ d'2) - (c'2+ d2)

2 (cd' +dc')

donc cos 9 =

valeur unique qui convient bien car
2 2 2 2
__1<(c+d ) - (c +d)<1
2 (cd'+dc")

s'écrit C+d)2 >(c-dR , (c-d)? < (c'+d)2

condition assurée puisque chaque c6té est inférieur a Ia somme des trois autres.
Ainsi, tout quadrilatére articulé comprend un et un seul quadrilatére
Inscriptible, et la situation étudiée comporte 3 quadrilatéres

inscriptibles qui différent par l'ordre cyclique des 4 longueurs données.

3 ) Comparaison de ces 3 quadrilatéres Qq, Qg Q,

lls sont inscriptibles dans un méme cercle.

A2 En effet, & partir do Qq (A,C;,B,, D;) de c6tés successis

C3 B B
B

C A\‘ ‘ Dy p, ©dc.d, onobtient @, (A;,C,,B, ,D,) en remplagant A

par son symétrique A, par rapport & la médiatrice de CD
et Q; (A3,C3 ,B3 ,Ds) & partir de Q; en remplagant C, par
son symétrique C, par rapport a la médiatrice de AB.

3 .
De plus, ces 3 quadrilatéres ont 2 & 2 une diagonale égale (comme

sur la construction indiquée), donc au total existent 3 longueurs de
diagonales que nous nommons
a et a' pour Q,, a' et a" pour Q,, a"et a pour Q.

4) L'étude des relations métriques sera faite aprés la partie (B) qui en décrit le

squelette.
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B - SCHEMA DE STRUCTURE

1) Un ensemble de 4 éléments {f, g, f', g'}

3 cycles non orientés f g g f g g
gl f 1 gl pl f f '
6 paires d'éléments Il feg ® feg \ fef
consécutifs - 2 paires feg feof feg
par cycle a 2 cycles Il feg ® feg \ feg
opération ¢ commutative feg geg' geg'
3 paires de paires Nz ® I Z, \ ® Z, \
opposées I I I

opération 0 commutative (feg)0(f'eg) (feg)0(f'eq) (fef)0(geg')

2) Un ensemble de 6 éléments { k; k', ; kyK'y5; ki,kg}

3 couples — Opération , . .
G =k Tk, G=kT K, q3=k;Tk,

T commutative

Une relation <= gy <=>%, Qp <=>Z, Qz <=> X,

symétrique

3) Cas particulier. Les éléments k réduits & 3 par
ki =Ky=k kKy=K;=K k,=K3=K" donc

Kek <=> [(ff)0(g°g") ] K'ek <=> [(f-g)0(f'+g') ]

I, KK <=> [(fg")0(fg)]

Une opération non-syméirique, simplifiable, notée

1Ky o= y(9)0(Fg), oz ((0)0(Fg),

o | F 5 taieg K7 enotrg)
Ky cen (10000,
K (f-g)0(f-g’)
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C - DU SCHEMA AUX FORMULES DE PTOLEMEE

1) Introduisons les éléments mis en oeuvre par le schéma : 4 éléments
c d ,c,d sontles longueurs des cotés d'un quadrilatére convexe.
Suivant l'ordre des coétés ayant ces longueurs, nous avons défini 3
quadrilatéres
Q (cdc'd), Qp(deccd), Q(dc,cd).
D'ou, dans le plan orienté, 3 ensembles ordonnés de vecteurs

Qq :(cy,dy,c'y,d'y) || Qa:(c'2,C2,c'1,d") || Q3:(d'3 d3,C'3 €3),
avecpour ie {1,2,3) ,IEJ=C, Ia]=d, Ic—ﬂ=c', l(ﬂ:d'

A - a+ai+(_::i+a:i=0

Intéressé a la fois aux longueurs et aux angles, passons

D dans le plan complexe. Désignons les nombres complexes
> /| - — - —
¢’ yipourc;, y'jpourc';, z;pourd;, z',pourd

1 - donc  y;+yi+2z;+2; =0 pour ie (1,2 3)

- Les vecteurs diagonaux des quadrilatéres. Suivons Q. Aux vecteurs

5i = (Ef" 8’1) = —(671+671) correspondentles  fy Y1+ 2¢ = —(y'4+2'1)
— - — — nombres complexes { ' ,
a'i= (e dy) = —(cy+dy diagonaux Xy =y1+ 2y ==(y1+2z)

2] Suivons le schéma.

Donnons aux signes "e" et "Y" le sens de produits de nombres complexes,

au signe " I—1" le sens de quotient et au signe " <=>" le sens de déduction
logique. Peut-on donner au signe " 0 " un sens satisfaisant ?
Des définitions résulte , pour Q, ,

X; X'y = (Y, +z1)(y1+z'1) =221 +Y,(y,+2, +2')

donc Xy X'y =24 2"y -y, y'; d'o,, en module pour tout quadrilatére

a;a'y s cc'+dd'
(IT) { aj, a', < c'd'+dc’
aga'z < cd+c'd

On voit qu'on a donné au signe "0", entre 2 nombres complexes u et v la
signification uOv=|u-v].
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Conditions d'inscriptibilité

Nous avons vu en Ag) que, dans le cas de linscriptibilité, les quadrilatéres

Q,, Q,, Q;, ont 2 a 2 une diagonale de méme longueur et nous avons posé
ay=a,=a, a=az=a", a=a,=a

La condition d'inscriptibilité s'exprime par une égalité entre les arguments de

nombres complexes et il suffit de I'exprimer pour un des quadrilatéres. Nous

choisissons Q et allégeons I'écriture en omettant les indices | .

L'inscriptibilité s'exprime par
(Argy-Arg z) + (Argy' - Arg z) =T1
d'ou (Argy + Argy') = (Arg z + Arg 2') +11
C'est-a-dire Arg(y,y)=Arg(z,2') + 11
“donc les vecteurs représentant yy' et zz' sont paralléles de
sens contraires.

Par suite
lyy'-22'|=|yy'| +|zz| pourQ,, donc aa'y=cc' +dd'
et, avec la remarque notée plus haut, dans le cas d'inscriptibilité,

aa'=cc'+dd et,deméme, aa"=cd +dc eta'a=cd+cd
a_cd+cd . a'_cc'+dd . a" cd+dc

d'ou a' cd'+dc’’ a cd+cd’' a cc+dd

ensemble des formules de (P, )

Ainsi, nous avons parcouru la route logique suggérée par la structure du

probléme.

Apreés la réponse & la question préalable : "De quoi s'agit-il ?", on a constaté que

I'algébre des nombres complexes s'y adapte parfaitement. Il a suffit alors d'un pas

géométrique (une égalité d'angle exprime I'inscriptibilité) pour atteindre la

conclusion.

Mais on n'en apprécie que mieux I'élégance de la géométrie |
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111 - RETOUR AU REEL ELEMENTAIRE

De notre étude se dégagent 2 stratégies d'esprit différent :

1)

2)

Analyser les hypothéses pour déterminer la structure de la situation et développer cette
structure.

L'étude apparait comme une réalisation particuliére de cette structure. Ceci engage A chercher
d'autres réalisations par extension ou généralisation.

Analyser les conclusions demandées pour en déterminer les particularités qui suggérent des
voies de déduction.

Ceci restreint I'étude & la situation mais permet d'approfondir celle-ci, de mieux
connaitre sa spécificité.

Nous présentons ces 2 stratégies en conclusion de notre étude.

Rappel des notations a=u+v, a=u+v, c¢c,dd

3cycles (cdcd) ; (dccd) ; d.dcc)

: Inscriptibilité . aa'=cc' +dd' . a _cd+cd
W : 0 ¥ P =cdsdo

A - EXEMPLE DE LA PREMIERE STRATEGIE

Structure de I'hypothése réalisation géométrique
&) uv=uv R (J) & double similitude
L] v'
p1=—, P2=— , ,
Notation ’ () _d =
v p1 d ] p2 c
0 s[prpe=
u
Déduction Notation

, u'+Vv=u(p+p2)
@) a=u+v a=u+Vv
u+v =u(1 +pqp2)

a.,c
u'+v' _ P1tpy ) 1’= d ¢
u+v 1+p1p2 a 1+i._c;
d ¢
Réciproque
N u'+v u'+v'
= ¢ cd'+dc’
u+v u'v' a_
{(') = *'U(1 +——2-) a cdrea TV
u
‘u‘, . L'inscriptibilité est
v=yl
u équivalentea ®,)
Conclusion i) o () ) o (P2)

Nous n'étudions pas ici (P, ). L'étude est incompléte.
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B - EXEMPLE DE LA DEUXIEME STRATEGIE

1) L'observation des conclusions (P,) et (P,) montre que, seuls, les
produits des 2 c6tés des quadrilatéres inscriptibles en question interviennent
dans les conclusions ainsi que le produit de 2 diagonales. D'ou I'appel au
théoréme connu :

"Dans un cercle, le produit de 2 c6tés d'un triangle inscrit est égal au produit du
diametre par la hauteur correspondant au 3é¢me cé6té" - D'ou, pour l'ensemble
des triangles inscrits dans un cercle :

(Th) "Le produit de 2 cétés est proportionnel a la hauteur relative au
3éme cété".

2) On étudie les quadrilatéres inscrits dans un cercle dont les cétés ont
pour .ongueur c,c',d,d". Une paire - de cétés détermine un triangle
inscrit dont le 3éme c6té est diagonale du quadrilatére. D'ou 6 triangles dont
les périmétres sont formés des longueurs

(cda) et (c'd.a) , (cda) et (c'da) , (cc'a") et (d,d',a")
déterminant 3 quadrilatéres convexes, de diagonales a,a',a".
- Chaque paire (a,a), (a'a"), (a",a) de ces longueurs appartient a un triangle
inscrit d'un second type.

3) Construction d'un triangle inscrit
de cétés a et a'

Partons par exemple du triangle SUU'
(SU =¢, SU'=c¢', UU'= a") et construisons
son cercle circonscrit. Puis portons
UT=UT =a', d'ol ST=a,ST=a' et
UT =d'. Le triangle TST' obtenu vérifie
TT' // UV

4) Construisons les hauteurs SH de
(TST), SH, de (SUU') et TH, de (TUL).
Elles sont liées par SH = SH, + TH, .
D'ou, par (Th),

(P,) aa'=cc'+dd et de méme a'a"=cd +dc' et a'a" =cd + c'd’

llenrésute (P,) 2 _cd+ed’. — a _ cc'+dd' a" _ cd'+dc’
2 a' cd'+dc’’ a cd+cd ' a cc+dd

Et les réciproques ?
Si l'on atteint son but en se laissant glisser sur une piste en forte pente, il faut
s'attendre & des difficultés pour remonter.
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Reflexions finales

Il faut mettre fin & cette exploration qui risquerait de concerner tous les chapitres
de la géométrie élémentaire et tous les aspects de la didactique!

L'étude de la formule de Ptolémée semble appropriée a nos exigences qui ne
sont pas celles de I'écolier chargé d'arriver & une conclusion déterminée a partir
d'une hypothése déterminée en utilisant une méthode déterminée et qui, finalement,
triomphe lorsqu'il écrit C.Q.F.D.

Etudier les quadrilatéres plans convexes, c'est travailler sur des objets bien
déterminés (nous avons, au début, montré que les figures comprennent des angles
de toutes valeurs, ce qui était totalement inutile, mais matérialisait en quelque sorte
les objets considérés). |

La propriété d'inscriptiblité dans un cercle a une signification claire et familiére,
mais elle peut s'exprimer de diverses fagons : appel au centre et au rayon - aux
angles inscrits égaux ou supplémentaires - aux produits des segments du "croisillon"
des diagonales - aux similitudes - aux hauteurs ou aires de triangles - & la
transformation par inversion et méme au plan complexe ... que de voies possibles
vers le but proposé : découvrir des relations métriques entre les c6tés et les
diagonales !

Puis le probleme de la réciproque, restreinte si la conclusion est "I'égalité
obtenue suffit 2 assurer I'ancienne hypothése (ou n'y suffit pas)", compléte si les cas
d'inégalité sont étudiés aussi. Les exigences ne sont pas toujours pleinement
satisfaites. -

Nous avons joint a I'étude des formules de Ptolémée celle d'une formule utilisée
pour les premieres démonstrations : cette formule de Stewart aurait donc,
logiquement, di étre étudiée au début - Elle ne semblait guére intéressante; sa forme
compliquée ne se préte pas a un élégant énoncé facile & mémoriser! - Elle se
présente comme celle de Ptolémée : étudier un quadrilatére convexe dont les angles
satisfont & une condition. Celle-ci , concernant Stewart, est la plus simple et, en fait,
se démontre trés aisement - Mais elle n'introduit pas les cotés symétriquement, et la
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réciproque est d'autant plus difficile que le théoréme direct est simple - remarque que
nous avons déja faite en d'autres occasions. La vraie nature de la formule de Stewart
la rattache a une autre théorie.

Une évidence s'impose lorsqu'on fait I'effort de mise au point d'un texte
mathématique : il y a un va-et-vient entre la technique qui exploite par la logique les
propriétés de la situation mathématique proposée dans I'hypothése et, d'autre par,
I'appel a I'imagination qui, en confrontant les conclusions possibles aux hypothése,
trouve les voies a parcourir pour atteindre le but.

L'Art dirige et compléte la technique.

Lucienne FELIX
(Eté 1990)
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QUE CHOISIR ?

Un peu de géométrie trés élémentaire

par
Lucienne FELIX

"Dans la recherche et surtout dans les applications, la plus
grande difficulté est souvent de reconnaitre quelles sont, parmi
les données, celles que l'on doit utiliser.”

J. Hadamard.




ENONCE PROPOSE :
Trois points A, B et C sont sur un cerg_lg 157

Les milieux des arcs successifs I?C CA, AB sont nommés A’, B, C',
Déterminer la mesure de l'angle de AA’ et B'C.,

I - Etude systématique du probléme.

1 - De quol s'agit-il ?
Précisons les notations.
Un cercle /@2 centre O rayon r
3 points de 1w A B, C segments OA, OB, OC, AB, BC, CA
3 milleux des cotés Ay, B;, G segments OA,, OB,;, OC,,
AlBl’ BICI, ClAl
3 milieux d'arcs A,B, C A'=0A, Nnryw
B'= 0B, N rg
C=0C;nre
Relations
OA=0B=0C=r
BAI = AIC CBI = BIA ACI = C B
—~ ~—~ Lo

BA'=AC=a CB=BA=p ZC=-Tg=y

Théories connues

- Addition des arcs, addition des angles.
- Correspondance entre arcs, angles au centre, angles inscrits
- Angles de 2 cordes se coupant a l'intérieur ou 3 l'extérieur du cercle.
- Tout angle a 2 bissectrices perpendiculaires
Tout arc a 2 milieux diamétralement opposés.
D'ou 3 points A", B", C" du cercle, vérifiant : -

AA' 1 AA" BB' 1 BB" cc Lce
et 4 points de concours des bissectrices.
J=AA'NBB'NCC' - J,=AA'NBB' ACC - Jg - Jg
- Somme des angles d'un triangle.
- Les 9 points du cercle et le centre O définissent 9 rayons et 9 }2( 8 = 36
cordes, c'est-a-dire 45 segments formant % = 990 angles a

comparer 2 4 2!
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La question est bien "que choisir ?” pour en déduire la conclusion demandée.

La méthode générale comporte 4 étapes :

a - Déterminer des sous-ensembles (s’ d'éléments suffisants pour
caractériser la situation, en fait ici, suffisants pour construire les
€léments qui complétent la description de la situation.

b - Choisissant un de ces ensembles 1%, faire une figure comprenant les
éléments qui semblent pouvoir permettre de faire une chaine de
déductions utilisable.

¢ - Construire une chaine logique avec ces éléments qui aboutisse a la
conclusion demandée. Figure définitive.

d - Examiner cette chaine pour obtenir une rédaction convenable, courte
si possible.

Compléter par des remarques : comparaisons entre diverses méthodes
qui ont abouti ou non. Extensions possibles de la question traitée.

Des notations et dénominations.

Des conventions particuliéres au probléme doivent étre éventuellement
explicitées.

L'usage permet de noter par le méme signe un élément géométrique et sa
mesure par une unité précisée. Ici nous allons prendre comme unité d'angle
I'angle droit et comme unité d'arc le demi-cercle.

Trois points quelconques du cercle étant
donnés, P, Q, T et P' étant milieu de l'arc
QT, nommant ¢ la mesure de I'arc 613
nous pouvons écrire : !
.- (%Z' =Pll.;;r =(:>{>'2 gz‘) 1/2 (PQ, PT)
(p = N = . i = ,

I~ - S -,
¢ =QPP'=PPT = 1/2°QPT = 1/4(Q0T)
Notons pourtant que si le texte n'utilise
que des angles, nous pouvons convenir de
prendre comme unité le radian, et I'angle

-
droit sera défini par xOy =1§t

Notons qu'avec notre choix d'unité, les paramétres introduits a, B, y sont liés
par: :

a+B+y=1
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Diverses solutions du probléme

Nous allons suivre I'énoncé et partir du cercle r#’et de 3 de ses points A, B,
C pris arbitrairement, d'oq les poinits A, B', C' et les mesures o, B, La
disposition des points étant connue nous simplifierons la rédaction en
nommant les arcs et angles de facon qu'ils soient tous positifs, compris
entre 0 et 2, un sens d'orientation étant choisi dans le plan.

1ére solution

[Angles opposés par les sommets]

P
AB'=a+p

= ﬁ'+KE-=1

donc (AA", ¢) = 1, c'est a dire AA’
perpendiculaire a B'C'
C.Q.F.D,

2éme solution
[La somme des angles d’un triangle vaut 2]

Soit H l'intersection des cordes AA' et B'C'.
IK)ng le triangle AHB', nous connaissons
‘AB' = +
T =y
La somme de ces angles vaut 1 donc le
troisiéme angle vaut 1. droit.

C.Q.F.D.

AA' est bissectrice de ﬁé Soient K et L
les intersections de B'C' avec AB et AC
'KA=B+y =m
Le triangle KAL est isocéle, donc sa
bissectrice AA' est perpendiculaire a la
base KL, c'est a dire B'C',
C.Q.F.D.




[Symétrie - Bissectrices concourantes]

Les:3 bissectrices AA', BB' et CC' du
triangle ABC se coupent en J, donc les
triangles AC'B' et JC'B' sont symétriques
par rapport a B'C'. Par suite AJ est
perpendiculaire & B'C'. Or la droite AJ est

l1a droite AA'.
Ainsi AA' est perpendiculaire 4 B'C',
‘ C.Q.F.D.
[Une bissectrice extérieure]

Soit A" le milieu de I'arc EA\B La corde
AA", bissectrice extérieure de BA est
P_grpen;lg:ulai’xs aAA'. Or,__
l;'_{\" = CA";\CB' =1/2(CAB)=B+7y) -8
BA"=y=AC'
Ainsi C'B' est paralléle 4 AA", donc 4 AA'.

: C.Q.F.D.

Tragons C'D paralléle 4 BC. Le point D
. —

vérifie DB'=CB'-CD = -« ,

D'autre pa/ri, A", diamétralement opposé a

; D
y : ) A, vérifieA"A=1-2y+0)=B-vy
xL p ‘:o )x Ainsi DOB' = K'AA.
i
!

De sorte que DC' L A'A" entraine C'B' 1 AA'

B \‘ : C
] 4 C.Q.F.D.
ol “\‘ '

A

7éme solutio,

[Angle de 2 cordes se coupant hors du cercle]

Les droites BC et C'B' s€ coupent en S.
L'angle de ces cordes est CSB' = f§ - Y.
Or comme plus haut : A"TA'A = § - Y
Donc A"A'LCS = SB'1AA
C.Q.F.D.




[Angles au centre - Angles alternes internes]

Corisidérons les deux triangles isocéles

AOA' et B'OC'.

Soit 0oz médiatrice de B'C'.

ZA=BA-BZ=B-1/2(B+y=1/2 (B-y
s,

done ZOA=p-y

Maisw =1/2(2-A0A) =1 - (2y+4 o)

donc AAO =B ~vy

L'égalité ZOA = AJITC‘) est celle de 2 angles

alternes internes, donc AA' paralléle 4 OZ

est perpendiculaire 4 C'B',

C.Q.F.D.

[Axes de 2 triangles isocéles]

OC' est médiatrice de AB
' donc
- OZ est médiatrice de C'B'

0z, 0C) =1/2 (0B, OC) = /2128 +Y]1=B+vy
et (OZ, OA) = (0A, OB) - (OB!, 0Z)=B-v
Mais (AA', OA) =1/2[2 - (OA, 0AY]

=1-Qy+o)=p-y
Ainsi (OZ, OA) = (AA', AO)
et AA' est paralléle 4 OZ, donc perpendiculaire &
B'C

C.Q.F.D.

[Géométrie analytique]

Axes de coordonnées :
A’x : tangente 3 /i
A'y : diamétre

Il faut calculer les coordonnées de C' et B' en

fonction de a, B, y liés para+B +y=m,

Nous cherchons seulement les coefficients

angulaires de AA' et de C'B',

Or (x, AA)=a+2B=1 +B-7

et (x, CB) = (a+ ) - c+Y=B-v

Sans autres calculs, nous obtenons le résultat

demandé : (C'B', A'A) = 1. Droit.

COFD




Examen des solutions proposées

Ces solutions ne sont guére distinctes par le fond, mais leurs formes sont
variées pour leur rédaction comme'il apparait par les différentes figures
dessinées.

* L'ensemble /% choisi est toujours le méme : la circonférence /% et les trois
points arbitraires A, B, C de cette circonférence, donc, A et 2 des 3 nombres
of,yliéspara+B+y=1

La conclusion demandée distingue le point A, donc, en réalité, /) = A B,
avec B+y< 1. .

C'est bien le cas pour la 3¢me solution. Pour la seconde, il faudrait dans cet
esprit, ne pas introduire o dans la démonstration.

Second exposé de la 2éme solution.

Données: /&, A, B,y , B+y<l
ABC =y
_AAB'=1/2BAC+CAB'=[1-(B+)+p]=1-7
donc AB'C' + A'AB = 1. droit,
Ainsi dans le triangle AHB', AHB' = 1. droit.
C.Q.F.D.

Notons qu'introduire o comme paramétre auxiliaire peut étre utile en
allégeant Y'écriture,

Remarque : L'énoncé donné frappe par le contraste entre le role symétrique
des points A, B, C, donc aussi des points A'B'C' dans la situation et du role
spécial de A dans la conclusion. En réalité la question posée est :
"Démontrer Fensemble des 3 relations AA' 1 B'C', BB' 1 CA,CC'LAB"

mais la solution étudie chaque relation séparément : "De méme..."

Construire effectivement tous les éléments en question a partir de ceux de
¥ n'est pas indispensable : ceux qui interviennent dans le raisonnement
suffisent. Les lignes de construction, dessinées en pointillé ou en couleur
peuvent méme étre effacées (par exemple les petits arcs tracés pour
construire une bissectrice). Du reste, une construction précise n'est pas
nécessaire au raisonnement, pourvu qu'elle respecte les propriétés
topologiques. Pour un probléme comprenant plusieurs questions, les
esquisses partielles seront utilement complétées par une figure d'ensemble
suggestive. Il faut choisir les éléments arbitraires de /% de facon a éviter
d'obtenir des figures trés particuliéres : points qui semblent alignés,
triangles qui apparaissent comme isocéles ou rectangles, ce qui égarerait
aisément Vintuition du chercheur.
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Le double langage : celui des arcs, celui des angles, a été utilisé dans
'énoncé. Cela est justifié car la description de la situation par les relations
entre arcs est suggestive, inspirant une figure claire et simple. Mais les
conclusions sont relatives & des segments. Dans le cours de I'étude, on ne
peut se borner a ne considérer que des arcs, donc le second langage
s'impose. Les puristes l'adopteront dans les démonstrations, mais nous
avons préféré utiliser les deux, librement, pour la clarté et simplicité de la
rédaction et de figure. Mais il faut préciser le vocabulaire et la traduction, en
particulier I'accord des unités.

La tiche du maitre dans l'enseignement élémentaire. Le sujet étant choisi,
la rédaction de I'énoncé importe. Quel est le but du travail proposé ?
Contrdler la connaissance d'un cours enseigné ? Appliquer des théorémes
connus a la situation ? Etudier librement la situation et se poser des
"problémes ouverts" ? La question est-elle "Que remarquez-vous ? Que peut-
on tenter de démontrer ?" ou bien simplement "Démontrez que... ?"
L'énoncé, sans donner la réponse, peut poser une question précise : "Que
vaut tel angle ?" en indiquant une voie : "Utilisez telle propriété pour
démontrer telle relation”.

(Le lecteur peut chercher quelle rédaction de I'énoncé dirigera I'¢léve vers
'un ou l'autre des 10 solutions proposées plus haut).

Pour noter les copies, si I'exercice est sujet de concours ou d'examen, on ne
peut utiliser un baréme que si I'on attend un exposé en forme de chaine
d'étapes pré-déterminées.

Le jugement sur I'él¢ve, dans une classe vivante, nait de I'observation de
ses réactions : le langage spontané, les esquisses de figure, les voies
explorées vite abandonnées ou poursuivies avec un espoir dicté par
lintuition ou par un indice venu de l'extérieur, de la mémoire, d'une
particularité de la figure.

Le sujet a-t-il excité la curiosité, l'intérét, avant, pendant, aprés 1d
recherche ? Quelles sont les solutions préférées aprés la correction qui
termine le travail ?

Observation sur le th¢me de I'étude

Nous retenons a notre remarque initiale : le contraste entre la richesse de la
situation et la pauvreté de la demande. 1l explique I'abondance des solutions
résultant de la péche dans l'amas des outils disponibles. Mais aussi il invite
a poursuivre I'étude, 4 considérer l'exercice comme introduction ou
premiére question d'un probléme élucidant la situation.

Nous proposons ci-aprés un énoncé qui examine les propriétés les plus

simples de la situation réduite a I'essentiel (nous n'y avons pas inclu ce qui
concerne les cercles autre que le cercle /%).

Remarque :

Nous suggérons d'utiliser dans la solution les notations introduites plus
haut.

La figure d'ensemble est plus expressive si I'on utilise des couleurs mettant
en évidence les segments jouant le méme role dans la structure de la figure.




Enoncé

AA'NBC = A,
BB'NCA = B,
CC' M AB = Cl
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1) 3 points A, I;\ C sontfgur un cercle (e Les milieux des arcs

successifs AB, BC, CA sont nommés C', A’, B. Déterminer
la mesure de l'angle des droites AA' et B'C,

2) Prouver que les droites AA', BB', CC’ concourent en un point
J. Qu'est J pour les triangles ABCet A’'B’ C’' ?

3) La figure est-elle déterminée par la donnée de 3 boints
A’ B’ C’ pris arbitrairement sur (re?

4) Démontrez le théoréme : dans tout triangle, les symétriques
de l'orthocentre par rapport aux cotés sont points du cercle
circonscrit a ce triangle.

5) Considérer les 12 points suivants :
AA'NB'C' = Hy ABNBC' = Ka ACNB'C' = La

BB'NCA'=Hg BCNCA'=Kg; BANCA = Ly
CC'NAB'=H; CANAB =K. CBAAB = Lo

—_ AL A,
et nommer 2o, 28, 2y les mesures des angles BAC, CBA, ACB. Déterminer
les mesures des angles formés par les segments joignant J & chacun des 12
points nommés plus haut et les angles de I'hexagone.
Quelles paires de ces points sont alignés avec J ?




