La NOTION DE FO:/CTION
DANS L'ENSEIGN&MERT ELEAUNTAIRE
- % - par Lucienne FELIX

Lorsgqu'un chapitre passe pour difficile 34 enseigner, c'est
rarement parce gque la notion est réellement complexe et hors de por-
tée. Presgue toujours le principal responsable est notre enseignenent
Les habitudes acguises et 1'obéissance aux régles apprises gue l'on
doit strictement appliquer paralysent l'activité de jeunes esprits
déja formés pour réagir devant une situation nouvelle.

/assez/

Ctest ainsi que des enfants de 4 ou 5 ans répondent en
jouant aux problémes du Petit Poucet (1) alors gue le rand frére ou
la grande soeur, qui vont en classe, restent inertes parce gue la
maitresse "n'a ps encore fait cela".

Permi les chapitres souvent considérés comme difficiles, on
cite souvent ceux gui concernent les fonctions. Il y a quelques années,
un professeur d'un Institut Technigue de Moscou me demanda : "Comment
faites-vous ? Mes étudiants n'ont pas assimilé la notion de fonction.
I1ls connaissent parfaitement les fonctions du programme, fonction
bicarrde ou fonction homogrzphigue, mais cela ne les avance guére 1"

Je répondis en contunt une aventure récente

Un matin, une nudée sombre obscurcit brusquement le ciel de
Paris, tellement que les enfants furent fruppées d'effroi. Dans ma
classe d'éléves de onze ans environ, je dus interrompre le traveil
commencé et je proposai, pour calmer les esprits, d'indiguer au ta-
bleau 1'allure du phénomene qui venait de se produire.

On s'entendit rapidement pour tracer horizontelement un
axe des temps et 1l'on discuta sur la fagon de foire un "graphe" (je
fournis le mot) analogue & celui qui indique, par exemyle, lz tempé-
rature d'un nalade.

Certanines dlaves choisirent de représenter 1'obscurcissement
et d'autres ls luminosité. Sans gue J'ale 3 intervenir, sin
encourager chacune a s'exprimer, on cohpara les grahes en les décri-
vant.

? obscurcissement luminosité
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(1) Les Cent Probléuwes du Petit Poucet. Zditicns Ilanchard,
9, rue de MiZicis PiRIS 6°
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J'ai pu m'assurer de 1'état des connaissances des enfants
et de leurs possibilités : elles avalent une bonne notion intuitive
des conditions de représentaticn d'un phénoméne gui édvolue, de la
continuité, de la relation entre les vitesses de variation du phino-
méne (qui deviendra la dérivée) et de la pente de la cour™s {qui sera
celle de la tangente) ainsi que de la variation de courbure.

La discussion, en fait, a porté sur les instruments de phy-
sique gui auraient pu 8tre utilisdés pour faire des mesures et non sur
1a notion de fonction et sa représentation, ce que les enfants consi-~
dérent comme évident. '

Est-ce & dire que ces notions soient effectivement acquises,
assez solides pour servir de bhass 4 une construction déductive 7 Assu-
rément non | Mais cette expérience montre de guoi sont capables des
éleves non déformés par un enseignenment dogmatigue. Au lieu d'ignorer
toute la richesse acquise par 1l'enfant au contact de la vie, il nous
faut aider cet effort encore inconscient pour qu'il puisse g!épanouir
le jour ol nous Jjugerons opportune la systématisation scientifiquement
valable.

L'enseignement d une notion essentielle au niveau des ensel-

‘gnements primaire et secondaire (pour ne rien dire de l'enseignement

supérieur\!) devrait 8tre la construction, l'axiomotisation de notions
déja familidres, mais dispersées, encore vagues et méme en partie
inconscientes. Alors un certain dogmatisme est obligantoire 3 il faudra
imposer une marche rigoureuse, imposer des exigences, mdme si 1l'éléve
n'en apergoit pas imumédiatement la néceéssité., Du moins les éleves rve-
connaltront~-ils gu'on leur propcose une mise en clair de ce gu'ils
possédent déja : on démonte et on remonte avec eux les rouages d'une
machine-outil plus complexe et délicate qu'ils ne le croyaient, nais
déja connue et utilisée, de sorte gu'on leur demancde d'atteindre un
niveau plus ¢levé de compréhension sans sacrifier leurs intuitions
antérieures, C

Nous n'sllons pas proposer ici un chapitre intitulé :'"'fonc-
tions" qui ferait irruption un jour sahis que l'on sache pourquol. Notre
propos est au contraire d'apercevoir le cheminement de cette notion
3 travers l'expérience mathématique des éleves gqui leur donne des
occasions d'en percevoir les aspects fondamentauX.

Ceci nous est possible maintenant que l=a considération des
Ensembles et des Relations donne & la pensée et & son expression l1tuni-
té et la continuité indispensables.

TLes mathématiciens, et encore plus, les cours de mathénati-
ques, ont jusqu'ad ce sidcle, considéré seulement les fonctions numéri-
ques et leur représentation analytique. Nous prenons le mot en un sens
bien plus large aussi n'allons-nous pas parler ici d'abord des fonc-
tions numériques bien gu'en falt on puisse et doive les introduire dés
le début de la scolarité.

—---——-_-—-———-—_—_——--—-u.—..-.——_——.-——--—__—_—__..———-._-_-——-——_——-———-—————
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Nous allons décrire trois cheminements de 1l'éiude des fo
tions, étont entendu naturellement gu'ils sont suivis 31muldhhv“enu
par les éléves jusqu'a converger (vers 15 ans, par exenple, second
cycle secondaire de nos lJCuea frangals) pour permettre une utu
cohérente et définitive & un niveau choisi.

S

;1.

Quand parlons-nous d'une fonction ?

- ————— ot =t ) G Bul ks Sy S Y > O

L'idée de fonction, et le dictionnaire en fait foi, est liée
3 1'idée d'action. On utilise souvent l'image de gquelgue machine com-
parable & un moulin & café : on introduit un c<lément g par une entrée
on tourne la manivelle et 11 gsort 1'élément b par un deuxitéme orifice.

< '\w

:\\\1 b

fait, 11 faut un ensenble de départ A ol sont pris les
€léments g, un ensemble d'arrivée dont b est &lément et il faut que
1s machine & transformer cgisse avec déterminisme, c'est & dire gue
b soit completement d<terniné une fois gz cheisi. La fonction, sur
notre exenple, ctest le moulin (ou, si 1'on préfére, l'ccetion du mou-
lln) et non l'ensemble des grains de café, ni l'ensemble des tas de
poudre sortant de l'appareil., Notons que la machine peut refuser des
grains trcp gros ou trop durs ! Finalement, nous distlnguons l'ensen-
ble A de dipart et son sous-ensemble X ol la fonction est définie,
L'ensemble d'arrivée B auguel appartiennent les éléments transformés
(image des éléments de depart) ¢t la fonction f représentée par une
flache, Deg fliches peuvent avsir le mBie 41ément comme arrivée, mais o
gseule fléche part d'un élément a.

4 (mw-%w{ ¥e
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I- Premier chemin d'étude
1er examplc : Voici un vpremier contact avec 1l'étude cdes fonc

Le matériel comporte 4 sortes d'objets : pour faciliter le
dessin, prencns des carrés blancs, ies carrés noirs, des triangles
blancs et des trianglea noirs.
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de ces machines sera naturellement joué par les enfants. On s!'entend

-4 -

Nous faisons agir d'abord deux sortes de machines t celles
qui changent la couleur, et celles gui changent la forme : le rfle

gsur la représentation : ¢ pour celles gqui changent la couleur, f pour
celles qui chengent la forme. Une usine permet & un objet de subir
1'action de plusieurs machines successives. Pour pouvoir remplacer

une usine par une machine unigue, il faut concevoir deux autres types
de machines:s celles gui changent & lo fois couleur et forme, notées
¢ £ et aussi une ¢trange machine qui, ne fait rien, la machine neutre n.

Possons sur les détails de 1'expdrience (1) et des réactions
enfantines et exprimons pour nous, les maitres, les conclusions qui
émergent

1) chaque machine regpecte la partition en classes d'égquiva=-
lence de sorte gue 1l'ensemble de départ est en réalité 1'ensemble des
4 classes.

2)1'ensemble dtarrivie est le méme que 1'snsemble de départ
(les foncticns sont des permutations). Tous le voyons en des tableaux,
tels gue celui-ci, qui concerne 1la fonction T

3) nous avons introduit, le produit par composition, mais
cela nous a imposé une extension de 1'ensemble des fonctions. Ce
produit de fonetion est vraiment une opération entre fonctions parce
que la fonction produit ne dépend pas de 1'élément de départe.

= ¢ f

pane—-—l

c *

i+

)

Ceci est vrai pour tout élément
~de départ ,
ventificoteur universel)

(Déja le g

:_/ e ©os r"‘f E ;7/ :

(1) voir compte-rendu d'expériences de ladame PICLED (Institut National
de Pédagogie de PARIS).
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4) Chaque fonction est son propre inverse
c*gc=1n
alors, chose étrange,

k *

1

=-ll X

5) Le produit par coumposition est associstif par nature

comme le schéma 1'indigue clairsment.

6) De plus, il est commutstif. (Tout ceci, sauf (5) se dé-
couvre par l'examen des usines en action).

7) Une table est facile & faire une fois pour toutes.

Nyn je If lef
nmic |f jef
c e lclcff £
fifefni c|
cfefiif icln

8) Sans plus &tre obligé de faire des expdériences, nous sa-
vons simplifier tout produit indiqué et résoudre les éguations & une
inconnue. Bref, nous avons achevé 1'étude algdbrigue de 1l'ensemble
des fonctions considérées muni de l'opération produit par composition:
cet ensemble = une structure de groupe commutatif & 4 <&léments (Groupe
de Klein). :

Gu'est-ce que l'enfant apergoit de cette structure ? A gquoi
sert le jeu ? Nous le saurons a l'occasion d'autres jeux qui présentent
des structures, soit identigues, soit analogues. Les ¢léves ont ainsi
creé, avec Madame PICsRD, un jeu de lettres ok ils ont immédiastement
reconnu que ."c'dtait pareil.

Comme modéles de la mbme structure, voici des exemples que
nous pourrcns utiliser 5lus loin dans cet exposé ¢

o o - e o v A Am o D e S S P G . - P e M = TGN B8 S S e S e G e Sa S N G R S S M e SR TR T R e o MR A T S e on 52 S0 = S
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LES POUPEES : L'ensemble de départ est constitué par 4 posi-
tions d'une poupée

. l.-—
i ‘5\ <)

et les fonctions seraient notées, par exemple, ,ySQj /ﬁ
E Hl

T
/’\‘)‘
i c\ &-""renverser"
" basculer" QA ~AT ® > ar
< jf T“ :S\?V\“@
I = ) L Ty
T~ 5 T~ &

et n, fonction "neutre"
Les angles droits. Ensemble de départ
‘—/yj y] T————,X X-<—-—~—~z‘ ¢
X <6 o x A Yl'
Mémes fonctions que pour les poupées.

(,\__.,

2&me _exemple : fnsemble de départ : les six positions de

3 objets

L'ensemble des fonctions est celui des 6. permutations.
.‘F\ - © N * : » ﬁ *
- — N ) /N [y
3 [ /.\. R
~ NN, r/\.:‘ }\ ’ i
® @ © W ® T

L'étude analogue & celle du premier exemple falt appa raitre la non-
commutstivité du prodult pas composition.

Paire la table de ce groupe noté multiplicativement est
rapide et amusant pour les enfants de 10 & 12 ans et m8me pour des
¢léves bien plus 8gés, et conduit & des calculs algébriques traes
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instructifs & cause de lamon commutativité, en particulier l= r.solution
des equ?f;ons grice a l'existence des fonctions 1nverbes s

, sont leurs propres 1nverses,(:)et E:)sont inverses l'une
e utre.

Séme_exemple : Nos derniers modéles ont un asnect géowétri-

gue évident. Nous conduisent-ils aux fonctions classiques de la gdomé-
trie : symétries, rotations 7

Attention ! Voyons le jeu des poupées. Il est parfait pour
étudier les angles au sens vraiment fécond de couple (orlentu) de deux
demi-droites (angle de l'axe du corps, angle des bras), mais voyons-nous
vraiment, par exemple, les fonctions rotations ? Nous savons que l'essen-
tiel est de pouveoir (pour ces fonctions gui sont des permutations) défi-
nir le prodult par conposition. Or, faisons subir & laouplie deux de ces
"rotations" et posons le probléme de la comnmutativité.

(Les poupédes sont tenues & la main !)

.() 1 \J
6 {4>w\:2 2
NS \
> N (rotation a) * (rotation b)
P,/ i
2 i

Il est clair gue les fonctions ne sont pas assez précisées
pour qu'on puisse intervertir 1l'ordre : quelle .est la rotation b si jJe
n'ai gque la pcupée P1 7

Voici l'oecasion de poser en toute pvrécision une situstion
mathématique : l'ensemble de départ est le plan, ensemble P de points,
repéré de fagon & pouvoir déterminer tout point particulier (a, par
exemple) et pouvoir considérer 1'élement générique m, point explorateur,
inspecteur général pocuvant cofncider avee tout $lément de l'ensexble
de départ.

N . . .
'f Y La fonction (rotatlon, par exemple) 221t sur un
ensemble infini

9 ' £
P \fm, mgP , m=_u', n &P
: Ceci n'emp8che pas naturellement de itransformer
2l : —. X des sous-ensembles (figures). Notre deuxidne
- -
exenple présente ainsi un ensemble de 3 :sints?
les fixant aux sommets d'un triangle équilatéral, on considérera 3

symétries axiales et deux rotations d'un tiers de tour.

Le prenier exemple nous conduit & considérer les sommets
d'un losange, deux symétries axisgles d'axes perpendiculzires et une
symétrie centrale., y B T

y 4




II- Second Chemin d'ktude

It

a été dit plus haut & propos du phénoméne d'obscurcissenent,
dire de préciser les fonctions qui se présentent soans user systime
de formules per-
gue le

quement des nombres et, en tout ci s,
nettant de calculer les valeurs images.
fait noter 1 croissance du haricot
guille d'une balaonce. Bn

_ 1er exemple @
perpendiculaires et obliques.

Posons 0Ob =

b m e '
\ T D
\- ¥ o ////
ClNY ! m -
<A hY e s )
\\\ . \\,___}.:—.{___.
X! el x T

Les distances étant reportées au compas & pointes séches,
les enfants construisent le graphe par p01nts de la fonction £ ou bien

de la fonction g.-

nNY ° .
ye o
g
e
'//,l/ 5.'"!1 Y </
“olS S S ) S

Le sens de la continuité demande que l'cr Joigne les points
du graphe par une ligne, ce qui conduit & une discussion. Le maftre
n'imposera rien mais suggérera de changer d'échelle et d'étudier en

Au cours de géométrie,

sans connaitre
Cl'est ainsi
ou observer l'inclinaison de 1ltai-
somme, 11 g'agit de souligner gue l'objet de

1'étude n'est pas une figure spécizle, un exemple particulier, mais

un ensemble de‘figures,un type de situation.

on vient de définir
d, Om = x, bm = y. Nous
étudions les fonctions indiquées dans le schénma

N

o

s'agit de prolonger sur des exemples plus préecis ce qul

cles

naitre

détail le cas .ci m est voisin de O Ay .
Ay . J
! / . ’
\ / . )
DR B
]
fm o !
a 0 x
Exemple analcgue (mesurant 1l'angle) A ™
: Om = x, amb = y'&
. ¥
N
/,/ﬁ \E\S .
on -
\—) J ol 72

O oy oy " . e WA . S S S e S G s SIS S VS 1M G S W G AP en Tur G S W S I B M G S SR e W e e G S S W S WD ) W G S W G e S A S e e = e o
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(Les résultats de cette étude ent été spontandment utilisés par les
éléves quelques mois plus tard dans le chapitre des angles inscrits?.

Dans les deux exemples, oen met en évidence la conservation
ou l'inversion de la relatien d'ordre (& démontrer si le niveau de la
géemétrie déductive est atteint). De nombreux exercices proposés en
travaux facultatifs fournissent un matériel d'étude riche et varié,

2eme _exemple : (Niveau plus élevé, apres 1'étude des premiers
résultats de géométrie affine). Il s'agit de 1'étude classique de la
fonction : ' e

m droite ab, Yo, m _yy= é&

' A

Nous utilisons la mdthode toute naturelle si l'on connafit
la construction de m connaissant y, c'est &4 dire la construction con-
cernant la fonction inverse (voir L. Félix, Géométrie, classes de 4°
et 3°, Dunod éditeur).

Nous considérong évidemment le point s comme fixe ainsi que
la parallele Q & as, de sorte que

mb b —
= == = = &S constant
& as

On prendra pour faire le graphe as = +1 pour n'avoir qu'a reporter bq
avec le compas a pointes seéches. —
7 Figure e
/ Y4
/ //’CQ G eame frre
! /— v
: T / b/// x

o = o)
. ¢ A : . .
;...0"" é\,\ l (__’,.,ﬂa/—)i‘)c
. >~ 7 i .
1 4 \
< T R T
,;;'-"""' - .
,,-o""I B
P 7 !
. .
, A A i ; - N .
X \ - - IS/l X
m e a I b [
4
. ¢ i _ 0 7
VA A H / / +- <1
On étudie :
m & x'x \.%a}

et aussi, zprés cboix d'une origine O des abscisses sur x'x, si Oa = k,
Ct =h

x
x-h
X y = —I—k

x,k,k, éiart mesurés £tant czlculé et conparé 3 bg gui est mesuré.
} st *
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Nous reviendrens plus 1loin sur la trés riche étude que cet
exemple propose. Notons seulement que le calecul gui denne accés aux
fonctions numériques permet toute précisien désirée.

III- Troisi®me chemin d'étude - Fonctions numnérigues

Dés que l'enfant cennait les 4 premiers entiers naturels, on
peut introduire la fonction : ajouter 2. J'ai vu les tout-petits au
travail, en Argentine, avec des grains de mals sur papier quadrillé.
Certains sont venus demander comment dire et écrire les derniers ré-

sultats. 5 £
3 Q ) 8
@ {90 -
®|g | O] O )
e loc OO0
OOOOO
A2 3 4 5

t+

Les enfants

rellement.

La fonction "multiplier" est & la base méme de la définitien

de 1ls multiplication, par exemple "multiplier par 3" change chaque

élément en 3 éléments.

. ‘
. . St Ly N e - N 73 ., &
,f"nj.(n;,,)éi,-'(_.: e O;,’Af""-’»:r M d'ef’?)-.\/'(,".i i S on &S

Un peu plus tard, la fonction "multiplier paxr %” ou par %
intreduit les fractions. _

Les produits par composition ne sont simples gque s'il n'y
a pas mélange de machines & additionner et de machines & multiplier.

On considérera ensuite toutes les fonctions gu'introduisent
les preblémes (peu variés dans l'enseignement primaire), puis & l'occa-
sion des expressions algébriques, on imposera des formules du type
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y = f (x) pour des études par points qui causeront bien des surprises avx jeuxes
élaves. L'ensemble de dépert sera le plus riche connu {2 ou |

On sera ainsi conduit au niveau de 1l'étude systématigue de
quelques fonctions simples.

CONCLUSIONS

En quoi consiste 1'étude d'une fonction ? Nous devons distinguer
1'étude algébrique et ll'étuce topologique.

Signalcns, sans insister ici, que, dans 1'ensemble des fonctions
numériques on définit, non seulement le produit par composition, mais aussi
une structure dlespace vectoriel et une structure dlanneau,

La coqgidé ation de la fonction inverse de toute fonction étu-

r
dide oblige & distinjuer (bien avant qu'on puisse prononcer Tes mots techniques)

Jes fonctions injectives, surjectives, bijectives. Dans notre exemple des obli-
gques, la fonction non injective g oblige a considérer le couple de points,m/m'
image réciproque d'une valeur choisie de Je

Recherche d'invariants de différents types

1/ $!'il y e relations d'ordre dans les ensembles de départ et
d'arrivée, la conservation ou llinversion de 1a relation dlordre est immédia-
tement reconnue ou rechewchée. Pjur les f onctions numériques, le respect de
1a relation d!ordre naturel est malheureusement nommé "groissance de la fonction"
comme si la fonction changeait 1(Les raisons historiques de ce terme sont clai-
res et respectables, mais ce n'en est pas moins regrettable et source dlerreurs
dans 1'étude du produvit par composition, si évidente quand le mot n'est pas uti-

1isé).

2/ Remarquables sont les ¢léments invariants pour une fonction
non neutre (0 pour une fonction multiplicative, centre d'une rotation, etCene)o

3/ Une relation entre deux é1léments peut &tre respectée quel que
soit le couple d!'élémentis de départ,

.

EXEMPLE : distance ou direction d'un couple, différence pour la "fonction trans-
lation"

(a, donné)

x._f;gx a ,
\7’x1, k/xZ, £ (x2) -~ T (x1) =x2 - x1

4/ Respect d'une relation (respect de 1'angle, du parallélisne,

etc...)

[

On souligme 1l'importance primordiale de la fonction linéaire

a, donné T
X —3ax

qui assure le respect de 1'addition, du produit par une constante, donc

- -.——.—_.-..——-———...-.——.-———————-——-.——--———--——.———_————_.—.———-———-—-——
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des relations linéaires, par exemple 3 1

-

9\'}{:‘ * %zxz * Q’Jb\»\_éﬁ_,__w:?’ &, \A-(LX..) T (:"\dg\l(_\) + (is *‘\ Y)Q

Ceci constaté, utilisé dds les premieres apr ications des
nombres & la résolution des problémes,aboutit au begsoin d'étudier la
récipreque en étudiant soit sur @, solt sur R les équations fonction-

o~

nelles Ve, , Vo | §(x + w )= (O )4 {02,

- \/x‘; Y & {0k z,) = k& {(z)
La comparaison des structures additive et multiplicative
impose l'introduction de la fonciion déﬁinie par
( C'\Y“r ——— f/;j }\\
S S I VA v
videmment espoir d'obtenir un isomor-

ments neutre 6&/71

et sa fonction inverse. Il
phisme que si l'on associle

Pour démorrer, il faut évidemment un autre coupk. Pour faci-
liter les calculs numériques, les enfants (13, 14 ans choisissent spoen-
tanément 1__,10, d'elh d'autres couples pour enrichir la table.

N /C/ 2 “? A:.'

PR VRN
7
2y
~~
e
{
~
b=y
KN

e I

R S -
. -7 s ok / . = 0,7 .- D i L . .
Ainsi s'introduisent tout naturellement les fonctions logarithmiques
et exponentielles (avec l'usage des tables et méme la formule du chan-

gement de base).

Ta difficulté sur la précision des approximations est éviden-
te car la structure multiplicative ne se préte pas & 1l'étude des diffé-
rences. L'urgence d'une étude topologique apparait, mais ce point de vue
gui compléte 1'étuds 7 est préparé de longue date !

/algebricue

TOPOLOCIE Dés les premiers calculs sur des nombres un peu
grands, dés les premiéres mesures, les appreximations ont dd &tre in-
troduites.

L'essentel est d'escquérir lo notion de voisinage : voisinages
d'un nembre dans l'ensemble connu (Q eu ses extensions), d'un point
(sur une droite, le lan, l'espace, vne courbe...) mais aussi voisinage
d'un élément dans l'ensemble des droites, des cerces, des triangles,
etc... Avouons ce que nous faisons dans les vérifications expérimentales
dtun théoréme ou d'un calcul.

L'obligation de considérer des voisinages dans 1l'ensemble
des fonctions s'impose dds les premiers graphes : non seulenent les
points construits ne sont gu'approches mais comment les Joindre ? Dans
quel voisinage est-il indiqué de changer d'échelle pour améliorer le

graphe 7 YA fo o N
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La continuité du phénoméne est trop évidente pcour les jeund
ez

4

BN

enfants pour qu'elle préte & discussion, tandis qu'intuitiverent
sers plus tard la continuité de la dérivée est vite en questlorn.

3
35

W

Les exemples privilégiés se pasent 4 l'occasion des mouvements
"yniformes par morceaux" : le mouvement d'un train est observé de la
voie en motznt 1'instant du passage eén des postes choisis. Le graphe,
réunion de segments de droite donne une approximation valabie 4 cer-
tains points de vue.

P/

1
1
¢
i

-

|

: i i 4 Alx \i - 6

T e
La fonction est "affine par morceaux", la vitesse est "fonctien en esca-
lier™. '

Mais nous avons représenté un mouvement avec trols secousses

et un terrible choc qui rejette le train en o
vk
I1 faut arrendir le graphe, ce qui rend la vitesse continue.
Ainsi est bien préparée la notion de dérivée et de primitive. On pour-~
rait certes voir ici une préparation au calcul des aires par les primi-
tives, mais je n'ai jamais trouvé dans cette situation une eccasion
normale de penser aux aires.

Continuité d'une fonction en un point. Limite, Infini.

Les enfants de 14 ans, entrainés a utiliser les graphes, com~
me ncus 1'avons dit, comprennent et utilisent sans peine les définitions
carrectes de l'analyse

Rappelons ce qui est egsentiel 3

1) L'image d'un voisinage de X, est un voisinage de Vo = f(xo)
et la fonction respecte l'inclusion des voisinages.
\
=
puisqu'on passe de W, a W, en supprimant les images des 41éments de

V1 V2 ?

=
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2) Lz continuité répond 3 la questien : comment assurer yw
, W étant un voisinage de y = f (Xe) ?

A cette question du physicien, on répond en cherchant un
voisinage v de x dont 1l'image soit incluse dans w j; tout voisinage
v, inclusdans v Qonviendra encore mieux{(on prend une marge de sécurité
4 cause des approximstions de calenl).

Alors le mathématicien, pour &tre certain de pouvoir satis-
faire le phygicien, demande que v existe guel que soit w
Xy —r Yo Yowy 3 flv) W

Au niveau de nos éléves, le "il existe'" est remplacé par "je
peux construire" ou bien "je peux calculer',

Le probléme posé & l'occasion  des graphes des fonctions deéfi-
. - - . . m
nies géométriquement (exemple de 1l'oblique, exemple du rapport t::)
inté resse les éléves et est reésolu sans peine car le quanti?icgﬁ%ur &f

~

est tout & fait usuel.

La réponse valsble pour tout point m sur 1'exemple de 1l'obli-

ue,., Mais uand on étudie m v = ===, nous stteignons uns étude ag=-
7 J m a ’ , g
Sionnante.

S

b

3) Limite, infini
Reprenocns la figure introduisant y =

3

|

83

’ . ) N m . ~ i
Quelle réponse donner si en exige que q appartienne & un voi-

sinage de ¢, c'est & dire y & un voisinage le 1 7 -

m .
X! a a b .
Pour toute autre position 16 choisie de g, l'image réciproque
du voisinage de a_ était un voisinag=2 de m_, mais cette fois 1l'image

réciprogue d'un voisinage de ¢ est la réunlon de deux demi-droites. On
examine 1l'effet de l'inclusion et on décide d'apveler cette réunion un )
veisinage de 1l'infini.

Aucune difficulté pour examiner l'image d'un voisinage de a.
Finalement, on adjoint 1'infini 4 l'ensemble des points de la droite et
la limite 1 & l'ensemble des images f(m). Le tableau completé est :

m \ 1:} — > e b —2 [
S I 1
Y \+@) 7 o0 T p;” 9, /! (+T

- o . - A Y o e e e S S D Ml S G i M e M T W e Wk we M G e o G
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n conclusion de 1'étude géométrique qui précéde, les élives
n'ont dprouvé aucune difficulté & écrire en symboles naethématigues et
3 énoncer les définitions précises de 1l'infini et des limites 7 Il est
clair que le modéle géométrique et les couleurs utilisées pour wmontrer
les divers voisinages soutenaient l'intuition tandis gue phrases et
calculs font écran et cachent la pensée.

Les calculs, on les a faits aprés sur la méme situation, apres

avoir choisi, et de diverses fagons, l'origine des abscisseg{pgnr défi-:
. ~ . 3 . y R
nir m. D'ou diverses valeurs de k et h dans la relation y = =

~

> - R

Autre situation

Une étude de la limite sans intervention de 1'infini s'impose
lorsqu'on aborde lanotion de tangente au cercle, lorsque des problémes
conduisent & considérer une droite n'ayant qu'un point commun avec le
cercle comme analogue & une sécante.

- (s
Données : un cercle t:(O,R), a & (T. Parmi les droites du
faisceau de sommet 2, on a distingué la droite D perpendiculaire a Oa
et 1l'on sait e L=
won D = '\ﬂ“{
Seit maintenant le pint générique m de € et la secante am
que 1l'on nomme M., On étudie la fonction m \fin’ définie sur € N § a%

Cette fanction{ﬁ)est le produit par composition :

o
> Sy A -
m ) - i r o A F g
~— Y T F N
7 M__/.v,,/ N
¢t b

faf~

angle .a centre

preduit qui est teut & fait normal guand m est en a

~
~

Si 1'on décidait de compléter la définition de f en posant
a\faD, l1a fonction f deviendrait définie et continue (comme les voisi=-
nages le montrent) ; D ne peut 8tre dite "sécante'., On la dit "limite
de 1a sécante quand m est en a" et on lanomme tangente au cercle en a.

——---—-—_——-——_—....—_———_—-_.-.._...._—————.—.——_—_-q———_—_——_——.-—_._—_—————--_—.—.
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gu'a préciser le travail géométrique et algébrique. Elle n'ect pas Stu-
diée pour elle-méme et les résultats ebtenus ne sont pas agsiriléa,
fixés pour 8&tre utilisables.

Mais au terme de cette étude, les éléves sont préts & reces
voir une ¢tude systématique des fonctions, étude dont la place est au
cycle terminal du secend degré (15-18 ans).

Espérons seulement que la préparation, tres possible, comme
ltexpérience 1'a montré, sera faite avec conscience et patience par les
maitres et que le professeur gui recevra ces éladves saura en tenir
compte pour s'appuyer sur cette formation premiére lorsqu'il proposera
des exposés dogmatiques.

[
|
l L'FC.'//'X‘
)
F

- 16 -
Lu niveau oh ces études ont été faites, l'analyse n'a servi
|
{
|
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