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Lorsqut un chapitre passe irour diff icile à ensei-gner, c I est
rarernent parce que la notlon est réelleilent conplexe et hors de por-
tée. Presque tou;cu-rs le principal resl:onsable est notre enseignenent
Les habitucles acquises et lrobéissance &ux règles apprlses que lron
doit strictenent eppliquer paralysent lractivité de jeunes esprits
déjà fornés pour réagir d.evant une situation nouvelIe.

/ aPsez /
ctest ainsi que dr:s enfcrnts dg 4 ou I ans répondent en

Jouant aux probl-ènies du Petit Poucet (t) alors que le rand frère ou

la grande soeurr eui vont en classe, restent inertes !Ûarce que la
maîtresse rrnt a trts encore fait celarf .

parmi 1es chapitres souvent considérés comiae difficiles, on

cite souvent ceux qui eoncernent les fonctions. î1 y a cluelclues années,
Un profesl-Jeuï drun Institut Techni'1ue de ],[oscou ne demanda : rr0oniment

faites-vous ? lies étuCiants ntont pas assirrilé la notj-on c1e f onction'
I1s connaissent }-rairfaitenent les fonctions du plo$Târ,inel fonction
bicarrée ou fcnclion honogriphique, nais cela ne les avance guère !rr

Je répcnciis en contant une aventure récente 3

TJn natin, une nuée sonbre obscurcit brusquement 1e ciel d'e

Paris, telle:rent que les enfants furent frappées dreffroi. lans na

elasse d.rélbves d.e onze :ins environ, je clus interronipre 1e travail
commencé et je proposai, pour calner 1es esprits, dti-nciiquer au +'a-

bleau 1tallure du phénonène qui venait c1e se lrroâuire.

0n stentendit rapidenent pour tracer horizcntaie;ient un

axe cles temps et lton discuta sur ta façon de faire un ttgrapher'(;:
fournis 1e mot) analogue à celui clui inaiquer lar exenpler l: tenpé-
rature d.run rnalade.

Certaines éIèves choisirent Ce représenter itobscurcissenent
et dtautres la luiiiinosité. S"lns que jraie à intervenir':rin'Jn-'our
encourager chacune à stexprimer, on conpara les gra.:hes er. Ies Cécri--
vant.
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Jrai pu nrassurer de 1rétat des connaissances d'es enfants
et de leurs po.-uititité" : e11es avaient une bonne notlon intuj'tive
des conditions d.e représentation d.tun phénomène clui évolue, cie Ia
continuité, de la relation entre Ies vitesses d'e vari-ation û9 phino-
;;;-(;;i-À""i""rtra la dérivée) et cie 1a pente de 1a courr-: (qui sera
celle de Ia tangente) ainsi que Ce la variation de courbure.

La discussionl en fait' a porté sur les instrunents rJ.e phy-

sique qui auraienf,pu être utilisés IJour faire des nesrlres et non sur
la notion de fonctiôn et sa représentationr ce que les enfants consi-
dèrent comne évident

Est-ce à dire qr1e ces notions so-lent effectivercent accluisest
assez solitles pour servir ae base à une construction clérluctive ? /-!ssu-

rérnent ncn I IVIais cette expblrience rnontre de quoi sont câpables des

é}èves non déformés par un enseignenent dogmatique' Au lieu drignorer
toute 1a richesse ac[ulse par Itenfant au contact d-e la vier il nous

faut aider cet effort encore inc,:nscient pour qutil puisse srépanouir
1e jour où nous jugerons oilportune 1a systématisation scientifiçiuement
valable.

LrenseignenLent d,une notion essentielle au niveau des ensei-
sneraents ,:rimaire et seconCaire (pour ne rien rlire de ltenseignenent
;;;;;;;;r-l)-J",r"rit être la construction, lraxiomatis:'i'tion de notions
Aéjà tamiiiEres, mai-s d.isi:ersées, encore vag:ires et raêne en partie
inconscientes. Âloru un càrtain dognatisrne est obligntoire ; ir faucra
imposer une n1arche rigoureu.se , irnpàser d'es exigences, n'ârne si lt élève
nren aperçoit pas imriEdiatenent 1à nécessité. Du nioins 1es é1èves re-
connaîtrcnt-i1à qu.ron leur ;:'o.ocse une nise en clair Ce ce riurils
possèdent déjà: on d.éncnte et on ÎeÉonte avec eu'x les rouztra{es drune

nachine-outiI plus conplexe et c.élicate qurils ne le croyaient, nais
déjà connue et utiliséË, d.e sorte'.iuton leur denanCe 'lratteinCre un

r,iî""" plus é1evé âe "otpréhension 
sans sacrifier leurs intuitions

antérieures.

Nous nrallons p3s proposer ici un chapitre intitulé :r'fonc-
tionsn qui ferait irruption un Jour safis que lron sache poulquoi' Notre
propo.s est au contraire d.rapercàvoir 1e cheninement de cette notion
à travers rt"*pJ"ience nrathénatique des élèves qui leur cLonne ces

oceasions dren percevoir les aspects fond'arnentaux'

Cecinousestpossibler:aintenantquelaconsidgraticndes
Ensembles et des Relations donne à la pensée et à son expression lruni-
té et 1a continuité inctispensabLes'

Les :nath<imaticiens, et encore p1us, les coiirs ce inathejnati-
ques, ont jusqurà ce siècIe, considéré sàulenent les fonciions nurnéri-

ques et leur ieprésentation analytique. l{i-rlls prenons 1e not en un sens

bien plus 1argà'aussi nrallons-nous irl'"s;'ar1-er ici drabord d'es fonc-
tions nunériques bien qu'en fa.j-t on,iuisàe et doive les i'ntroCuire dès

le début d.e la sc,rl''-;rit6'
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Nous allcns décrire trois cheiiineruents de iréiude d,es fonc-
tions, étlnt entendu naturellement c.1urils sont suivis sii'iull-'r::''?fit
par l;s' élèves jusqutà converger (vers 15 ansr lar exer:ple, s'--:cctld
-cye'Ie 

second.airé aà tto" lycies frangais) pour pernettre une itr"'-le
cohérente et définitive à r-rn niveau choisi.

Ouand. parlons-nous Crrune fcnction ?
J-----à-

Ltid.ée de foJrctio+, et 1e Cictionnaire en fait foi, est liée
à Itidée dtaction. 0n utilise souvent lrinage rle quelrlue ieachine eon-
parable a rill,iîlin à caf é : on introduit un elènent I par- une entrée
on tourne la rnanivelle et il sort 1rélènent b parr un cleuxièn:e orifice.

a, \w,/
t-_'
Ii z\l
| {.vl
I .-..'' r--\\ 

,[ ...-

-\\ 
\/ b

jLln fait, iI faut un enseilble cle déi::rt A où scnt pris 1es

élèments gr un ensenble dtarrivée Cont b est élènent et il faut que

1a nachitE à t""nsforuer agisse avec di:terrninisne, crest à dire que

b soit cgnplètenent drlterni-né une fois a choisi. La fonctionr sui
lotre exer1ple, ctest le noulin (ou, si 1'on préfère, 1r;'.ction du nou-
lin) et non Iienseriible des grains d.e café, ni ltenseiiible des tas de

pouclre scrtânt de ltap,oarei1. Notons que Ia niaci:ine peut refuser d'es

grains trcp grcs ou trop durs ! Finaleuent, nous distlnguons lrensem-
Èt" a Ce d:perrt et son sous-ensenble X où. la fonction est 'féfinie"
Lrensemble drarrivée B auquel appartiennent les é1èments transfornés
(inage des élèments cle départ) et Ia fonction f reçrésentée par une

flèche. Des ffèches peuvent avcilc le;iê-:e éié::eilt cûiïirre erri.vée, r:.ais r:rr
seule flèche palt d.ruu élénenÈ a.

A

I: Premier chenin CrÉ.tu,1e
tnrffioiciun;:reniercontactavec1'étudecesfonc

tions ctrez-dë6-6i1i"iÎs de 6 à J ans.

l,e ilatériel conPotte l,
d.essin, prencns des carr'és blancs
blancs et ,les triangles ncirs.

sortes dtobjets : l-rour f aciliter Ie
, <Les crrrés noirs, d'es triangles

Àa,
Azf /\À^ a-

--- 

+\

é'- \.,f,L,t )'-
\//t----* 

--è'
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Nousfaisonsagird.'abordd.euxgortegd.emachines:celles
quichangentlacouleurretcellestiu-ichangentlaformellerôle
d.e ces machines """" 

noiorellenent joué par les enfants. 0n srentend'

sur 1a représentation : g pour ce11às qui changent 1a couleurr ! pour

celles qui che.ngent 1a forme. une usi-nà pernet à un cbjet de subir
lraction d.e prulieurs machines successives. Pour pouvoir ::enplacer

une usine per une machine unique, i1 faut.concevoir <leux :rutres types

de nachines:: celles qui "ir.*ng"ri 
à la fois.couleur et forme, notées

" r "t aussi une étrarige nachine i1u-i. ne.fait rien, la n:echine neutre n'

- pr"ssons sur les détaits ce 1t expérience ( t ) et_ cies réactions
enfantines et exprimons pour "o"", 

les maitres, les concl*sions qui

ériergent :

1) chaque nachine reslrecte la trlariition en clarsses ctéquivr'L-

lence d"e sorte que lrensei:rble eL Aépart est en réalité llensemble Ces

4 classes.

,1 rarrivée est le nême '1ue 1r':tl$einble de départ-pu"""t"tions). lious le voyons en des tableauxt
concerne Ia foncti-on f

J) nous avons introduit.}e 'prodùil iraT cqPposi-[10,q, nais

cela nous a inn;,o"é,rr." extension ae fÇffiUte des fcnctio.s' Ce

iyoduit cle fonction estffiâÏ une opéra-tion entre foncticns parce

que Ia fonction-p"oo"it ne clépend pas de 1télénrent d'e cépart'

2 ) It ensenrble
(les foncticns sont des
tels que cel-ui-ci; Qui

A/-\t\\\ir:t
1

g* f = c f
Ceci est vrai Pour iorit éLérnSgL

de déPart
f ii ia-i;- [ut,ntif,icr 1;eur univers e1 )

( c'/t,,' S ç:( '-" 
L ?/': l

i ; t- ;;; ;;;;: ;;;;- ;; ; F; ; ;; ; - 
;; ;;; ; - il;*- i ; ;; ; ; ; ;; 

-;;; 
; ;;;;
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4) Ohaque fonction est scn propre inverse

f *f =n sf ,çdf:an
\-, \ ir/k, lh

=Ex!

g*g=

eilors, chose

&*r=

g

étrange,

hx

5) Le procuit par coinposition est associa.tif

t l ,,t\ î _-\ 1^ - ?-- -r ;:,Y-'i.t:*\-L_:r-,/ ! --.--- i y' j
\ '-.._ 

- i__> _-/_ _--./--___.--- _ f >

nature

comme le schéua 1 r incl ique cla-irenent.

6) Ie plus, iI est coltnutstif . . (?out ceci, sauf (i) se '1é-
couvre par Itexatnen cl es usines en action).

7) Une table est facile à faire une fois pour toutes.

S) Sans plus ôtre obligé ,Je faire des expériences, nous sa-
vons sinptifi.er tout produit indiqué et résoudre les écluations à une
inconnue, Sref , nolLs avons achevé 1rétude algéEique de l-rens,lnbl--?
des fonctions ccnsidérées muni de ltopération produit qa1 conpositio;r:
cet enscmble a une structure de g:rcupe coriurutatlf à 4 é}àmenis (Grour-'e

de l^lein).

ûi,urest-ce clue lrenfeLnt ai:erçoit de cette structure ? a quoi
sert 1e jeu ? Nous 1e seurons à ltoccasion Crautres jepx qui;rrésentent
des structures, soit identiqueso soit analogues. Les ilèves ont einsi
creé, avec liadane PICr'.RD; un jeu cle lettres où ils ont innédi:itenent
reconnu que ."ctétlit parei-lrr.

Comrne no,lèles de l.a rnêne structure, voici cles exenples clue

nous pourrons utiliser ;:Ius loin Cans cet exposé :

3u1letin rle liaison no J Ce I'iiquipe d.e Recherche
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l ],rensemble de départ est oonstitué par { Posi-L}-TS POiIPEES
tions C.tune poupée 3

et 1es fonctir.rns seraient notéest

e$-Y Y ;',iii'fl?îT1

\t
,lt iil:i , I
'i' ,'iI

f,ù

,oar exempLe,

>l
/t

e-q- ,4J-#
tNç;-liiffi \ j=,C'#rJ '7T' a €

\8,
\/

-\-"F='/T̂J

t _-l.><

"-l V

TI

tttournerrl
/-\ :"'l;'

\$\\!l

. ''+\T)\v-S
s

4ry
Jt

\ z--tlrenversertl

rl basculerrt

cue llour

#ffj-.1a r.v/ 
6d\
\:iv

!l

É-l \f

/1

ri,-I
\l_-

€\ l-.J

e

/':S

RJ

tt
x, Jo

Mêmes fonctions

X*]O
I

yt

"t 4, fonction rrnoutrerr

Les angles droits. Ensemble de départ

U

., 

-iX

'Jl
i

,l
v

1es poupées.

Ensemble de2ène exe:rrP1e 3

----a--J objets

/o-r
G-_j,

/"\{]-9F-i
\Q_9

Ltensenble des fonctions est celui des 6 pe::nutations.

I.,tétude analogue à celle du prenier exemple
coûlmuti;.titri!é- du pr,:duit pes coraposition.

Faire Ia tabl-e de ce groupe noté rnultiplicativement est
rapide et o.nusant pour les enfants de 10 à 12 ans et r:âne lrou-r d.es

éIàv'es bien plus âgés, et conduit à des calculs algelbriclues très

tL*

h'
., -/

ç. t-;

a

r-
(t tê

ç"/

itl-l'\-J

"\)

o
Q
is,

c

Cépart : 1es six positions de

^-/ a\-\
\ (J \i '$-9

t' .
/ N /' \,1r\(Y

'-----rt t l- i

l?) Gi'\r / rl !\-'/ L/
fait apparsLître la non-

o

t bq
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instructifs à oause de tanon comrilutativité, en particulier la r.,solution
des équations- grâce à lrexistence des fonctions inqgrses i
g r@' ' O r G); sont leurs i)ropres inverses, @ *i €i $cnt inveï'ses lrune
de 1l autre.

Jèr:e exeraple : Nos derniers
que évident" i{ous conduisent-ils aux fonc
trie : synétries, rotations ?

Attention ! Voyons le j eu des poupées. Il est parfait pour
étudier les angles slu sens vra.inent fécond de couple (orienté) Ce deux
derni-droites ( angle d e 1r axe du corps, angle tles bras) , rnais voyons-nous
vrainentt peT exenple, les fonctions rotations ? Nous savons que lressen-
tiel est dê pouvo:.r (pour ces fonctions qui sont des permutations) défi-
nir le produit par conposition. 0r, faisons subir à larroupie deux de ces
ttrotationstf et posons le p roblène de la comnut,'rtivité.
(les poupées sont tenues à la nain ! )

\

Çt
r-'V
,/ ?, xd'"p- iV

6,1tC,r i:
-rr \. IÊ

n:odèles ont un aspect géorrétri-
ti-ons claseiques c1e la grSomé-

(rotr'tion a) x (rotation b)

(.\

TI est clair que 1es fr:nctiotls. ne sont pas assez précisées
pour quron puisse intervertir ircrdre : ctruelle .est la rotation b si je
ntai que la pcupée P1 ?

Voici ltoccasion de'!,oser en toute i;récision une situation
mathénatique : lrensemble de dépert est le plan, ensenble P de points'
repéré de fe.çon à pouvoir déterniner tout point particulier (u, pâr
exernple) et pouvoir considérer lrélènent générique n, iroint exi)lcrateur,
inspecteur généra} pouvant coincider aveo tc;ut élinent de lrer:serble
de départ.

La fonction (rotatlon, par exenple) agit sur un
ensemble infini

Vr, neP , n;!,1t, nt ê P

Ceci nrerapêche pas naturellement de transfcrner
X des sous-ensenbles (figr.rres). t{otre ie':xiè::e

exemple présente a.insi un enseûible Ce J .,cints i
les fixant aux sonmets drun triangle équilatéral, on considérera J
symétri-es axiales et deux roti,:,tions d.run tiers cie tour.

Le preriier exemple nous conduit à considérer les sonrets
Ctun losange, Ceux synétries axiales draxes perpendiculaires et une
synétrie eentrale.

|a;- e -./

\J._._ ) (
q1\' -\î

o

ô
(

./:

xx
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Il stagit de prclonger sur des exernples plus préci.s ce qui
a été rlit plus haut à propos du phénonène drobscurcissenent, ctest à
dire de préciser les foncticns qui- se présentent s3ns user systènatl-
quement des nombres et, en tout c, s, sàns connaître de fornules per-
nettant Ce calculer los valeurs images. Crest aùnsi. que l-e rnaître
fait noter 1:r croissance du haricct ou observer ltinclinaison de lrai-
guilIe dtune balr.nce. En soi:me, il sragii de suuligner.que lrobjet de
1rétude nrest pas une figure spéciale, un exenple particulier, mais
un ensemble de figure$, un type de situation.

ie{ exemnle : Au cours de géonétrie, on vient de définir
perpend.icula:-"6s-FîlTiques. Poscns Ob = de 0m = x, b& = x. Ncus
étudions les fr:nctions indiquées dans le schéna

m € z'?c
t'r'7 )Ç

!

c{
-\--.È

ià" ,;:7t-r-"J:l__. -_ -----
q

étant repc;rtées au
1e gra;rhe par p,:i-nts

b

xxl

/ n't(r-l
--_\'/ -\

Ï,,es d,istances
les enfants construisent
de la fonction g,

cas cù m est voisin Ce 0
v

corlpas à pointes sèches,
de la fcncticrn f ou bien

ttl

Y

I

T
1

du graphe
nrinposera
detarl Ie

T,e sens de la continuité denancle clue lror: joigne les tr;oints
par une 1igne, ce qui cund.uit à une discussion. Le rna.ftre
rien nais suggérera Ce changer c1 t échelie et dtétudier en

1

r
o

Exenple analcgue ( n:esurant 1 | angle )
0n=xr âob =

*')C
JI

\(\)
\t
J
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(tes résultats de cette étude ent été spontanément utilisés par les.
Ètène" quelques nois plus tard. dans le chapitre des angles inscrits).

Dans lel deux exemples, cn met en évid,ence l-a conservation
ou ltinversion de la relatien drordre (à eémontrer si 1e niveau de la
géonétrie déductive est atteint). D" nombreux exercices proposés on
travaux facultatifs fournissent un natérie1 dtétude richc et varié'

élevé, aprbs 1tétude des preniiers
agit de 1tétude c'!assique de 1a

n droite abr V*, m ._.1

Nous utilisons Ia méthode toute naturelle si lron connaÎt
la construction de m connrrissant )rr crest à dire Ia construction con-
cernant la fonction inverse (voir L. Fé1ix, Géométrie, classes d.e 4o
et 1", Dunod éditeur).

Noirs considérons évideninent le point s con:me fixe ainsi que
3.a parallèle Q à as, de sorte clue

2è$e exen"ole : (Niveau p l-us
résultats de géométrie affine). 11 sl
foncti-on :

mb bo
" IûA as

0n prendra pour faire Ie graphe
avec le compas à pointes sèches,

;'
X 

---=.a::*::-'

âE constant

es - +1 pour n?avoir qurà reporter bq

mb
ùt

tta

/:i2u,' e , c/e

6 ";r1',.',lsie

Jr'. ''

q-..--
(TfAni)e

des abscisseÉ sr-::r xrxr si ô-â =

0n étutlie :

.t, € xtx -ia|
'y' or n 

--_-r 
I

apràs cbolx drune origine 0 t-atet aussi,
0b=h i=€

I

ill - !*l
x-hJ -x-k

\--ljt

rrhrk, étact nes.:rés, y étart calcul-é et conpa:ré à Ïq q.oi est nesuré.
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Nou-s reviendrons Plus I
exenple propose. l{otong seulement
fonctions numériques perrlet toute

t- st-eme dtétude - ncIl0n

Dès que lr enfant connaît les {

oin sur la très riche étude que oet
que Ie calcul clui donne accès aux
précisi-rn désirée.

110 ue s

peut introduire 1a
travail, en Argent
Certains sont venu
sultats.

fonction : ajouter 2.
ine, avec des grains de
s deûIander coiiunent dlre

@

+,y

o
\J

premiers entiers naturelsr on
Jtai vu les tout-Petits au
maîs su:r papier quadrillé.
et écrire les derniers ré-

,'l',Ilt

0
r-)
li

U

o

iîù

@

()

o
@

Les
rellement.

\21/!
enfants ayant joué

5
'lrll

avec les'machines écriront tout natu-

La fonction
d.e la multiplicationt
élènent en ] éJ-ènents.

'rmultiplierrt
par exemPle

est à la base
t'nultiplier Par

raêne de la définition
t" change chaque

Fn5.e,n/t'i!aS ''' Oà: ît-5
tï n -ç en't Î,i t -s a': f)ûty1 ,?f e 'S

Un peu plus tard, la fonctlon rrmultiplier par
introduit les fractions.

T,es produits par cornposition ne sont sinples que s I il- nry
a pas mélange âe rnachines à a.dditionner et de nachines à multi-plier.

On considérera ensirite toutes les fonctions qririntroduisent
les problènes (peu variés dans J.rensei,Snement primaire), puis à Itocca-
sion des ""pru"*ions 

a1gébriques, on imposera des formules du type

2
4

1',
4

ou par

7t

1
I

4

5
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points qui causeront bien des s,u:prises a-::r jeu:es
sèra 1e flus riche connu Q. "" R,

0n se::a ai-nsi conduit au niveau de Itétud.e systénatiq:e 'ie
qu-elques foncticns si np1es.

cONCtusloNS

1rétude "r*uo"rft*rn*rîHffjft-hffi 
? lrous devons distinguer

signalons, satis i:rsister ici, q1e, ri.ans lt ensenible cles f olctions
numériques on d.éfi'it, ;loi] seulenent le proclt-'-it ptr coittposition, nais aussi
r:.ne structure cltespacô vec';oriel et une strilctuÏe cl lanneau.

-qlâe. oblige , #-î**.*i' *"*'iæ+3 ""I
les fonctions injectives, sr',-rJectivos, bijectives. Dans notre exemple d-es obli-
ques, 1a fonctioi,ror. injec';ive g obli-ge à consid'érer le couple d-e poin-i;s ^/^r
in.gà réciproque dtr':te valeur choisie ôe y'

)r = f (x) pour d-es étuc]-es par
é1èves. Ltensemble d-e cléPa',:t

fx --+x a

Y"t'

( u, rLonné )

f (xz) - f (x1) =x2-x1

Recl.rercl-.-e d.l i-nvariants -ùç--{jsiS.-LxPeF.
lf sril y a :rer-=-ations ar.g.lcr-Le *ans leP.qpq?Plles dq 4é?aq!=?t

{aq-tivée, }a conse::vation 
-ottîi- ôrd-re est 1mméd'ia-

tenent reconnue ou ;ecjre;cliée. Pour les f onctions numériques, 1e respoct d'e

1a relation drord-re natrr-::e1 est ùalheureusement nonrmé "qt?iéEaagsÀe-ra=F?Î++"
conme si 1a fonc'bion changeait t(rcs raisons historiques d-e ce terme sont clar-
res et respectables, mais ce nlen esi pas moins ""gr"ttable 

et source d-lerreurs
dans lrétud.e du trrod-u.it par eompositioi, si éviclente quand le mot nlest pas uti-
lisé ) .

2/ Renarqnables sont les é-1é+eetq*i4Yari?Ïts pour une fcnction
nonneutre(Opourunefonctionmu1tip1iærotation,etc.'.)o

l/ u"e J.g!'.{.b.L-g-@ perit être respectée quel que

soit le couple d-lélénen-bs d-e ôépart'

EXEI,IPLE I distance ou direction d-tun couple, d-ifférence'pour la ttfonction trans-
lationrr

fx 
-)æc

V*t'
+/ -Be5:-u*ç.-t---cij:ge*-f914L19!, 

(respect de l-tang1e, du para11élisnet
etc. .. )

a, donné
0n souligne l l importance prinord.iale cle la f q1lq-!1-oq-Linéaiqe-

qui assure Ie respect cle lracLôitionr d-r-r prod'uit par une constante, clonc

Bulletj-n d.e liaison r" I d-u Grou-pe cle -iLecherche.
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d.es relations liaéaires, par exlmpl-e t

F.,,x, + Ëro. * Ë.*.-9- -v [., Çtr,) t {iz

1

! (rt) "' [, [( ru)

nonrbres à
récipreque
ne iles

.L Y-, YG,

l-iter 1es
tanément

drun
( sur
drun
etc. .
iltun

Lrobligati
des fonctions srimpo
points construits ne
quel voisinage esi-i

Ceci constaté , utili.sé d.às les prenières aptr'licati ;ns o'es

l-a résoluti-on des problèures.,auoutit au besoin dtétuaier l-a

en étudiant soit st:r Q,, soit sur R les éqrraiions fonction-
VA, ,l/)<t. i i ()', i'{z) i,_'",)t Ç(t,)

ir i (,r,,.r\, i i x c,1 =

Le eornparaison des structures additive et multlplicative
impose lr introduJti-on de la f onc'lion d éf.inie par

,lr't ->>+F '/, I-_
/\r, *_4è Vr, )
Ç',r,-t x-,- -----, yl f, /

et sa fonction inverse' T1 nty a évideânen1 espoir dtobtenir un isomor-
phisure que si lron associe les éiènents neutre 6.*21

Pour d.émcrrer, il- faut évidennent
calculs numériques, les enfenirs (t

1-*?1 0r d t où. d t autres couples pour
'/ '-v/Û ., tt tt\" * /t.,
4 ._ ? /L/ * lL'{/

3 ,-+ /ô{ = t/'O * z. /t'2 ".t

un autre
1, 14 elng
enricliir

couiÈ. Pour faci-
choisissent sPcn-

1a table.

- .-/ L_) i ()-t = 
,/tt, = O,7

Ainsi srintroduisent tout neture ogarithniques- /) -I ..'

naturellenent les fonc ti ons

et exponentielles (avec lrusage des tables
gement ce br:se).

Le oifficulté sur la précision des approximations est
te car 1a structure multiplicative ne se prête pas à 1rétucie des

rences. Ir,urgence dtune étude topol-ogique apparaît, mais ce point

et mêrne la fornule du chan-

éviden -
dal I e-

d.e vue

qui complète 1tétudg egt préparé de longue d.ate !a-- - --J-*;ga"t:*'/
J939!SII Nès les premiers calcuis sur des nombres

grands, dè;-æniàr.es uresureso les approximgtions ont cû
troduites.

Lressentbl est dr:,,equérir 1r noticn ,ie 
"9"iE.i*-.lgs. 

: voisinages
! I gSSenuel (]iJI U' .'tUr'll',|eI--LI' !Ll llv urvlr us rv vrurarLJi-v

nombre dals 1'ensenble 
"Jnrr,, 

(r',1 eu s"s *"t*nfrîffi-']î, dru.n point
une d.roite, le,,1an, Itespac", '.:ou courbe... ) mais aussi voisinage
é1ènent dans ltensemble des droites, des cerdes, des trianglest
. Avouons ce que nole f -,i,isons densr les vérifications expérimentales
théorène ou dtun calcul.

on de considérer des voisinages dans irensemble
se clès les premiers graphes : non seulenent les
sont cilr a"pprochÔs mais cornment les joi ndre ? Dans

i i-ndiqué 
-âe cli.rnger dtéchelle pour améliorer 1e

graphe t )t v

un peu
âtre in-

Tr
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La continuité du phénoméne est trop évi.1 ente pcur les ;ei:::c.:

enfants pour qutelle prête à d.iscussion, tanàis qutiniui1ivcr:ent ce:''si-

sera plus terrd 
-f"-"o"iinuiié 

de 1a'i dérivée esi vite en qL:'3sti c'r'

ion des
observé

sis. Le
valabie

L

privilégiés se Posent à lrocc
tr 3 l; iaouvemt:nt dlun train e

'i, du passùge en des Postes cil
d::oite clonne une aPProxinatio

trunif ornes
voie en no
réunion de
tains poin

ôp

st
oi
n

nouveaents
de la

graphe t
à cer-

l,,lais nous iJvons représenté un mouvenient avec trois secousse3

et un terrible choc qui rejette le train en ''
. g..'i'rf

I}frrutarrendirlegriiphe'cequirencllrrvitessecontinue.
Ainsi est bien préparée 1a notion de dérivée et de pritritive' 0n pou-r.

rait certes voii-iii.*" p:'éparr,'.tion au calcul des aj-res par les prini--

tives, mais je nrai janais trouvé dans cette situation une eccasion

nornnale de Penser aux aires'

La fonction est "affine
liertr.

me ncus 1r
carrectes

par mol'ceauxrr, 1a vi-tesse est llf onction en esca-

WL c Wr
suy,;primant les images des élén'rents de

Coltinuité drLrne. f onc.tion en un point' Linite' Ir}fini.'

Les enfants de 1.{ ans, entraînés à uti-liser fes graphesr coa-

a.lons ditr comprennent et utilisen*t sans peine Ic's d'éfinitions
de I I analYse
Rappelons ce qui est essentiel :

1) Lrimlge drun voisi-nage d'e x^ est un voisin::''-o d"e Jrn = t(xo)

etlafonc+"ionrespectel'inclusiondesvoisinages.
V, . Vl à

passe d.e w,, à w, enpuisquron
t1 u2

I cî1h
i-- 4v v-rf de liaison no J d.u grouPe d e recirerche
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, w étant un voisinage de
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2) L.: continuité rép.6n'1 à 1a question : coEnent assurer y)w
v = f (x ) t"o 'o'

A cette question du physicien, on répond en cherchant un
voisinage v de x^ dont Irinage soit incluse dans w ; tout voisin:rge
v4 inclusdans v Eonvienclr: encore mieux(on prend une marge de sécurité
à'cause des approxim;.tions d.e çgrlqrrl).

Alors 1e mathénrticien, pour être certrLin cle pouvoir satis-
faire 1e phycicien, demande que v existe quel que soit w

)ro =__--z )o V v.l r j ^,r : it") C i,,J

Au niveau de nos élèves, le ttil exisieil est rempiacé prrtt;e
peux construj.reil ou bien rrjc peux oatrculerrt.

des fonctions- défi-
<i.u rr.pport €')

te qu.irii r ;.'!tÈur V

La réponse valable poùr te,ut poini m sur lrexenple de lrobli-
que.Iviaisquand.onétudie*ffiteignons"'..ét.,oepas.
gionnante.

T,e problème posé à ltoccersion des graphes
nies géonnétriguement ( exenple de l- t cbliclue, €xcm,o1e
inté resse les élèves et est resolu sans peine car
est tout à fait usuel.

infini
Reprenons }a figure introduisant
Qu"elle réponse donner si on exige

sinage de co ctest à dire y à un voisinage

. rnâque q-app':rtienne à un voi-
ra 'l e

;T

?ôbî!t

Pour toute autre yosition 1^ choisie de q, ItinaÉlp réciproque
Ee cle o était un vor-si11i;,r +"de m- . r:nais cet te f ois 1r irnagedu voisinage cle go était un vo:-si.nir€ r-dg *u, *?is -cette fois lrirnage

réciproque dr.rr" liEiJi""u.-J" ;-;;;-i" tet ttlôt de deiix deti-droites. 0n
exanine Iteffet de l-rinclusion et on décide drappel-er cet'Le rc5union un
voisina#:, dq 1r j-nfini.

ilucune difficulté pour examiner i.timage d.run voisinage de a.
Finaleltent, on adjoint irinfini à 1!ensembl-e C.es points de la droite et
1a limiie 1à ltensemble C.es im,.rges f(r). Le tableau conpleté est :

-----+ --;) ( t()t//

1]

" ,') ,t7 ' i -i.l* 4 . /1 /,,u 11 -i.'I LL*l,l .'_- _\__i_i_!-t_.___ __l . ____:._--/ ,' * '
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On conclusion de 1tétud.e géornétrique qui précècie, Ics éIèves
nf ont éprouvé aucune di-fficr-r.lté à écrire en symboles naihénatiques et
à énoncer 1es définitions précises de ltj.nfini et des linites ? 11 est
clair que 1e nodèle géomnitrique et les couleurs utiiisées pou"r contrer
1es divers voi-sinages souienaient ltintuition tandis que phrases et
caleuls font écran et cachent ia pensée.

Les calculs, on les a fÉr.its après sur l-a même situation, apràs
avoir choisi , et d.e d^iverses f açons , 1' origine des abscisses,n pq:rr déf i-:
nir n. Droù. diverses valeurs de k et h dans la relation y =.;:à'

Autre situation
Une étude de 1e. linite sans intervention de lrinfini srimpose

lorsquron aborde lanotion de tangente au cercle, lorso,ue des problènes
condùisent à considérer une droite nrayant qutun point commun avec le
cercle comme analogue à une sécante. 

..^ \4
Données : un cercfe Ii(Orn), a€- L'. Parmi les droites rlu

faisceau d.e sommet a, on a d.isti-ngué Ia droite D perpenrliculaire à 0a

et lton sait rC n t = 
,r^?[

ioit maintenant 1e pint générique d Ae T et la sécante am

que lron nomme M. 0n étudie ia fonôtion r, -,F-"I'I, d.éfinie sur Ii t \ t'l

Cette fsnction i!) est le produit par composition :

la\l

angle ...1 centre

produit qui est tout à fait normal quancl m est

i9rin
, ri,.
lr -. i'rl

-citltt-'-*- ,-'-v

ena

,..,;f
,J .. ;\ 

-.2 " ,-:8i.r l)t-- s'r'

^ Si lron décidait de conri:lèter la définition c1e f en posant

".t}1, fo io""tion f devientlre,i-t àéfinie et -con!i*r+e^(c9r:rm1 
Ies voisi-

ru.gâ" 1e rnontrent) ; D ne peut être dite rtsécante'r. 0n la dit rrlimite
de la sécante cluand m est en ârt et on ]a nomme t;'ngei:Lte. aU cercl-e en a'

Bulletjn de liaison no J du groupe de recherche

It



-16'

Au niveau où. ces études ont été faites, lranalyse::ra serfi
qutà préciser le travail géonétrique et algébric1ue. ElIe nre::t po,s étr:-
aiée pour elle-mêne et 1es résultats obtenus ne sont pas assir:iIés,
fixés pour être utilisabl-es.

l,tais au terne de cette érude, 1es é1èves sont prêts à rece+
voir une étude systènratique des fonctions, étude dont la place est au
cyele terminal du secend. degré (l>-18 ans).

l)spèrons seulement que la préparation, très possible, comne
lrexpérience 1ra montré, serâr faite avec conscience et patience par les
maîtres et que le professeur qui ï'ecevra ces élèves saura en tenir
cornpte pour stal:puyer sur cette formation prenière lorsquril proposera
des exposés dognatiques.

L, Fe'ii',^.
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