GUY BROUSSEAU

L’ENSEIGNEMENT des PROBABILITES et de LA STATISTIC
RESUME DES TRAVAUX DE L'IREM DE BORDEAUX DE 1971 A974

1. ETUDES SUR LES POSSIBILITES D’ENSEIGNER DES ELEMESIDE
PROBABILITES ET DE STATISTIQUE A LECOLE ELEMENTAIE (1971)

Ce texte de 1971 prend acte des évolutions, deot#été (besoin technologie), des
mathématiques, de la psychologie et de I'enseignénil inventorie les questions auxquelles
on doit s’intéresser.

Il décrit les limites imposées aux recherches parcbnceptions et les pratiques de I'époque
60-70 (recherche d’ingénierie et innovation, pasbdervations effectives, pas de recherche
sur les possibilités effectives. Il explique powgiifaut rompre avec ces pratiques

« Le regard que l'on peut aujourd'hui porter sutecsituation montre qu'il était
nécessaire d'accomplir un certain nombre de ruptgue le déroulement de la
recherche a permis de concevoir et parfois deseali

1) Rupture avec la conception de la rechercheenqu'innovation, et avec les
rapports d'auteur a lecture, voire de prosélyteliguétablit entre les chercheurs et
les maitres.

2) Rupture donc aussi avec la position des charsheomme fournisseurs
d'informations visant a élaborer les décisions dadniinistration de
I'enseignement. Il est aussi important de posdrotes questions méme si on ne
peut y répondre, que de fournir des propositiorsctidns, ou des moyens
d'évaluation, ou les deux a la fois.

3) Rupture avec une conception des rapports nigeignement avec les sciences
fondamentales ou humaines faisant du premier,ligtion des seconds et avec
ses corollaires : I'impossibilité de concevoir ueeherche didactique propre et
l'idée de l'indépendance des études fondamentales.

4) Rupture par conséquent avec la référence [méadax théories pédagogiques
classiques.

5) Rupture avec la méthodologie traditionnelle descherches sur
I'enseignement. »

Il décrit les méthodes et les dispositifs qu’il quemettre au point (en spirale) pour conduire
des recherches plus fondamentales mais aussix#es aur 'enseignement

1. 2. GENERALITES SUR PENSEIGNEMENT DES PROBABILITESJ NIVEAU
ELEMENTAIRE (1972)

Ce document de 13 pages est écrit en 1972. Il dides choix qui ont permis d’élaborer la
situation de I'expérience n°l. (voir le dossier gaident « Probabilités et statistiques 1,
apprentissages premiers pas » en particulier Iéislear « études sur les possibilités
d’enseigner des éléments de probabilités et déstsjaes a I'école élémentaire 1971 et
« découverte des probabilités au CM 1972»).
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Il est présenté en introduction du compte rendliedgeérience n°2, menée en 1973-1974,
(réplique améliorée de I'expérience n°1 de 72-&3p rencontre de la CEIAEM de 1974 qui
se réunit a Bordeaux sur le sujet « I'enseignerdestprobabilités et les statistiques ». Il est
publié dans la brochure (168 p) éditée par I'lRE&/Bbrdeauka cette occasion.

Il introduit la présentation de la deuxiéme exp#redu processus sur le test d’hypothese et
I'étude et de son déroulement.

Il reprend les objectifs généraux d’'un enseignendestprobabilités :

Pratigue d'expériences ou le hasard jour un r@®ar la présentation de certaines situations
ou un modele déterministe ne convient pas, on veutrenlels enfants en mesure de construire
un modele probabiliste implicite).

Introduction d'un vocabulaire utile et préqi s'agit de permettre aux enfants de formuler
les constatations qu'ils font & propos de ces whtens c'est-a-dire d'identifier et de désigner
des événements et leur mesure.)

Construction de modéles mathématiques et prob#dslisxplicite

Introduction a I'étude systématique de la théore grobabilités

Pas un mot sur la statistique, pourtant la sitngtimposée partira du test d’hypothése.

Ensuite ce texte présente un état de la questionritigue un peu la psychologie et
I'épistémologie génétique tous en soulignant leapports, et beaucoup Diénés le seul
didacticien de I'époque qui propose a la fois deEnierie et une théorie didactique.

Il oppose a ces conceptions une vision dialectdpula mathématisation, base de la TSDM.en
développement.

Ce texte dégage quelques problémes et quelquedopasa

« Si I'enfant n'a aucun moyen d‘attribuer uneii@ion aux écarts observés et qu'il se trouve
dans l'obligation de les justifier rationnellemdat modéles méme corrects ont toutes les chances
d'étre rejetésau moins formellement. Or c'est cette validatior gous visons]...

[d'une part, la création des modéles probabilisepeut se faire sans qu'existe une structure de
comparaison, mais d'autre part, cette structurecamparaison ne pourrait apparaitre sans
l'occasion de se manifester c'est-a-dire sans redetomparer. »

Et en déduit la nécessité qu’il existe des modatgglicites d’action probabilistes pour
permettre que des modeles explicits puissent peetalisens et se développer (Ces modeles
explicites ne sont pas de simples formulationsndegdéles implicites)

« La rupture de ce cercle vicieux nous apparaitneena clef de la genése d'un modéle
probabiliste. Il faut donc, dans un premier temfihserver. Ce sera le but principal de nos
prochaines expériences et notamment de celle queprésentons ci-apres.

Ici se dessine le plan des recherches sur I'appawtes modéles de théoremes dans le jeu de
la course a 20. Et déja aussi il apparait uneioertaéfiance pour les paris et pour la méthode
empirique comme base de I'étude :

Dans I'expérience que nous présentons plus lois deuons donc le plus possible écarter les paris et
devrons introduire la contrainte qui consiste aisef toute possibilité de vérifier I'hypotheése smena I'étude
autrement qu'a travers des expériences statistijaesustration ainsi provoquée ne sera compeqeéealans la
phrase d'intervention.

! C'était la premiére fois qu’une rencontre de laA&HEM donnait lieu & une publication des intervenso
produites par les participants. Le recueil desaues textes que nous avions pu réunir était unaties
encourageante malgré le manque de rigueur daesueit et la présentation des interventions. Darsniée
suivante Willy et Jacqueline Van Hamme éditéremri&mier compte rendu formel d’une rencontre de la
CEIAEM.
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3. PRESENTATION DE LEXPERIENCE SUR LE TEST D’HYPOTHES

L’article rappelle les objectifs particuliers dexpérience :

Observation de modeles implicites d’action : les/és réagissent-ils de facon différentes aux
situations probabilistes ?

Quand considerent-ils qu’ils ont affaire & une mémpérience ? Quand disent ils qu'elles
sont différentes ? Ont-ils tendance a adapter tmmportement lorsque les conditions
stochastiques évoluent a leur insu ? Quand peulgedistinguer deux probabilités distinctes

Il est possible que les enfants devinent ensuitd gst le patron probabiliste de I'une des
expériences ?

La conclusion est que les éleves doivent pouvoiowger la convergence (en probabilité
implicite) d’'une suite produite par une machinessanystere

Le texte indique les grandes lignes de I'étude érattique a priori des propriétés de cette
situation : fiabilité, possibilités de réalisatioen fonction de différentes variables : nombre
d’expériences, nombre d’événements etc. Cetteeétarh prolongée et précisée par celle de
Paul Louis Hennequin pour modéliser I'expériendagypale de 1973-74

Le texte étudie ensuite les caractéres de la situpedagogique et prévoit deux phases 'une
gu’on dirait aujourd’hui a-didactique pour I'obsatwon et I'autre didactique

« Cette premiére expérience doit permettre derenatt point les procédés d'observation et peut
étre un plan d'expérience ».

Cette recherche est menée avec Mady BourgeoisBdiaeld, Jacques Péres
En effet d’autres recherches sont ou seront emsepparallelement
- sur les modeles implicites (la MEC et la course iagty (Brousseau, Gabinski,
Maysonnave, en prolongement des études plus amsel@mRouanet)
- et a ajuster leurs prévisions (Déramecourt, Brawgs€ette recherche est proche du
point de vue Bayésien tel que Bruno De Finettirtsppsera en 1974
- sur les capacités des éléves a faire des prévifkmsanet, Guy Dumousseau 1974)

4. PEXPERIENCE DU TEST D’HYPOTHESE

Trois sacs contiennent des jetons de dames : dewntkennent deux jetons blancs et trois
noirs, le troisieme contient quatre blancs et uin. h@s éleves peuvent venir retirer un jeton
et le remettre aussitdt. Que peuvent-ils dire lsucontenu des sacs ? y en a-t-il deux
semblables ? lls savent qu’il y a cinq jetons sapeuvent les tater a travers le tissu.

La partie a-didactique de I'expérience dure qugtars. Elle produit toutes sortes
d’observations justes et les réticences dues astacles habituels : on ne peut pas savoir, ¢a
ne recommence pas pareil etc.

Ensuite la phase d’intervention fait apparaitre reggports entre le nombre de jetons d’'une
couleur et le ombre de jetons total. Le profes$aitiecrire la suite des tirages et la suite des
rapports. Des la premiére séance et au bout deampeatirages, les éleves concluent
« correctement » et semblent persuadés (rassuisnon pas assurés par I'encadrement
didactique)

Retour aux trois premiers sacs, puis essai avetfig. La séquence a duré 7 séances.

Cette expérience est le prototype de I'expérienoeipale de 1973-74 ou, en remplacant les
sacs par des bouteilles permettant d’obtenir dégssad’observations de grande taille, le
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processus pourra se poursuivre jusqu’a son tetigepjoration de l'intervalle de confiance et
les calculs de « fréquences théoriques ».

5. PLAN DE TRAVAIL POUR 72-73

Le plan propose une des deux voies de rechercels,sar les modéles d’apprentissages, et
sur le processus de mathématisation. Les prolebilié sont concernées que par le caractere
probabiliste des modeéles d’apprentissage utilités. théoremes apparaissent comme des
modeles implicites d’action dans des processushastigues que I'on provoque que l'on
observe et que 'on étudie de facon théorique péementale.

6. LES ETUDES DES MEC 20 ET 7

La phase d’action

Les théoremes que Vergnaud dira plus tard « es adfiei M.1.A.) sont ceux de la course

a vingt.
lls apparaissent comme M.IL.A.
Pou la course a 7 les modéles stochastiques alassigndent comptent de I'apprentissage
observé.
Les parties contre un moniteur ou contre une machationnelle enseignent implicitement
mais rapidement la méthode aux éléves
Pour la course a 20 aucun modéle ne converge aapétement. Des schémes et des
stratégies interviennent pour acceélérer I'apparities théoremes. La récurrence n’aide pas au
contraire, la reproduction des mémes raisonnenesaisassés dans les mémes raisonnements
complexifie la tache et ralentit l'apparition desodeles implicites de théoremes. La
croissance du temps cependant n'est que quadratidols que la complexité est
exponentielle.

La formulation (Lamarque)

La formulation ne fait pas progresser I'efficacités actions ni les explications, mais si les
théoremes implicites ne sont pas formulés ils dapsent au bout d’'une cinquantaine de
parties

et la preuve son rdle dans I'apprentissage appawateux.

L’expérience de I'entrainement d’'un modele de méducable » avait pour but de voir si les
éleves modifieraient volontairement et correcteniertontenu des boites pour faire gagner
« leur » boite.

7. PROOETS DE TRAVAUX ET TRAVAUX EN COURS SUR LES
PROBABI LI TES

Projet d’'une lecon proposée par le Professeur VARGArésenter a la rencontre de la
C.LA.E.M, BORDEAUX, aolt 1974.

Les enfants disposent de 5 jetons rouges et Sgdtiamcs répartis dans des urnes. On tire une
urne au hasard, puis un jeton au hasard dans uette Les enfants peuvent modifier le
nombre d'urnes et la répartition des jetons dasautaes. Le but de ces modifications est
d'augmenter les chances de tirer un jeton rouge.
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Il n'est pas question de demander aux enfants alevdr une solution optimale, mais
seulement de les amener a comparer des probabilités

Lecon a rapprocher de I'éducation de la MEC 7. peasbabilités sont objectivées comme
moyen d’améliorer les chances de gain

1°/ La lecon ci-dessus fait appel a des notionsiptexes. Plusieurs niveaux de
comportement sont possibles :

- Hypothése 1 : Les enfants concgoivent qu'awérbfites distributions correspondent
des probabilités de gain différentes : ils font destatives cohérentes de maodification,
appuyées par exemple sur des expériences statistiqu

- Hypothése 2 : Les enfants envisagent des disivifis différentes, calculent les
probabilités composées de chaque distributionpegdeduisent un choix.

- Hypothese 3 : Les enfants choisissent certaifigsibutions en s'appuyant sur le
calcul et sur une expérience statistique.

- Hypothese 4 : Les éléves justifient leur cho& des considérations indépendantes
du nombre de jetons et du nombre d'urnes.

2°/ Langage a utiliser par les enfants
- graphe en arbre, valué en probabilités, pouryarala situation
- calcul de probabilités de la forme

(pas terminée équations et schémas)

8. PROJETS POUR L'INRDP 73-74

Ces projets ont pour titre : « Evolution des cegide décision en situation aléatoire et
approche des modeles probabilistes ». Sous la icatieh de Paul Louis Hennnequin et de
Pierre Gréco, des éequipes de 'INRDP et de divBisSM ils étudiaient les possibilités au
Cycle Elémentaire ef1Cycle de I'enseignement Secondaire

Les objectifs, excessivement ambitieux, étaient de fournir depgsitions d’enseignement.
lIs s’inspiraient d’'un programme diffusé par la caission Lichnérowicz.

1°) Pratique d'expériencesi le hasard joue un role

Exemples :.prédictions sur la composition d'un ars\a partir de données statistiques (type :
composition d'une urne). paris, équitables ou sBanune suite d'épreuves répétées. sens de la
vitesse de convergence d'une série statistique.

2°)Introductiond’'un vocabulaire utile €récis

Identification et désignation des évenements dedemesure (en distinguant bien mesures
statistiques et mesures de probabilites)

3°) Construction de modeles Probabilistes expBditalisation par les enfants, d'instruments
mathématiques formels (rapports, combinatoire.deeteprésentations (diagrammes, arbres)
pour rationaliser les situations proposées et gakértaines de leurs décisions.

4°) Introduction a I'étude systématique des__ pribibéd

Maitrise de notions et théories permettant de @t résoudre toute une catégorie de
situations et problemes. Exemple : évenements, iesonvergence.

5°) application a des Problémes Pratigues (de sesehumaines, d'écologie etc) d'analyses
statistiques élémentairé&xemples : analyse factorielle méthode des jugesilation, etc.

Les buts de la recherche en découlaient. Il s’agiske déterminer dans quelle catégorie de
situations les enfants atteignent les objectifsoetment ils les atteignent. lls comprenaient
1°) L’'Etude des comportements dessfants_et de leur évolution & traveles:prévision des
résultats d'une expérience, la formulation des tetatsons et, en particulier, le vocabulaire
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employé pour désigner les évenements et leur melggrelifféerents degrés de conviction et
expression, les conditions pédagogiques adéquates.

2°) La Caractérisation destuations : I'’Analyse a priori, qui met en évidenan certain
nombre de paramétres, par exemple nombre d'expéseparalléles, nombre d'épreuves
répétées possibles par enfant, nombre d'issuesblessgpar épreuve, probabilité par
évenement, nombre de valeurs de convergence estredlles les enfants ont a choisir...

3°) L’Etude des procédés qui permettent d'explicitens_certaines conditionsl’analyse
correcte de la situation : prise en considératies fiéquences cumulées, la découverte des
valeurs de convergence (probabilités) la découvddela convergence des fréquences
cumulées.

Les hypothéses étaient plutét générales

« Nous supposons que les enfants sont susceptildies construire., a certains ages, certains
modéles implicites d'expériencestatistiques simples et, d'en rejeter d'autres, -de prendre
conscience, au prix de certaines interventions, algsts mathématiques de ces modeles, - de
comparer, alors, le modéle et la situation. Il ngasait illusoire de vouloir préparer une

compréhension satisfaisante des probabilités emoseant a une introduction formelle des

structures mathématiques utiles (fractions, contbire ou & une définition ex cathedra de la

correspondance situation statistique - modele fitibe, (les enfants n'intervenant alors que pour
l'effectuation des calculs justifiés a I'avancd),nbus parait indispensable que les modeles
probabilistes soient construits et explicités panfant lui-méme pour rendre compte d'une
expérience statistique effective.

Mais le programme a été a peu pres tenu.

9. L' EXPERIENCE DE PERIGUEUX

Les éléves du CE ont-ils de modéles implicitestibacefficaces en situation aléatoire ?

Le professeur fait des séries de 50 tirages avedaunteille contenant 25 boules blanches et
25 boules noires. Pour chaque expérience on colapt@®mbre de tirages noirs obtenus.

Chaque groupe d’éleves prévoit dix résultats pteside I'expérience et marque autant de
points qu’il a de résultats exacts (le méme norperd étre répété).

L’expérience sera répétée 12 fois chaque jour pgrdigours, mais avec des compositions

différentes de la bouteille. Il s’agit d’observ@&violution des choix des éleves et d’en déduire
quelles informations ils tirent de ces expériermexessives.

En particulier I'évolution de I'étendue de leursoohcar les actants auraient intérét a parier
dix fois le mode de la distribution (25 noirs) j ga confond ici avec la moyenne pour obtenir
les meilleures chance de gain. (seilgprobabilité qu’il sorte i noires (sur 50 tiesm) et soit

x) I'événement {le f™® pari se porte sur I’ événement {il sort i noires}es 10 paris d’un

groupe sont X, Xg, X5 ..., X . L’espérance de gain de ce groupe est :

E(X) = 1. (p(a) + p(b)+ ... +p(9)).
Elle est maximum si p(a) est maximum c’est a dira s 25
50

5)2

3
Ci

et elle est égale a5x 25x0,11= 2,75 a chaque partie

On a observé aussi I'évolution de la moyenne efédmrt type de leurs choix. Mais ces
observations n’ont aucun intérét

Il faut remarquer que I'étude a priori n'est paggentée. On a délaissé a I'époque I'étude
mathématique des parametres de la situation. Liestieas de I'espérance de gain suivant les
choix ne sont pas trés fortes. Les probabilitépptantissage sont donc assez faibles.

Pour résumer la situation les joueurs sont timi#étre au moins deux stratégies. Celle qui
optimise I'espérance mathématique c'est-a-diredguine les meilleurs chances de gagner



-7-

beaucoup de points que ce soit au cours d’une quudéeurs parties : elle consiste a placer
toutes les mises sur le mode.

L’autre minimise la probabilité de ne pas gagnermmins un point au cours de la prochaine
partie. Cette stratégie consiste a miser sur dipl@ements différents I'étendue étant centrée
sur le mode.

Le choix entre ces deux stratégies qui visent tgctfs différents est totalement arbitraire et
ne peut étre tranché par les mathématiques.

Cette situation peut servir de modéle & des paealintéressantes : Un pauvre doit gagner a
chaque partie ce qui lui est indispensable pouviwer: il choisira plutét la deuxieme
stratégie. Un riche qui peut se permettre de negagser pendant un certain nombre de
parties pourra jouer la premiere stratégie plutat#a.

Faire des statistiques pour prévoir I'avenir est bon principe. Encore faut-il les utiliser
correctement. Celui qui reproduirait dans ses paes statistiques qu’il observe, et qui
distribuerait ses mises comme sont distribuéesfrésguences observées tirerait un bien
mauvais avantage de sa stratégie. (En rendantl légeitable entre une banque et un joueur
on peut obtenir un honnéte « trompe couillon »aitide cette simple dissymétrie : la banque
peut jouer longtemps la valeur gagnante.)

Résultats :

Le premier jour (12 tirages avec (25N ; 25B)) : artp de la 9éme partie incluse, quatre

eéquipes sur cinqg misent dans un intervalle congreB5 et ayant au plus 10 éléments, Une
équipe au douzieme jeu mise ses dix choix sur s@uetrois valeurs : 23, 24 25. Une autre

équipe a misé plusieurs fois au-dela de 50 (le mertdtal de bille, et le nombre de tirages)

Le second jour (6 tirages, 15N ; 35B) puis (5 tm@vec 40N et 10 B) : Les étendues restent
assez importantes, supérieures a 20 a la cinqusamie pour 3 équipes. Le sixieme pari est

individuel, tous les éléves sauf deux; proposestm@anbres dans un intervalle comprenant
les résultats obtenus. Les étendues sont inféseate égales a 12 pour 15 éleves (20
présents).

Encore trois expériences : (7T ; 5N ; 45B) (63DN ; 30B) et (6 T ; 20N ; 20B)

De facon générale les éléves centrent leurs paresserrent I'étendue, mais lorsqu’il sort un
résultat hors de leur domaine de prévision il pgmeoun élargissement de I'étendue des paris.
lIs essaient donc plutét d’améliorer leurs charegagner quelque chose a chaque expérience
plutét que leur espérance de gain sur plusieutgepar

Les variations des conditions n'amorcent aucun ng®@u contraire. En situation didactique
des variations sans effet conduisent les élevesiadanner leur réflexion et leurs intuitions.
L’absence d'un plan d’expérience et d’'une étudadtidue sérieuse de la situation s’est faite
sentir : les enfants ont désappris ce que leur faodwplicite d’action leur avait soufflé des le
premier jour. L’étude mériterait d’étre repriseauyd’hui.

10 'EXPERIENCE PRINCIPALE

1. Le compte de I'expérience principale de 1973-74 Ifabjet d’'un compte rendu et
d’un résumé séparé.

2. «Premieres découvertes des lois du hasard a é'éaémentaire » Fiche
accompagnant I'émission de TV scolaire « atelier pdelagogie » du mardi 30
novembre 1976 (8p)



