GUY BROUSSEAU

SITUATIONS FONDAMENTALES ET PROCESSUS
GENETIQUES DE LA STATISTIQUE

INTRODUCTION

La publication récente du compte rendu d’'une egpég ancienne est la raison de ma
présence devant vous. Je ne suis pas sOr qu’esisdait le theme « étude d'un probleme
curriculaire : L'enseignement des statistiqueses, drganisateurs avaient en téte de me voir
raconter cette aventure d’'une autre époque. Jawaifleurs avoir été troublé par leur
demande car il me semblait que vous auriez d( q@efd cours d’'un chercheur plus jeune et
mieux informé des orientations du moment. J'ai tieiméme accepté leur offre lorsqu’ils ont
précisé qu'’il serait possible de montrer a cetteasion comment fonctionne le concept de
« situation » dans une recherche curriculaire. Qeugt-il apporter ? Il s'agissait bien d’'un
défi. Il m’a conduit a revisiter les raisonnemeetsles résultats qui m’avaient guidé a
I'époque a l'aide d’instruments développés depyésme suis rapidement replongé dans un
univers incommunicable dans le cadre de ce coypssAavoir élagué le propos principal de
la plupart des mises au point et des précisions/qus trouverez dans les annexes et dans les
notes qui accompagnent ce cours, il nous est treésepropos assez distincts :

- la meéthode de recherche duprocessus fondamentapour un secteur des

mathématiques, a I'aide de la théorie des situstiigactiques,

- son application a la recherche des obstacles sdignement

- et le compte rendu de I'expérience avec ses intpitsactuelles.
Le premier propos était celui qui m’intéressaitplas. Il m’a conduit a revisiter quelques
idées, entre autres, la notion de situation fonddate, et de hasarder des interprétations en
termes de praxéologie. La logique aurait voulu jguigaite ces questions dans cet ordre, mais
les raisonnements théoriques sur des situatiornsastanfois complexes et abstraits. Malgré
des efforts considérables, je ne me suis pas camdible de présenter oralement les textes que
javais rédigés sur cette question, ni méme lepat@mas qui en étaient issus. Je vais donc
exposer le résultat avant d’expliquer la méthode, nee livrant ainsi a une violation
caractérisée des idées didactiques que je vaidarcef par ailleurs de vous présenter.

1. UNE EXPERIENCE DE PREMIER ENSEIGNEMENT DES STAMIQUES
SITUATION INITIALE ET UN PROCESSUS GENETIQUE

Le but pour le professeur

Le but implicite du processus était de définir ce quigst statistique en faisant comprendre -
en définissant implicitement — ce gqu’est I'égabi¢ plutétl’équivalence de deux statistiques

! Ce paragraphe résume l'article : « une expéridirgeremier enseignement en statistique », etdlarde
Guy BROUSSEAU, Nadine BROUSSEAU, Virginia WARFIELDAN experiment on the teaching of
statistics and probabilitéJournal of Mathematical BehavipR0 (2002) 363-441. Le texte en francais constitue
'annexe 1 dans le CD-ROM. Voir aussi le diapordma



Deux statistiques sont équivalentes si et seulersieatles « définissent » le méme objet.
C’est-a-dire si elles I'acceptent toutes les deaxme modele. Cette approche implique donc
une stratégie explicite dest d’hypothésgque le processus devrait faire apparaitre.
Lesdonnéesont des informations choisies et recherchéesigdaétion de I'actant, de fagon
a ce gu'il soit maitre de réitérer ses demandesi@y selon la perception qu’il a de leur
utilité. Habituellement les données sont recusill@uvent dans des conditions inconnues et
il s’agit de deviner de quel objet ou systeme eflest la trace. L’incertitude et donc les
raisonnements portent sur I'objet. Ici I'objet debkervation est déterminé sinon connu.

Le milieu capable de délivrer rapidement des informationdefa@ recueillir et a interpréter
est une machine de hasard, pour I'observateur, paaigour les actants car aucune prévision
ne leur est demandée au cours de la situation iafacDes demandes de prévisions
n'apparaitront que comnmagument rhétorique dans I'analyse des explicatitmgnies par
les éléves pendant les situations de validationsée enjeu est un savoir, pas un gain
guelcongue. Il est important de remarquer que hiaard ni la méthode du test d’hypothése
ne sont ici des objets d’étude mais que I'un et condition de la situation et I'autre un
moyen de déterminer un objet sous cette conditiarmachine devait étre trés simple, facile
a concevoir et a reproduire. L'objet X, le modealgroduire, devait exister déja, étre sir,
aussi familier que possible : la composition d'peéte collection de boules. Il n’est donc fait
appel qu'a un répertoire trés simple. Les divergasssibilités sont imaginables
immeédiatement. La situation d’action porte donclewchoix d’une composition : « combien
y a-t-il de boules blanches dans cette bouteillgap, qui en contient 5 ? ».

La progression deformulationsest la partie qui a été la moins clairement expkcet la
moins controlée. La standardisation du vocabulalidactique aurait da éviter les
contaminations sauvages par la culture du professewelle encore plus incontrélable des
éleves. Les termes ambigus se pressent en foulessigvres des participants au cours des
débats. Mais les faits sont plus tétus que les etdssens de ces formulations déficientes est
correct.

La motivationeffective n’est pas le gain, ni le goGt du jeum@me la découverte empirique
d’'une loi, ce sera la mise au point d’argumentsgd’eh discours convaincant, c'est-a-dire
consistant, sur la vérité d'une déclaration sur alvjet qui restera toujours caché,
conformément au projet expliqué plus haut.

Dans ces conditions nos pourrons observer I'ineangt /ou la justification immédiate de trés
nombreuses techniques mathématiques élémentamedeala role spécifique de la statistique.
L'inventaire en est éloquent.

RESUME DU DEROULEMENT DE LENSEIGNEMENT

Les conditions du déroulement sont exposées ddagtkedonné en annexe

La situation initiale

Le professeur :

« Votre camarade Pierre va mettre dans cette bleufepaque) et vide, 5 boules
prises dans ce sac (opaque) qui en contient un&ime. Venez vérifier qu’il n’'y
a dans le sac que des boules blanches et des boires ».

« Pierre, mélange les boules dans le sac, et maimtesans regarder, isole 5
boules que tu tiens a travers le tissu ».

« Venez constater qu’il y en a bien 5. J'introdal@rs la bouteille dans le sac.



« Pierre, fais entrer les cinq boules dans la liteiteet maintenant bouche le
goulot avec ce bouchon translucide.

«Vous étes tous bien sirs que dans cette bouileifl@ bien 5 boules et rien
d’autre mais vous ne connaissez pas leur coulausldllons essayer de savoir ce
gue contient cette bouteille sans jamais I'ouvrir »

Cette question heurte évidemment les modalitésraissnnements déterministes en usage
dans les classes et les éléves ne comprennenugbsaicul ils pourraient faire pour obtenir
la solution de ce probléeme.

I commencent donc par essayer de regarder a srdeebouchon, puis l'un renverse la
bouteille et la il peut voir la couleur de la boglé se loge contre le bouchon.

« Il'y a une boule blanche ! »

La question qui vient spontanément alors est «yadrl aussi une noire ? » deux
retournements de la bouteille... encore une blankehe@€me ? une autre ? personne ne sait).
L'idée que s'il y a une noire elle va finir par s@ntrer justifie des retournements jusqu’a ce
que I'événement se produise (s’il se produit siBprCe ne sont évidement pas des tirages.

« Il'y a une blanche et une noire... »

C’est la fin de I'épisode déterministe et rien @@rsit justifier dans ce mode de pensée de
continuer a retourner cette bouteille (est-ce quéetture d'un deuxieme exemplaire d'un
méme journal confirme les nouvelles du premier ?).

Mais en général les enfants font des hypothésegomqtidémarrer le processus :

«- recommence cing fois pour qu’on voie toutestesles » dit un enfant qui a
I'idée que les boules doivent se montrer successw: en bon ordre

- voila !il y a trois boules blanches et deux Bsit

L’histoire n’a pas de raison d'aller plus loin.. u$ai cette idée que les boules se montrent
sagement dans le méme ordre est relevée, quetqasteé professeur ou par un éléve.

« Si ce que tu dis est vrai alors en recommengarteorait voir encore les trois
blanches et les deux noires... »

Surtout ne pas s’arréter aux hésitations des épvese prévision directe effarouche
« cette fois on voit quatre fois une blanche etnmee »

Exit sans bruit I'hypothése de la succession iégail... tout pourrait s’arréter la mais...
«- En tout cas il y plus de blanches que de noiredit un autre

bY

- Alors on devrait continuer a voir plus de blare&hgue de noires si on
continuait ?

- Non, si les blanches se sont montrées c'est aun ¢es noires (il aura
compensation). »

De la une attention particuliére pour les résuliass observations et pour leur enregistrement.
Il faudrait examiner toutes les évolutions possldans tous les cas (par exemple s'il n'y
avait que des boules blanches) mais le démarrdgmastenant assuré et le professeur va
pouvoir relancer des « expériences » (qui ne sujbtrs pas des tirages puisqu’elles se font
en situation supposée déterministe) a I'aide diearatuivant :

Si ce gu’on voit donne des indications sur ce qudient la bouteille, alors, en reproduisant
ce qu’on a fait on doit reproduire ce qu’on a \auquestion est évidemment :



« Qu’y a-t-il de commun entre ces expériences ?[gué on voir ? ».

Ce qu'on a vu, va devenir I'image du passé de lzhina de hasard, c’'est-a-dire une
statistique ce gu’on prévoit va devenir des événements pllusioinsprobablesassociés a la
machine et les deux sont reliées par des hypottsigea structure de la machine que 'on
peut facilement imaginer.

Il faut remarquer que cette situation est fondamalerd la fois pour les statistiquetspour les
probabilités. Autrement dit, seule I'invention desadeux concepts (et les notions afférentes)
et la compréhension de leurs rapports peut résocslngrobléme de facon satisfaisante. |l
serait compliqué de discuter ce point maintenantisdNe vérifierons en suivant la genése que
ce probleme peut provoquer. Cela suppose évidemauemtle professeur n’apportera et
n'acceptera aucun apport extérieur sur les questinrciales que nous allons rencontrer.

Le processus

A grands traits, le processus qui s’engage das#uation fondamentale des probabilités et
des statistiques est le suivant : les enfants womtemps, faire des groupes de 5 observations
avec l'idée de représenter ainsi le contenu deolatdille. lls sont trés décus de voir les
résultats fluctuer mais I'idée qu’il y a plus damthes ou plus de noires, et que ¢a doit se voir
suffit & entretenir le processus. Bient6t ils coenpttombien de fois ils ont obtenu 4 b et 1 n,
3bet2nou 2bet3n eten tirent argument pewniorcer leur conviction. Par exemple, a un
moment donné, ils ont 5 séries (3b, 2n) contrebdefdln) et 3 (2b, 3n).

Bientdt leur conviction est faite. lls se déclarsiits de leur fait... et réclament d’ouvrir la
bouteille pour vérifier ! Le professeur évidemmesiuse : s’ils sont sdrs, inutile de vérifier,

sinon il faut d'autre moyens de se convaincre (lababilité n’est pas un concept
expérimental).

« Nous serons s(rs, disent les enfants, lorsqtfedté d’'une des compositions
possibles dépassera les autres de 3...

Voici le résultat
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Figure 4 Une autrs manibre deé notar lgs résultats
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C’est alors que certains éleves avancent I'argus@rant :

« Il'y a autant de (3b,2n) que de (2b, 3n) maysalbeaucoup plus de (4b, 1n) que
de (1b, 4n) alors il faut conclure qu'il y a (3Im)2

D’autre argumentent plus radicalement :



Il est sorti beaucoup plus de blancs (32 + 36 #+ 2§ = 94 que de noirs (26 + 36
+ 8) =70, il y a plus de blancs que de noirs, ddaest 3b et 2n.

Certains, qui ne voulaient pas compter les résuftdaux » c’est-a-dire non conformes a leur

intime conviction, voient la 'occasion d’augmentar que nous appellerions leur « corpus ».
C’est ainsi qu’une distribution de distributiond fentrer la comparaison des effectifs de noirs
et de blancs dans le débat. Le fait que la fréqueles événements converge plus vite que
celle des distributions a été pressenti et coneréte utilisé. Les rapports de noirs et de

blancs apparaitront plus tard.

Et le professeur relance toujours le processussami:

«- si vous étes sdrs qu’il y plus de billes blarschae de noires dans la bouteille
parce que vous voyez sortir plus de coups « blargpge de coups « noirs », alors
vous devez penser qu’en recommencant vous allezdraencore, plus de coups
blancs ?

- Oui !
- Et est ce que c’est vrai ?
- Essayons... »

Ainsi les suites de tirages s’allongent, nourriesddutes et de convictions des éleves et de
leur désir de Vvérifier et de prouver ce qu'ils partsLes séances sont courtes : le plus souvent
dix minutes ou un quart d’heure : le temps de desoun résultat et de décider une action.

Modélisation et tables de hasard

Certains éléves, intrigués par cette bouteilleijrées par le refus obstiné du professeur

d’ouvrir la bouteille initiale décident de prendites bouteilles de plastique transparent pour
« Voir » ce qui se passe. lls en font trois, s’adant pour trouver sans intérét les bouteilles
qui ne contiennent que des boules de la méme aouleumystére ne s’éclaircit pas pour
autant, alors le professeur leur demande s’ils @euprévoir des résultats obtenus avec ces
bouteilles. Certains conservent les distributiofautlles prévoient et comptent les blancs et
les noirs, mais dans les deux cas la prévisionlim&ire : la distribution prochaine sera
identique a la précédente, c’est en tout cas aengaravantage a préevoir.
L ‘étape suivante est franchie lorsque les éléwmangencent a pressentir que la meilleure
prévision pour les bouteilles transparentes, etiles contenu de la bouteille plutét que les
résultats des premiers tirages. Et aussi lorsqedapconnent le role intrinseque de la
longueur des suites d’observations.

Il'y a des écarts, pensent-ils mais si on recommenaevrait voir les écarts se
réduire !

Espoir fallacieux pour l'instant puisqu’on considétes effectifs, mais I'important est que
cette étape fournit des raisons de faire de longuiéss d’observations et de noter les résultats
dans le cadre de questions pertinentes a leur. dd@tant la longueur désespérante des
tirages, de plus en plus nombreux pour satisfa@sedemandes, le professeur propose des
tirages déja faits (des tables de n et b obtenoessde la classe avec un ordinateur). Au début
les éléves comptent les n et les b, par la sudedemandent a la machine de calculer
directement les effectifs, puis beaucoup plus lesdapports.

Des lors, tout est en place pour calculer le rapypens lequel on s’attend a voir la fréquence
observée des blancs ou des noirs se rapproclempo8r (3b,2n), 2/5 pour (2b, 3n) etc. Les
éleves fixent eux-mémes le nombre de tirages demteimandent les résultats a I'ordinateur
(entré entre temps dans la classe). Les sériegédaeinces observées sont reportées sur des



graphiqueset les éléves « observent » que les courbes dpsasscillations assez importantes
viennent s’approcher des valeurs prévues.

Il leur est proposé ujeu qui consiste a deviner quel est le contenu d’'ungdilte a la lecture
d’'une série de tirages gu’elle a produite. Poua ted éléves peuvent « acheter » des séries de
la longueur qu’ils veulent s’ils ont des jetons pdas payer. Cette situation simule
exactement le probleme du test d’hypothése.

Le risque

Devoir payer les informations les améne a s’inggrcur les rapports entre la longueur de la
série et le risque de se tromper. L’expériencecekicisive » pour eux. Autour des valeurs de
convergence 0,2 (1 blanc); 0,4 (2b) ; 0,6 (3I0)8 (4b) ils repérent des bandes a l'intérieur
desquelles les séries finissent par entrer ettarrdsn demandant 15 séries de 15 tirages 8
séries seulement sont dans la bande et 7 a I'eutéravec 15 séries de 20, on réussit 9 fois et
on échoue 6 fois, avec des séries de 100, 15 résissir 15 mais avec 160 seulement 14
réussites sur 15. Les séries de 1000 tirages serrest beaucoup autour de la valeur
théorique... Au vocabulaire prés, les éléves utitidannotion de seuil de signification et
d’intervalle de décision.

Réutilisation avec une autre machine

C’est seulement lorsqu’ils ont ainsi pratiqué lerged’expériences qui leur permet de deviner
la composition d’'une urne, et de prévoir ou d’iptéter des seéries de fréquences qu’on
change la machine de hasard et qu’on leur demaadeéVoir ce qui arrivera si on utilise
d’autres machines de hasard.

C’est seulement alors que I'on a pu introduiredeabulaire des événements et des opérations
sur les événements, puis le calcul sur des valders< probabilité ». Tous les calculs
élémentaires dits « de probabilités » ont alor&fpe découverts par les éléeves ou enseignés.
Il faut remarquer qu’a aucun moment nous n'avorgepfrmellement de probabilité, ni
introduit des spéculations sur la couleur qui BBartir au cours d’'une expérience isolée. De
ce fait, les grandeurs manipulées I'ont été damadize d’'une pensée déterministe en situation
d’incertitude, tout a fait adaptée aux enfants eeage. L'expérience s’est étendue sur 32
séances (hors des cours de mathématiques) etaldatrgent une dizaine ont duré plus d’'une
demi heure.

Cette expérience, malgré ses apparences probadjlistroduit essentiellement des notions
de statistiques et elle n'est pas une démarcherigupi Les situations n’ont pour effet que de
stimuler des questions, jamais elles ne fournisseméponse décisive a ces questions. Ce qui
a été découvert et enseigné est une démarchenpgseuvé

Le vocabulaire technique relatif a d’autres typesvdriables aléatoires et les statistiques
classiques (moyennes, écart-type, etc.) peuvenirétoduits plus tard sur cette base.

L’évaluation immédiate de I'apprentissage

Les observateurs ont posé quelques questions suexgeériences aléatoires sans machine de
hasard, assez différentes mais «familieres », uetagraient pu s'’interpréter facilement
croyaient-ils avec les modéles étudiés avec legesgléMais le questionnaire était trop long,

2 En effet la preuve de la validité de la méthodeesiid’hypothése n'est pas dans une expérience de
BERNOULLI effective, mais dans la démonstration inéabatique des théoréemes de convergence (central-
limite ou méme BIENAYME-CHEBICHEYV). La validité deos inférences sur des statistiques
nécessairement finies est établie par leur stéldlitinfini, c’est a dire par des mathématiquesat pas par
des expériences.



trop compliqué. Finalement les réponses des élgeedifféraient pas significativement de
celles de I'échantillon témoin. Seuls le vocabelat les calculs, dans les exemples étudiés,
les distinguaient. La conclusion de cette évalmati®est pas que les éleves n’avaient pas
appris les concepts que nous venions de présamgméponses aux exercices sur ce qu'ils
avaient vu et sur quoi ils avaient réfléchi morgrdile contraire. Mais elle montre les
illusions des expérimentateurs qui n'avaient pémque les moyens de savoir a quel point
les questions qu’ils posaient aux éleves étaiavig@tes de leur expérience effective. Ce
phénomeéne est fréquent dans I'enseignement, oagéusbusif des analogies et les succes
que leur assurent les effets Jourdain, développe Ids professeurs des illusions flatteuses
sur la possibilité pour les éleves de transférerdésultats de leur enseignement vers des soi
disant applications, par des voies empiriques tise¢mais mystérieuses). Au contraire
'impuissance des méthodes d’évaluation a rendmapte des « connaissances » et des
acquisitions de niveau taxonomique élevé conddésabilans trop pessimistes.

Conclusions... provisoires

L’étude de cette expérience et de ses résultats e sa comparaison avec d'autres
méthodes sont renvoyées a la fin de l'article,Joesnous connaitrons mieux ses motifs objet
du chapitre suivant.

Il faut néanmoins retenir que la situation comptmés systemes d’objets

* Ce qui a été vu devient une image du passé d’'uckinmeade hasard, c’est a dire une
statistique,

* Ce que I'on cherche a reproduire sont des événamans ou moins probables...

» Déterminés par la structure de la machine

* Les observations répondent a des hypothéses faditeaginer sur les relations entre
ces trois types d’objets

Elle les met en rapport :

» Les raisonnements renvoient d’un objet a I'autre

* Le contenu de la bouteille ne change pas : contemypothése (probabilité)

» Les observations refletent le contenu de la bbbeitestatistiques> contenu

* Les observations a venir doivent refléter cellepdssé puisque la machine ne change
pas. Hypothése (probabilités) statistiques

Ce qui génére un processus a trois temps donttieumest le suivant :

» Sice que 'orobservedonne des indications sur ce quatientla bouteille alors en
reproduisant ce qu’on a fait on devnaproduirece qu'on a vu. (évidemment, la
guestion implicite est : «Qu’est-ce que touteseoggriences ont en commun ?»).

* Le passé>» la machine> le futur

La machine
La situation

Le futur
Le passé <:| Les

Les statistiques

probabilité:




2. LADETERMINATION DES SITUATIONS DE STATISTIQUE

DETERMINATION DE LA STATISTIQUE COMME BRANCHE DU SXOIR

Pour commencer il convient de reprendre des dimst classiques pour identifier les
différentes connaissances et activités liées amxipales notions de statistiques.

Un récent échange entre les organisateurs du tkeBtatistique » a I'école d’été a bien mis
en évidence les différents objets (les statistijee¢gpoints de vue sur ce dont il s'agit (la
statistique). Il y a quelques années il semblaill ¢ eut un accord tacite pour n’utiliser
gu’un seul terme — singulier- pour englober I'enblne ces questions.

« Statistiqué: Science qui a pour but de faire connaitre I'dten; la population,
les ressources agricoles et industrielles état»

disait ce bon monsieur Littré emboitant le pas #SEITZEL et a ACHENWALL. Et il
acceptait I'adjectif « statistiques » pour quatiftece qui a pour objet la statistique », (des
recherches d’informations par exemple).

« Le mot « statistique » désigne a la foissasemble de données d’observatbon
I'activité qui consiste dans leur recueil, leur traitemeré@t interprétation, »

disait George MORLAT dans I'Encyclopédia Universalil ne contredisait pas Murray R.
SPIEGEL :

« La statistique est I'ensemble des méthadesntifiquesa partir desquelles on
recueille, organise , résume, présente et anabseahnées et qui permettent
d’en tirer des conclusions et de prendre des aémgudicieuses. »).

J'aime cette derniére définition. L'alectromancamsiste a interpréter les suites de lettres sur
lesquelles un coq picore des grains de blé, afiprdadre des décisions de justice. Il y a la
tout ce qui pourrait faire de I'alectromancie umartthe de la statistique, sauf la scientificité.
Certains incluaient méme la statistigue dans larteédes probabilités. Arthur Engel par
exemple proposdipour I'enseignement de ne pas les présenter sapatéet les distinguait
ainsi :

« En théorie des probabilités on calcule des priditiza partir de probabilités

initialement données... en statistique c’est a pditibservations qu’on évalue

des probabilités. ».

Depuis une réaction s’est amorcée et un flot caoisd’approches tend a faire éclater l'unité
de la statistique. Pour éviter d’épineuses poléssquous pourrions interpréter la définition
gue THURSTON donnait pour I'ensemble des mathé&muas

la statistique est ce que font les statisticiens.

Le recensement de leurs activités ne serait degllepas une mauvaise entrée pour la
recherche de situations typiques de la statistijuenous conduirait a développer la

praxéologie des statistiques. Dont nous donnornspencu avant de suivre I'autre voie, celle
qui consiste a les dériver des définitions génséradéel’objet de savoir « statistique ».

% De Statisticum, qui a trait & I'Etat.
* A. ENGEL, « I'enseignement des probabilités etstasistiques » CEDIC 1975.



PRAXEOLOGIE DE LA STATISTIQUE : LES ACTIVITES DESTRATISTICIENS

Le schéma ci-dessous détaille la praxéologie dealistique :

N fme D (€ A

Détermination des Structure mathématique

données pour les données
Plan d’expériences

Recueil de données
Présentation

Formule de distance

; Distribution des
entre les données

distances entre deux

g N distributions
Choix d’hypothéses Distance entre les

distributions

Hypothéses nulles
Modéeles et distributions j ((j:_alcul de : | j Position de
correspondantes |stapce slilite e , distance calculée par
modele et les données rapport a la
distribution des
distances

N\ VAN Y
KtJ L I

Nouvelles questions Analyse de données interprétati  on;
décisions
Critiqgues méthodologiques discrimination conc lusions

a) Le cycle des taches de la statistique : déternoinales données, plan d’expériences,
recueil des données, organisation et présentagsnddnnées, choix d’hypotheses,
hypothéses nulles, modeles et distributions coomdantes, discrimination. C’est un
cycle car le processus peut commencer en un poeltgnque, aussi bien par le choix
d’hypothéses que par la détermination ou le reaeitlonnées. La vérification de la
pertinence, de la validité et de 'adéquation daqecie étape peut demander plusieurs
cycles d’études

b) Les techniques de la statistigu&ne technique s’appuie sur des choix successifs :
choix de la structure mathématique pour les donrdese formule de distance entre
les données, d’un type de distance entre les moaeides distributions, calcul de la
distance entre le modéle et les données. L'uidigachoisit parmi différentes
techniques celle qui lui parait la plus appropriée

c) Les technologies de la statistiques’agit de déterminer la distribution des distas
entre deux distributions et la position de la distaobservée (calculée) par rapport a
cette distribution des distances. La distributiodorique des « distances » entre deux
distributions se présente comme une table poutidaeur, Elle est établie par des
calculs mathématiques qui relévent de divers charig@oriques, mais pour
I'utilisateur, elle pourrait I'étre — sous certasneonditions — par d’autres moyens
(simulation, Monte-Carlo, et calculs a l'ordinatea I'aide de fonctions pseudo
aléatoires)



d) Linterprétation de I'analyse des données, et Iésisions qui en découlent, les
critigues méthodologiques et les nouvelles questmui relancent éventuellement le
processus, constituent un ensemble de nouvelleegac.

e) Les théories de la statistique, en particulier jlestifications épistémologiques et
mathématiques. La vérification de la consistancerdéthodes statistiques est I'enjeu
de la théorie des probabilités et de la modéliratiathématique de la statistique.

Stratégies

Les plus utilisées des stratégies du statisticervent se résumer ainsi

a) Résumer ou modéliser
déterminer la contingenag) ensemble d’observationg§x)
choisir un résumé, un modéle, un représentang Xn@illeur de sa catégorie)
indiquer sa valeur comme représentgrdr exemple par une distance d(X))
et si cette valeur est trop forte, si la représdéiota n'est pas trés satisfaisante,
discriminer la contingence et choisir plusieurs r&gentants

b) interpréter le résumé, évaluer sa rareté pgora@a une hypothése

B placer le modele, ou sa distance a la contingeraagpport a une distribution

C) extraire progressivement l'information contenue slées données,

B expliquer une partie des variation$a nécessite)

B tenter d'interpréter les résidus avec des lois Bemtiquegle hasard)

B ordonner les modeles successifs retenus en séparbasard de la nécessité
Remarquons que le hasard est ainsi un résidu dagaions déterministes conforme a
certaines lois.

J'appellerai statisticien une personne qui effectuee partie significative(une sous
praxéologie)de ces activitéc'est-a-dire qui effectue des taches avec démitpees qu’elle
contrdle par des technologies appropriées avecinimum de connaissances théoriques : en
ce sens un enquéteur qui « cueille » des donnéemjicétre un statisticien.

Comment extraire de cette diversité un modéle géér

La classification des connaissances doit elle suoglle des statisticiens ?

Depuis Hammourabi - le premier statisticien recenss recensé- il est apparu tellement
d’objets et d'activités diverses relevant du ménmangp qu’il y a des possibilites de
distinguer les membres de la communauté par lagdes connaissances gu'ils utiliSent
Il est courant de vouloir distinguer
- ceux qui s'intéressent essentiellement a I'objeetXa linterprétation des
données en vue de prendre une décision, les usdegestatistiques
- de ceux qui s'intéressent aux méthodes qui perntetts interprétations et a
leur justification : les techniciens et les théians de la statistique.
Mais parmi ces derniers, d’aucuns veulent ne pafodre ceux qui traitent ces questions a
I'aide des mathématiques et les autres. La ségoégedntinue entre ceux qui utilisent des
mathématiques déja faites, plus ou moins récemeseux qui inventent des moyens
mathématiques appropriés a des probléemes nouvEeaparmi ces derniers il y a évidemment
ceux, qui, pour cela, doivent faire des mathémasqéellement « nouvelles » — c’est-a-dire

® Voir le diaporama 2 «les stratégies de l'analysatistique » ou mieux l'ouvrage de méme titre
BROUSSEAU G. (1993) "Stratégies de l'analyse diqtie". (cours pour les professeurs de
mathématiques, 80 pages) (LADIST). Vente au DAESTdBaux 2.
® Je me souviens avoir été surpris par le mélangesli@opulations lors de ma premiére participaiiom
Congrés mondial des statisticiens. Je n'ai comgpriaprés l'intérét et la signification de ce « nmgja ».
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qui intéressent les autres mathématiciens, et geise contentent de bricoler un modéle

nouveau avec des éléments bien connus. Ces dasisifis sont-elles pertinentes pour notre

propos ? Autrement dit forment-elles des branchdgépendantes de la science statistique ?
On peut en douter, mais elles interviennent derfagssez lourde dans la représentation
noosphérienne de ce qu'est la statistique et dasscbnceptions des enseignements
dispensés Nous reviendrons plus loin sur ces points

Justification de la recherche de situations fondatales

Mais il me semble important du point de vue édficdi présenter aux éléves une image
correcte, compléte, signifiante et positive de @sues activités liées a cette communauté et
pour cela de respecter au mieux les problemeslgu&id a résoudre. Cette visite bien trop
rapide des activités des statisticiens aura doneédée du vaste champ dont I'enseignement
doit donner une image. On peut envisager de migltifgs situations didactiques qui illustrent
chacune un aspect different comme le suggere MOQRE 8§ 9), mais cette stratégie
didactique est douteuse : elle demande beaucotgnyss, elle donne une image trop riche et
trop parcellaire et il se peut que jamais le seessgmble ne soit transmis. Il est donc
avantageux de disposer d'une « situation fondarteentgui puisse générer ce champ. La
fonction d’'une situation fondamentale est de résuoeesens global de facon a permettre
ensuite de déployer le nombre et la diversité deoseurrences suivant les nécessités et les
possibilités de I'enseignement. Ce role est conipara celui d’'une connaissance générale
par rapport aux connaissances particulieres. Ndossaessayer de déterminer une telle
situation fondamentale et nous allons essayer d&rerocomment le raisonnement sur les
situations peut y contribuer. La modélisation qoesirecherchons porte sur au moins trois
points : les connaissances en jeu, l'activité et feéthodes utilisées, les motivations des
actants.

On peut imaginer la situation « fondamentale » cenum modele général - une situation avec
de nombreux parametres pouvant prendre toutesssietealeurs et sur chaque variable des
valeurs ou des variantes exclues — tel e situation statistique quelle qu’elle soitrent
dans le schémaMais on peut I'imaginer aussi comme une situapbrs particuliére, ou le
choix des paramétres et de leurs valeurs est bepydos restreint de maniére a ne plus
modéliser que lI'essence méme de la notion mathgueatiCette situation peut servir a
générer les autres par d’autres processus quemialesispécification, les questions et les
réponses qu’elle suggére, comme dans le processusogis avons présenté plus haut.

LES CARTACTERISTIQUES DES SITUATIONS STATISTIQUES

Le milieu d’'une situation statistique comprend anima une suite d’'informations et son
recueil, son interprétation ou son résume

(T N

C

Recuell
Interprétation
Suite Résumé
Fiqure 1 \_ d'informations -

" Voir & ce sujet I'annexe 5.
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L’interprétation des données

Quel est le rapport du résumé avec les donnéestelxil un objet commun caché ?
Les conditions de production de la suite d’inforimiag sont-elles
- des reproductions d’'une méme situation ?
- ou une exploration progressive de I'objet caché ?
- ou un mélange des deux ?
Selon le cas le résumé sera un composé « logigiliefermations complémentaires ou le
résultat d'une interprétation statistique

D .......................... N *‘ | . O
Conditions ? Recuell
Interprétation

Suite Résumé
Objet caché \_ d'informations .

Idée de I'objet caché

Le Résumé

Pour quoi faire ? La fonction du résumé est esskmti doit-il permettre de reconstituer

I'objet caché, ou simplement de permettre de conquen de fagcon économique mais
approximative un ensemble de données sans se ppaoae ce qu’elles peuvent présenter de
concrétement similaire ?

/ Répétition de \

conditions
génératrices
O <= O <= O

Actant 1 Actant 2

K S. Représentée S. Représentante /

O Actant 3 S. de représentation Figure 8

Il faut identifier
- Une situation de production des données,
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- Une situation du constructeur ou de l'utilisatdurrésumeé
- Et une situation impliquant les deux rapportda suite de données et a son
interprétation : par exemple une situation de regméatiof

Généralité de cette situation
Cette situation recouvre donc les activités trésgges suivantes :
- Reconnalitre, connaitre les objets et les propriétés
- créer un répertoire d’identification
- Comparer des objets
- Comparer des classes d'objets, des propriétés

O < O < O
Actant 1 Actant 2
Comparaison _ I
Comparaison
Simplifiée
S. Représentée S. Représentante
O Actant 3 S. de représentation

Par conséquent cette situation sert a identifeoteurrences d’'un méme objet

Et simplifier le répertoire d’identification desjebs eux-mémes.
Exemple 1 : passer d’une liste d’'objets désignéslps.noms ou des listes de
propriétés propres a une désignation commune avegpertoire simplifié.
Désignation et caractérisation d’objets et d’endemb
Exemple 2 : représenter une propriété de I'enseimipertante pour un actant

La statistique (comme modele implicite d’actionpagit ici comme un moyen spontané
d’élaboration de toute connaissance.

8 Guy BROUSSEAU, « représentants et représentatipaaraitre
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LES STRATEGIES DES STATISTICIENS

Position

Le statisticien étudie la situation de I'actanta3modélise et justifie cette modélisation.

Suivant ce schéma tEnombremerd’une collection et la mesure d’'une grandeur raiéde
la statistique. Les conventions culturelles ontipibdes conditions d’emploi qui permettent
d’utiliser les nombres mesures comme des énonoé@gés sans recourir a des distributions
de probabilités sur des intervalles.

4 )
O < O<2:I>O

Actant 1 Actant 2
\ S. Représentée S. Représentante /

O Actant 3 S. de représentation

En revenant au schéma de la représentation, patnoater les informations et I'objet
représenté, il est plus courant de les placer daasnéme structure mathématique :
« nominale » (P(E)), ordonnée, ou numérique.

Objet Structure

. . Structure 2
mathématique 1

Continaenc Modeéle

gbﬂm@

L’ensemble des suites de données, supposées ebssrvations répétées, reproduites et
exprimées dans une structure mathématique ausséedéhinterprétation que possible e$a «
contingence», ou statistiques primaires, les résumés, reptésts, parametres etc. calculés
sont des statistiques dérivées.
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L’incertitude

Suivant les situations, l'incertitude est consigéétémme un élément du milieu de la situation
ou comme un élément de la connaissance du suj€iffeeence est trés importante

Par exemple une mesure est entachée d’erreursaela représentante est approximative,
mais ni les conditions de la mesure, ni les moykeniétablir (le répertoire de détermination)
ne sont habituellement incertains pour I'actanth Beoertitude est une caractéristique
objective de la situation.

Dans d’autres circonstances comme la reconnaisskscstructures en I'analyse des données,
ou le test d’hypothese, c’est la connaissancea¢dht qui en jeu ; le répertoire qui lui sert
pour identifier les conditions ou I'objet produsgtencertain, pour lui en tout cas. Il se trouve
alors dans une incertitude subjective. C’est notantrfe cas lorsque I'actant est en situation
d’élaborer ses processus statistiques.

Incertitude
sur I'existence d’'un « objet caché »
Incertitudes objectives Incertitudes subjectives
sur la reproduction de conditions sur le répertoire qui permet d’identifier ces
« identiques » conditions
sur les propriétés de I'objet caché sur le répertde détermination de I'objet

Premiere stratégie, la plus générale : représentaat ressemblances

a) représenter des ressemblances et les dissemblamtre la contingence et un

représentanpar des fonctions de distance ou de proximité
- entre deux objets,
- entre un objet et un ensemble d’objets

b) choisir une de ces fonctions : distances (Hamgmvaleur absolue, euclidiennes
absolues ou relatives, métriques, angulaires,méitaques etc.) ou indices selon I'usage dans
la situation représentante. Pour des classesal®hbpterpréter 'agrégation des distances
comme de l'inertie

Rapporter une distance ou un effectif a un maxinftréquence, distance relative)
prolonge le dénombrement et préfigure toutes legpavaisons futures

c) choisir le meilleur représentant de cette caiégaelui qui est a la plus petite
distance de la contingence

d) indiquer la valeur de cette représentation petecdistance (qui représente la
« variation » de la distance choisie entre lestslgje la contingence et le représentant.)
La grande variété des structures mathématiqueser(éiss, nombres, n-uplets vecteurs,
variables aléatoires, jeux, etc.) des objets destrestures et des types de distances ou de
dépendances fonctionnelles génére le champ trée dasla statistique descriptive et de
I'analyse de données.
Cette variété est un des obstacles a son explonatagmatique et aléatoire. L'implication de
mathématiques trés variées et parfois tres complaxssi.
Les justifications du choix de I'un ou de l'autre des parametres sont tres limitées

Deuxieme Stratégie : une mesure unifiée et spéciéq la rareté

Comment comparer la taille d’une puce et celle @léphant
a) L'idée fondamentale : représenter la distance dibjet a une collection d’objets
par la « proportion » des objets de la collectilus gloignés que lui (plus rares).
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Une puce qui n'a qu’'un millieme des puces plus desngu’elle est plus grande (dans sa
catégorie) qu’un éléphant donné, si 30% des éléplsamt plus grands que lui.
Pour effectuer la comparaison, la collection estrithuée sur la grandeur de comparaison. Les
méthodes consistent a
b) Générer des distributions parentes,
0 soit de fagon empirique
0 soit de facon théorique
c) Comparer de ce point de vue (de la rareté ou gimlaemblance) toute statistique
observée ou calculée (objet, collection, nombras rmassi distance entre objets de
la contingence, ou entre contingence et représentan entre représentants ...) a
la distribution parente (empirique ou théoriquentdelle est supposée étre extraite
(comme échantillon).
Ainsi cette idée substitue a la comparaison d'sbp méme nature mathématique, une
comparaison entre un objet et une distribution eteobjet obtenue par la répétition d’'une
grand nombre d’expériences similaires. L'explicatdans une situation donnée est renvoyée
a des connaissances qui ne peuvent étre acquigeslans une situation formée par la
répétition de cette expérience... La borne de ceessus est évidemment le colt de ces
répétitions.
d) Envisager suivant ce critére I'acceptation ou jetrée I'hypothése :
« tel objet est un échantillon de tel ensemblergase
Pour cela envisager la reproduction de la situadiorstatisticien et évaluer les deux espéces
de risques qu'’il peut prendre.
L’importante conséquence de cette stratégie edlt fqut rejeter la symétrie classique entre
une affirmation et sa négation. Ne pas pouvoirteejane hypothése n’implique pas qu’on
doive I'accepter.
La méthode des juges permet de dire si une prépoi¢tun objet sont réellement « connus »
par une population, si le terme signifie quelqueseh Cet exemple montre la profonde
parenté de la situation statistique théorique évgenése de la connaissance.

La théorie des probabilités

La théorie des probabilités et les mathématiquésllgs rassemblent sont des moyens

- d’assurer la consistance de ces raisonnemeritstigizes finitistes en montrant le
comportement a l'infini des parameétres attachésrépgtitions supposées mais nécessaires a
ces raisonnements.

- de calculer des distributions correspondant hgipsthéses diverses

- de donner un modele du hasard dans la stratéyi@nse

3°Me Stratégie. Séparer le hasard et la nécessité

L’idée consiste a diminuer la variabilité de lanttngence par des lois, des fonctions des
dépendances, des liens de causalité et d’expliguésidu par des modeles aléatoires.
Concréetement cette stratégie consiste a

- décomposer la variance d’une variable ou d’'unéssi@ie en
o variance expliquée par un modeéle « déterministe »
o0 et en variance résiduelle attribuée provisoirenaerttasard
- puis a analyser le rapport de la variance explicuda variance totale (ou a la
variance résiduelle). Si ce rapport est trop fdlilebeplication est rejetée
- acomparer ce rapport - pour déterminer s’il eahdrou faible - a une distribution
obtenue dans des conditions assez générales settmuxieme stratégie (dist. de
Fisher),
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- a essayer deffectuer des partitions (ou discritiong) du corpus si aucune
explication ne peut rendre compte de I'ensembleddesées.
- a trouver un modele stochastique qui rende comptegsidu, ce qui met fin au
processus d’analyse
Un raffinement de cette stratégie consiste a osgariextraction progressive de relations
déterministes en fonction des questions du stEgstiet des risques qu’il accepte (exemple la
régression polynomiale.
Toutes les activités des statisticiens, toutesiéthodes qu’ils emploient peuvent étre placées
selon ce plan, mais il est possible d’en envisdgartres, il ne s’agit que d’une description.

LES FORMES DE SITUATIONS ET DE PROCESSUS FONDAMENTA

L’élaboration du processus présenté plus haut eepasune conception de la genése des
connaissances et de leur organisation que nous esmibligés de préciser maintenant (faute
de l'avoir rédigé ailleurs)

1. Premiere forme de situation fondamentale : sitican typique ou paradigmatique

Nous venons de caractériser les éléments fondamenlessituationsqui caractérisent la
statistique telle que les propositions de dépaiéfmissaient.

Pour déterminer une situation statistique parteali il suffit alors de préciser comme
« milieu » les éléments d’'une situation envisagegessus (figure 3 ou autre) : contingence,
structure, modele (effectif ou supposé) représiemat/pes de structure mathématique de
comparaison etc. d'identifier une stratégie deisttaien... et de lintégrer dans une
justification par un usage ou par la réponse aqu@stion...

Ainsi devoir calculer la moyenne et I'étendue d’'ws@&ie de données numérique peut
représenter la statistique, si nous pouvons jastifette activité par une situation qui la
rend nécessaire.

Nous obtenons ainsi une premiére forme de « stmdtindamentale » de la statistique. Nous
pourrions l'appeler situation typique, ou repréagméou générique.Par le jeu de ses
diverses variables et de leurs bornes, elle débermn champ ou figure n’importe laquelle
des taches simples ou complexes mais spécifiques statisticien, et elle ne génére que
celles la pour peu que les modes de justificatmierg « scientifiques » comme le désirait
Spiegel. Cette proposition reste a vérifier.
La diversité des combinaisons et des intentiomsi aéngendrées est trés grande. Une
collection aussi nombreuse et diversifiée de sinatparticulieres et un schéma aussi général
paraissent peu utiles a la statistique. Toutefmtte forme de définition permet d’organiser
systématiquement le champ des connaissancestagicpia de différentes facons : suivant
les connaissances mathématiques utilisées, suleadie axiomatique de la théorie de la
mesure, suivant la complexité des modeles, ou suiles types d’applications. Cette
souplesse est intéressante pour I'enseignemenja—pdér les concepteurs de curriculums -
car elle favorise la diversité des choix didactgue

Par exemple elle permet de multiplier les exemi@esorphes a un schéma donné pour

en favoriser l'acquisition.

2. Deuxieme forme de situation fondamentale : sition significative

A I'opposé de cette présentation assez amorphéalme des situations statistiques il peut
étre utile de le générer par un autre type detsituat par d’autres types de dérivation.
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Il s’agit de trouver une situation qui permettguiifier d’'un coupl’ensembledes stratégies
et des concepts caractéristiques des statistidadss articuler par ledionctionsréciproques,
par leur sens, méme si chaque composante n’étamnwd que par des techniques frustres et
une technologie pauvre. Cette situation doit dotégrer toutes les justifications connues de
ces composants. Le remplacement de ces composantges par d’autres, plus sophistiqués,
peut alors se faire au fur et a mesure de la couifigigtion des questions et des acquisitions
sans que le sens de I'ensemble soit perdu.
L’étude des stratégies a fait ressortir I'imporeté, de la deuxieme : Elle compléte et tend a
justifier la premiere et sert de base a la troisiebine situation fondamentale des statistiques
de la deuxiéme forme devrait par conséquent avoir

- pour solution le test d’'une hypothése, portéeuswar situation répétable

- et pour objet - pour les actants — non pas searéme dire si cette hypothése est
vraie, mais de s’accorder sur le caractére probannhon des raisonnements statistiques
obtenus.

3. Troisieme forme de situation fondamentale : stion initiale d’'un processus génétique

La développement d’'une science s’effectue au counmse suite de circonstances ou se sont
posées des questions, qui ont appelé des solutiesguelles ont permis d’investir de
nouvelles situations ou se sont posées de nouvellestions ... Ces chaines ont croisé
d’autres chaines, se sont prolongées ou ses simtompues et ont formé un réseau par
lequel les connaissances se sont développéedptragss modifiées sous I'effet conjugué de
nécessités de toutes sortes et de hasards hewreoalloeureux.

Il serait donc absurde de prétendre condenserlésudétails d’un pareil phénomene en une
simple « situation ». ? D’ailleurs une image sia¢i@t anhistorique serait obligatoirement une
image fausse de la connaissance puisqu’elle tibbaalimension évolutive et historique

Plutét qu’une situation unique, une suite de situnt pourrait mieux « représenter » en méme
temps les questions, les réponses, les correctiemgormulations et les justifications de la
connaissance visée. Le débat porterait alors syudété de la représentation.

L’épistémologie tend a établir une représentatiéridique de ce processus historique. Cette
histoire de la genese d’une connaissance est h@aticap complexe pour fournir un modele
utilisable directement en didactique. Chercher usprésentation méme simplifiée et
significative de lagenése historiqualde la statistique, comme nous avons cherché une
représentation simplifiée des conditions caradigties de sa mise en ceuvre et de son étude,
ne serait donc pas adaptée pour I'enseignement.

Il s’agit de ne retenir que ce qui est significatifexplicatif de la statistique telle que nous la
concevons aujourd’hui, mais dont le sens est caihstians un processus qui simule le
processus historique, qui lui emprunte ses los faks significatifs, qui prend en charge les
obstacles épistémologiques légitimes, constitdifda connaissance et évite les autres, et qui
élimine les hasards et les errements de I'histéede.

En conclusion une situation fondamentale de cetisiéme forme se présente comme la
derniere d’'une suite de situations telle que chaadsulte de la précédente et prépare la
suivante avec le minimum d'apports extérieurs. lsuations, les questions et les
connaissances qui s’y manifestent doivent se jesfifar des causes et des raisons internes.
La situation initiale joue dont un réle essentiehs le processus qu’elle va générer, elle doit
contenir la question a laguelle le processus vanéye.

En conclusion :

Une situation est fondamentale du premier typdlesivese a fournir un modele qui, par le jeu
de ses variables et de leurs limitations, peut enima n'importe quelle situation ou cette
notion intervient.
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Exemple « Une situation statistique est une siinabl un sujet essaie de reconnaitre un
objet dans une collection de situations fluctuaetésu avec un répertoire incertain ».
Une situation est fondamentale du deuxieme typellsi vise a servir de référence, a
représenter symboliquement au besoin, ce qui estngsl dans les objets et dans leurs
relations, de facon a pouvoir y rattacher des sana effectives par «le sens », par des

« représentations ou par des transformations disers
Exemple : celle qui est finalement présente dagsplit des éleves a la fin du processus
« comment se convaincre de la vérité d’'un fait igite incertain en répétant des prises
d’informations ».
Une situation est fondamentale du troisieme typlsipeut engendrer yrocessusgjui
aboutit & la connaissance de la notion par le gsugaiestions qu’elle conduit a se poser, et des
réponses qu’elle appelle.
La situation « combien de boules blanches dans betiteille » appartient a ce type.
Elle aboutit & la connaissance d’une situation eluxceme type

LES PROPRIETES DIDACTIQUES DES PROCESSUS GENETIQUES

La présentation d’une branche des mathématiquagia b’une situation initiale significative

et d’'un processus génétique fondamental permet&haéliorer 'enseignement de la notion
visée ? Il peut sembler en effet que I'on risginsigoerdre le précieux résultat de 'activité
scientifique, de multiplier les temps de rechercétésiles, de noyer les connaissances visées
dans des circonstances particuliéres et de lesibtatpns des formes provisoires.

Dans les processus didactiques les acquisitionseties sont obtenues par des mises en
relation de connaissances connues selon des puscessinus. Par exemple un exposé
axiomatique d’une théorie dérive des théorémes eauw par le jeu du modus ponens sur des
axiomes et sur des théorémes connus, mais il existed’autres types de relations explicites
ou implicites entre des connaissances. Ce procegsasnstruction est en général interne au
savoir. Il ne répond pas a des questions ni aitlestions précises, ou alors seulement a des
questions liées a l'organisation des connaissarCest seulement une fois acquis que le
savoir peut étre « appliqué » c'est-a-dire utitlaés des situations particuliéres. Cette phase
d’« application » est souvent le point faible desesagnements basés sur des organisations
« arbitraires » du champ. Les exemples de staiistige présentent alors comme des
techniques déterritorialisées au sens de CHEVALLARIEs éléves ne voient le rapport que
ces exemples épars peuvent avoir avec les « afiptisa» qu’ils rencontreront.

Dans un processus génétique, les connaissancesliesugngagées dans une situation sont
bien construites en relation avec des connaissaacgsises (en prolongement ou en
opposition avec elles) mais elles répondent a destmpns issues de cette situation. Dans la
mesure ou cette situation est significative dedanaissance (au sens 2) elle a d’étroites
relations avec toutes les situations du champ.rélesions entre les étapes de I'apprentissage
maintiennent cette relation entre la constructi@gidque, l'adéquation sémantique et
'adaptation économique du savoir construit. Avestte subordination réciproque des
situations, des techniques et des théories, sesigmux avantages sont la préservation du
sens et la répétition des circonstances.

Evidemment il est nécessaire que les situationgrdoessus aient les propriétés nécessaires a
la création des connaissances locales: gu'ellesifignt I'action, la formulation, la
justification et linstitutionnalisation aux momentvoulus, comme dans tout processus
didactique.
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3. DIFFICULTES ET OBSTACLES A LA PENSEE STATISTIQUE

Nous allons essayer de montrer comment les obstpelevent étre rattachés a I'étude de la
situation fondamentale et parfois détectés avantadte I'objet de recherches empiriques
effectives.

Obstacles ontogénétiques

Nous avons remarqué que le schéma de situationafiomictale typiqgue que nos avons
commenceé a discuter plus haut pouvait étre retemune modele de construction de toute
connaissance. Un sujet acquiert ses connaissamressla rencontre d’'un petit nombre de
situations reconnues ou signalées comme similagescours desquelles il les corrige et
diminue leur caractere incertain. Par une sortafé’ence statistique, il construit ainsi un
répertoire qui lui permet d’identifier des objetssdpropriétés et des circonstances. Que ce
répertoire lui vienne du plus profond de son chmgénétique construit au cours de millions
d’années de vie animale puis humaine, qu’il luinnie de la transmission, intentionnelle ou
non d’'une culture ou qu’il lui vienne de ses acijwiss spontanées, des ajustements sont
nécessaires. L’exercice d'un répertoire pour reatrnm des objets exige des ajustements
réciproques. L’origine de l'incertitude de la renaissance d’un objet est ainsi double :

- d’'une part le répertoire, quoique bien fixé peutléeerminer qu’une catégorie mais pas
un objet unique (exemple : «la planche mesureOlm&tre » peut indiquer « entre
1,495 et 1,505 »)

- dautre part le répertoire peut étre composé dégoates floues assemblées par des
connecteurs multimodaux

Les connaissances intuitives et implicites et #weloppement obéissent a des lois qui sont
loin d’étre connues. Elles ont une part d’univetéajui leur permet d’étre « comprises » ou
enseignées par frayage, mais la prise de décidems une société complexe ou il faut rendre
des comptes exige qu’une partie au moins des wépEEtsoient composés de variables
binaires et d’énoncés non contradictoires. L'imance de ne pas étre mis en contradiction
est une base universelle de reglement des rapeotts humains. Nous en avons tiré les
conséquences en adoptant le modéle de LORENZEN eomuchétype des situations
mathématiques. La mise au point des répertoiragueg et déterministes accompagne dans
I'éducation des enfants la dénomination des obgtdes actes les plus simples. Les
résistances des enfants a I'entrée dans ce sys@midindice de sa source culturelle et la
trace de I'obstacle qu’a da constituer la penséehststique primitive a I'établissement de la
rationalite.

La situation caractéristique (fig. 3) peut se d@alipour produire 'émergence des catégories
logiques. Nous l'avons montré dans nos études auiébkignation des objets, des listes
d’objets, des propriétés et des caractéres digtir{td jeu des trésors) et sur leurs dérivés. Ces
études prolongeaient celles de WERMUZ et de PIAGHIT explicitaient les conditions
d’émergence des foncteurs et des prédicats pa&cknthtion des composantes contextuelles a
partir de prédicats amalgamés et de préfoncteurs.

Ainsi la pensée logique n’est pas un prolongemardturel » de la pensée stochastique et les
modeles qui tendaient a le croire ont échouéa(itifa s’en souvenir au moment de la défense
trop naive de certaines méthodes d’analyses deédshrLa premiére est en compétition avec
la seconde et lui fait obstacle des la petite exdfaklle recevra par la suite I'appui d'une
culture abondante et ancienne. C’est pourquoieisinpas possible d’envisager de dériver les
connaissance de statistique du processus didacbare connu : modéles implicite®
formulation-> validation.
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Lors de I'émergence historique ou didactique d’'aoenaissance scientifique de la statistique
nous nous trouverons en présence d'un double dbstatune part, celui de la pensée
rationnelle et déterministe, acquise par tant digsfpar la culture et par les enfants au cours
de leur développement, et d’autre part celui declasée stochastique primitive renforcée par
toute sorte d’obstacles épistémologiques que nbussasurvoler maintenant.

Les difficultés liées a la dualité des langages

Nous trouvons aussi une difficulté liée a la deéaldes moyens linguistiques de la
détermination des objets et des classes : paralas propres ou par des propriétés, par des
listes de noms ou par des propriétés d’ensemblesCette dualité de langage établit une
sorte d’équivalence linguistique et « logique »rentn élément, un élément générique et la
classe gu'il parcourt. Les mémes mots désigneribgsts et les classes, les fonctions et leurs
images etc. L'abus, dénoncé mais fermement maind@nonathématiques, est partout assez
anodin sauf quand le passage de l'ensemble a sprésemtant ou linverse sont
problématiques. L'usage sans précaution de la flaton logique classique dans les
situations statistiques sera une source permaéhtsions et d’erreurs pour les débutants,
et peut étre un obstacle.

Obstacles épistémologiques

Les connaissances « empiriques » et ces modelatasgs se composent d’'une foule de
raisonnements et d’objections dont le recensenwehtia cadre de notre étude et qui forment
desobstacles épistémologiques spécifig(@assens de Bacheldyd

a) Représentant et dispersion
L’intérét de l'actant pour un certain représentdhine collection d’informations (il
faudrait utiliser un adjectif comme « statisticel! pour indiquer qu’il existe une
situation répétée qui les produit) est interpréé yme situation propre. Elle détermine
donc le genre de représentant cherché.
Par exemple, s’agissant des températures de ceurtfournaliste voudra mettre en
évidence leur caractere exceptionnel. Il citeracemparera degnaximums Yves
CHEVALLARD parlait a ce sujet de situations de catifons (banales dans les sports)
gu’il opposait a des situations de coopération nvéies vers la recherche d'un
représentant moyerCe n’est que lorsque le journaliste voudra s’pecwde la durée de la
canicule qu’il devra commencer a devoir cherchéntégrer les valeurs ponctuelles et
donc a s’intéresser aux tendances centrales. *Amtse approche nous conduit a opposer,
non pas lanoyennea ladispersion comme on le fait fréqguemméhtnais unreprésentant
individuel (de tendance centrale ou extrémal) anaiice collectif de dispersion
L’existence de deux classes de situations, les uagsrables a l'étude de la
représentation, les autres a celle de la disperaiété observée depuis longtemps. Il n'y a
pas de preuve formelle que I'une fasse obstaclauré et de nombreuses situations les
conjuguent sans encombre. Pourtant nous avonsraess thistorigues des débats sur
I'interprétation de I'une et de I'autre (les quézslsur ’homme moyéhpar exemple).

A ce sujet il est intéressant de noter que le rappure la capacité pour un élément d’étre un

représentant de sa classe est souvent lié a lioitssle I'actant de lui attribuer une

® Gaston BACHELARDLa formation de I'esprit scientifiquérin 1938 réed.1983

9Flle a été évoquée récemment par un membre dadé@mie pour expliquer le retard des francais tans
connaissance et l'utilisation des statistiquesttéeypothése qui rappelle assez malencontreuserakbes
fondées jadis sur « 'ame des peuplesm’a paru un peu badine).

" L'ceuvre de QUETELET et les critiques de E. DURKNEgt de M. HALBWACHS
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propriété spécifique : le billet 1234567 paraithomins bon représentant de 'ensemble des
billets d’une loterie que le billet 1805532.

Mais I'intérét pour les tendances centrales coordien a une centration sur les lois et
les nécessités et que l'intérét porté aux dispessin aux fluctuations correspondent bien
a une mise en doute des premiéres et a une centgaii le hasard. L’'opposition des deux
est claire, constitue-t-elle un couple d’obstactéePa peut y ressembler car, du moins, on
peut voir une sorte de moteur de la recherche éédelution de la statistique, illustrées
de nombre de débats.

b) I'observateur de données et I'actant engagé

Les deux types de situations que nous venons di@ramt en commun de placer le sujet
('actant qui examine les données et leur représgnen position réflexive, extérieure,
intemporelle, par rapport aux situations produesides données. Cette situation est
conforme a notre schéma. Le « statisticien » est the I'action. C’est un sage qui évoque
une suite d’événements passés et y cherche pouraitkns quelconques, quelque
régularité, quelque singularité ou quelque lecon.

Mais la série des situations productrices de laesdes données ne peut pas étre
entierement ignorée, et avec elle I'évocation dintpde vue de I'actant (n°1), celui qui
est engagé dans chacune de ces situations. Potindgue donnée est le résultat d’'une
action en cours, elle a une temporalité, un engtde résultat des actions passées est
engage les décisions de I'action suivante, legstates se font naturellement prévisions.
L’introduction de la temporalité, de I'ordre, déVolution des données préfigure la sortie
des situations de description statique et I'entiaies les jeux de la prévision auxquels sont
attachés une autre famille d’obstacles, ceux attaeHa pensée probabiliste mais qui vont
largement déborder sur la statistique. Nous dev@m&aminer pour des raisons de
didactique car l'introduction des statistigues ¢sksque toujours associée a des
considérations probabilistes ou au moins fréquierstis

Avec la centration sur la situation répétitive, grotrice des données, le doute est alors
renvoyé

au sujet : I'obstacle « personnaliste » (chancausgadresse de I'actant)
au milieu : I'obstacle « animiste » (les conditiansles objets favorables, bienveillants
ou malveillants)
alarégle du jeu :
0 a une justice immanente : la nature exerce uneldéoicompensation ou au
contraire d’amplification (I'imbécile « loi des $&s »)
0 aun étre supérieur qui décourage I'analyse :
= volonté et desseins impénétrabiegatalisme
= obstacles moraux : chercher a comprendre est dansefa Dieu (arbre
de la science.. du bien et du mal)
o0 absence de regles, dieu indifférent
o0 A l'enjeu: les probabilités des événements vaimeitaen fonction de I'enjeu.
L'obstacle que constitue l'investissement de I'atta°l de notre schéma, dans
les enjeux de chacune de ses actions réepétéasieat fait typique du réle d’un
obstacle a la fois de point d’appui (le calcul gesbabilité est né du jeu et de la
distinction entre I'espérance mathématique et babilité) et de difficultés
récurrentes associées a ce point de vue. Nousigntrens dans I'analyse des
obstacles didactiques.
ou a une combinaison de ces éléments
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L’entrée en scéne du temps dans l'analyse des éfsemie données introduit le concept de
causeavec une nouvelle source d’incertitude tout dépedd-tout ? C’est seulement notre
incapacité a suivre les conjonctions de multiplagses qui nous empéche d’utiliser notre
vision déterministe et nos concepts logicistes (&8 777-1855).
On voit que l'histoire de la statistique est prafément liée a la conception du monde et de la
culture, ce qui ne devrait pas resté ignoré dansraeption de sa didactique.

c) Le renoncement aux situations logiques élémentairesn prix
En fondant I'attitude scientifique moderne sur péxience du doute DESCARTES marque
sans qu’il y paraisse trop une étape importants tladéveloppement de I'esprit statistique

d) L'objet caché : mythe, réalité objective ou instemhsubjectif ?
Le fait de savoir si une suite de données est tesgon répétée d’'un objet caché ou non ne
s’est pas posé avec une grande acuité avant quanterprete de fagon temporelle la
production de ces données et qu’on veuille leach#r a une situation reproductible donc qui
introduit une part de prévisible. Mais dés lorg tjan accéde au concept de modéle
aléatoire, les questions précédentes se reposeinesfue composant qui supporte le hasard :

- les événements sont-ils objectivement aléatoir€e point de vue « objectiviste » est
celui des »CARDAN 1501-1578, PASCAL 1623-1662 et JACQUES BERNIO
1654-1705)

- ou le langage des probabilités n’est-il qu’une ferte relations logiques, un langage
sans rapport direct avec les événemer@&st le point de vue « logiciste » de KEYNES
J. M. 1883- 1946, d’Harold JEFFREYS F.R.S. 189191 @8 de Charles Sanders
PEIRCE 1839-1914)

- la probabilité est seulement la limite d’une fréoee Ce point de vue empiriste des
« probabilités statistiques » est celuiRleISSON 1781-1840.

- Le point de vue BAYES-fiduciaires raffine celui B®ISSON : la statistique formalise
seulement I'induction : ce sont I'information dexpérimentateur et sa confiance qui
évoluent au fil des répétitions. Le calcul des phmlités n’est que l'instrument de cette
dialectique, en statistique ce sont les questionsgtatisticien et ses doutes qui dirigent
le choix des méthodes. BAYES (1702-1781)

Ces différents points de vue s’opposent et chaeatbke déterminer un obstacle spécifique
aux autres. L’entremélement des dates pourrag fawire le contraire a qui penserait que les
obstacles tombent les uns apres les autres darchtorelogie simple et inéluctable.

Le r6le du temps et celui de I'interprétation caeiskes faits est particulierement visible dans
les résistances au point de vue Bayes-fiduciaire.

Obstacles didactiques

Nous distinguerons les obstacles microdidactiquekes obstacles macrodidactiques. Les
premiers sont attachés aux choix didactiques sésptigalement libres d’'un ordre et d’'un
mode d’introduction des différents concepts dastiqtie ainsi que celui des situations ou ils
se manifestent. Les obstacles microdidactiqueslsernibstacles « nouveaux » provoqués par
ces choix. Le fait pour une meéthode didactique iliset, d’augmenter, de diminuer ou
d’effacer 'effet d'obstacles épistémologiques &ait a fait important, mais méme sous des
formes différentes, les obstacles épistémologigestent identifiables.

Les obstacles macrodidactiques proviennent destaliimns dans les choix didactiques
imposées par les pratiques et les connaissanced agars dans la société, dans les
institutions, du fait méme du fonctionnement de iossitutions. De facon un peu simplifiée

2 D'autres conceptions ont existé comme celle deobkatilités psychologiques » (COHEN 1960) pour
analyser les notions de hasard, de chance, d'a&ji&égspréciation des causes, de l'incertitudeeskadconfiance,
comme attitudes ou comportements psychologiques etiais ne définissent pas un objet consistant.
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les obstacles macrodidactiques sont ceux qui edgutte I'incapacité des grands systemes
socio-culturels a assumer leurs responsabilitésctimles.

a) Obstacles microdidactiques

Ce sont autant des générateurs d’obstacles quebdtxcles
- Les approches philosophiques et épistémologicqu@ame obstacles didactiques auxquels
répond le point de vue minimaliste du simple «@ladies probabilités »
- L’absorption de la statistique par les probaddidepuis I'accession du calcul au rang de
théorie grace a la théorie de la mesure a failadeensée probabiliste un obstacle a la
pensée statistique. En particulier l'interprétatippématurée des probabilités par des
fréquences — pour des raisons d'illustration — ttrent un effet « Jourdain » qui enleve
toute justification aux théorémes de convergencal@ic a I'étude mathématique des
statistiques qui peuvent passer au rang de comiremntautiles pour des auteurs comme
MOORE
- La subordination de la problématique propreméatissique a I'ergonomie didactique et/ou
mathématique qui modifie la nature, la significatet la fréequence des questions a traiter. La
recherche de la «rentabilité mathématique et tmla= d'un enseignement » crée des
obstacles par la confusion qu’elle introduit s rielations entre les situations et les méthodes
(peut étre la déterritorialisation a laquelle Y. EHALLARD fait allusion [CHEVALLARD,
1978]). Cette confusion a une cause: le souci mlesesseurs de « rentabiliser » leurs
enseignement les conduit naturellement a cherchagpéiquer le plus possible les notions
déja enseignées dans les lecons nouvelles, etigiraiens les secteurs nouvellement abordés
les concepts qui auront le plus de chance de stamsl dans les questions mathématiques
étudiées par la suite. Cette tendance justifieedparraisons purement didactiques favorise
évidemment les mathématiques dites « pures » aiméét des mathématiques appliquées.
Les questions fondamentales de probabilités odadistiques sont ainsannibaliséepar des
questions mathématiques étrangeres au sujet.
Cette tendance est particulierement marquée a@mceérou elle est liée a I'histoire méme des
recherches en statistiques et ou le rapport ddegs®urs de mathématiques aux statistiques
reproduit et accentue ce phénoniéne
Les textes d’accompagnement des nouveaux progré2ffie (les programmes sont toujours
nouveaux comme le Beaujolais) indiquent :
« Ainsi les expériences de référence classiq@epldis souvent simulées en terminale) sont
indispensables pour comprendre la théorie des pildba, elles ne sont cependant pas de nature
a convaincre les éléves de l'importance de cefarithen mathématiques comme dans les autres
sciences. Aussi, le programme de probabilité deetae scientifique partie lieeavec un autre
chapitre important du programme de mathématiquéedwainale concernant l'intégration (loi
uniforme sur un intervalle borné et loi exponefdlelet une convergence thématique forte
apparait avec le chapitre « Radioactivité » du manogne de physique : en physique on étudie la
radioactivité.

Ce qui montre que l'accent est mis davantage smpdrtance des applications de cette
théorie aux sciences et aux mathématiques ellesesi@ue sur sa validité mathématique et
surtout sur sa signification épistémologique. Lesbfgmes relatifs aux croyances erronées et
aux modeles spontanés sont ignorés. Et il estemditable qu’il s’agit de convaincre les
professeurs au moins autant que les éleves dedriapce de ces applications.

13 Ce point a fait I'objet d’une étude comparée de gbcial des statistiques et de la rechercheatistiue en
France et aux Etats-Unis (1850-1970) et de sonénfie sur 'enseignement, communiquée mais nonéaeubl
(annexe 5)
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- L'apparition des ordinateurs et des génératesesigho aléatoire a profondément bouleversé
et la statistique, qui peut utiliser des instrursemtathématiques complexes, et méme des
méthodes non maitrisées comme l'analyse neurondles grobabilités dont le calcul des
systémes et des automates est puissamment fadilidéage de ces instruments dans
I'enseignement permet déja des effets JOURDAINé&mé&ment violents (par exemple faire
apparaitre les modéles pseudo-aléatoires et lacopence des fréquences vers eux comme
des lois empiriques) qui ne peuvent manquer d'adeis conséquencédidactiques et
scientifiques.

b) Obstacles macrodidactiques (ou socio-culturels)

L'intégration du milieu, y compris le milieu soceadturel et professionnel des enseignants et
des éléves dans les objets de la théorie desisitagiermet aujourd’hui d’identifier d’autres
types d’obstacles dits « macro-didactiques ». @ssacles a la diffusion d’'une connaissance
proviennent des rapports des diverses institutinee société a ce savoir. En statistique
notamment de nombreux auteurs (par exemple DadEIVEARTZ) ont noté que la Grande
Bretagne et les Etats-Unis bénéficiaient de caomhti socioculturelles beaucoup plus
favorables a cet enseignement que la France. Lécullés proviendraient des
représentations (au sens de la sociologie) quiseses institutions de la fagon de pratiquer,
d’apprendre ou d’enseigner ce savoir en le rel@mt mathématiques (esprit cartésien,
individualisme, méconnaissance de la variance ,etqu) entraineraient des difficultés
récurrentes. Malgré I'existence de solutions mitactiques et la possibilité évidente de les
mettre en oeuvre, le développement ne se feraitppas des raisons de ce genre. Le
phénoméne s’observe dans différents secteurs déisémmatigues mais chaque fois de
maniere speécifique a un certain savoir. Ce typéstacles est particulierement évident en
statistique et demanderait une étude qui sort drecde ce cours.

L’analyse du processus de 1972 montrerait comnhenévité toute une série d’obstacles en
changeant la position des éléves en retournaitulaison en quelque sorte. Au lieu d’étre des
joueurs soucieux des résultats prochains ou déatieaus de la machine de hasard, ils ont été
d’emblée des analystes dans un « sondage » sank@p parente apparente, armés de leurs
seuls raisonnements « déterministes ». Le testpdthgse apparait comme ce qu’il est: un
moyen d’éliminer les hypothéses les plus improtslele contrélant le seuil de risque. La
question de la reproduction a linfini de l'opémati et de la stabilisation progressive des
parameétres reste ouverte aux mathématiques. Lessél@itent les probabilités comme des
limites de fréquences, mais les ont apprises int@hent dans des circonstances bayésiennes
comme des résumeés d’'informations progressivesrsgiysteme, ce qui peut permettre par la
suite une élucidation de ce type.

RETOUR SUR LES EXPERIENCES DE 1971-73 ET CONCLUS8N

Les résultats

Je renvoie les auditeurs de ce cours au texteadele de référence pour le détail de ce que
nous a enseigné cette expérience dans les donmdénks psychologie, de la didactique de

I'épistémologie et de la sociologie de I'éducation.

Du point de vue de I'enseignement de la statistefudes mathématiques, il nous semble que
les éleves ont compris l'usage de toutes les tgalesi mathématiques utilisées (rapports,

14 Effet Jourdain : le professeur obtient de I'éléwme réponse spontanée & un probléme banal puisfielentte
connaissance avec une connaissance complexe v@rgifique de telle fagcon que I'éléve est abusdau
valeur de son acquisition.
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fréequences, comparaison de nombres et de suigshigues, etc.). Mais le premier résultat
est que les éléeves ont pu connaitre véritablenasnpiincipaux objets de la statistique et des
probabilités dans leurs relations essentiellesoritspu en comprendre le role et en utiliser les
techniques. C’était le point important de la déstmtion. Il restait bien sir & continuer le

processus dans deux directions :

- le «reconnaitre » dans d’'autres exemples de fagoe détacher d'un contexte
nécessaire mais beaucoup trop particulier pouldaner sa valeur de paradigme de la
statistique, le déterritorialiser, sans lui faiexqre son sens.

- I'étudier, [linstitutionnaliser c'est-a-dire traosiner en objets de savoirs les
connaissances issues de cette premiéere renconirerés riche ne peut pas porter a
leur terme tous les apprentissages de toutes temeautilisées, utiliser les techniques,
définir les notions etc.

Accessoirement nous avons été satisfaits de prdaveossibilité de faire se dérouler cette
longue suite d’activités, de constater que lesutslcue nous avions faits a priori des
variables de la situation étaient corrects, etaeque les éleves se sont prétés a I'expérience
avec, dans I'ensemble, une tres bonne volontéadtigefois avec enthousiasme.
Accessoirement encore, nous avons observeé lesagdifficultés des professeurs a assumer
que leur cours dépende d'un processus aléatoiest Geut étre pourquoi, leurs collegues en
'absence d’appui préfereront souvent a la respuligad’'une construction du savoir, le
confort de la position empiriste et dogmatique. rLpustification est alors : le monde est
comme ceci ou mon savoir est comme cela. Nous ensasonclu que nous ne pouvions pas
recommander de faire «reproduire » ces activités lu contrdle par des statisticiens
didacticiens.

Pourtant dans notre projet de I'époque, cette tBituat le processus qui la suivait devant en
faire une situation de référence destinée a éclaireeplacer toutes les rencontres que I'on
pouvait organiser au college puis au lycée avewval@été des exemples. Comme nous
l'avions fait auparavant avec les naturels et pasuite avec les rationnels ou la géomeétrie,
nous visions a produire une situation et un pracesie référence, comme moyen optimal
d’organiser la construction du savoir. Mais not@té ne pouvait étre recu que comme un
exercice parmi d’autres ce qui lui enlevait tougmeication et toute efficacité.

Comparaison avec d’autres méthodes

Il est intéressant de comparer la situation expémiade proposée ci-dessus aux situations
classiques proposées par les enseignants. Dams-celont peut distinguer les processus
hypothético-déductif ou les statistiques sont Igsexves expérimentales » de la validité du
calcul des probabilités, et les méthodes empiristes

Processus hypothético-déductif Processus empiriste

La machine
La situation qui
produit ...
ce qui se
reproduit

La machine
La situation qui
produit ...
ce qui se
reproduit

Le passé <:I Le futur Le passé |:> Le futur

Les statistiques Les probabilités Les statistiques Les probabilités
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Ces méthodes utilisent les relations entre les sgstemes fondamentaux, mais elles ne sont
pas dialectiques.

Dans ces méthodes les éleves répetent des exmyiencdls ont analysées eux-mémes
préalablement avec le calcul probabilités. lisntireles conclusions au simple vu de la
proximité entre la série empirique observée etplebabilités calculées. lls écartent ainsi

toute référence a la sécurité de leurs conclusions.

Avec les ordinateurs et les générateurs de suitesdo aléatoires il est facile de « donner a
voir » la spectaculaire convergence des fréqueneesesserrement des fluctuations de
faisceaux de séries autour des valeurs de conva¥geamme nous l'avons fait avec

I'animation, et de donner ces phénomenes comméoderaturelles... Ici on procede a une

double falsification, pire encore, en appuyantdaviction des éléves sur une argumentation
empirique, comme si on pouvait produire une prezx@erimentale directe de la validité du

calcul des probabilités et de la convergence.

Cette position enleve toute motivation a la recherde la consistance, donc a l'analyse
mathématique. Elle coupe court a toute justificatie la statistique inférentielle et de son
approche probabiliste, et on peut satisfaire l¢gpie MOORE : débarrasser la statistique de
'encombrante mathématique.

Une comparaison plus précise fait ressortir lesedihces entre les situations, entre les
demandes du professeur et entre les productionsléless.

a) Comparaison des situations

S. empiriques : S. expérimentale

«La machine est connue -La machine n’est pas entierement connue,
«Souvent, elle est analysée a priori avec lesis les possibilités sont simples

probabilités <Aucune analyse a priori

«Deux machines physiquement identiquesutilisation de la machine n’est pas
sont tenues  pour statistiguememtdiqué, ni I'objet des observations
équivalentes -Suggestion : Si les faits passés (statistiques)
-Consigne: sont déterminés par la composition de la
-répéter des « tirages » machine, alors les «nouveaux » faits
-Ajouter les résultats, etc. devraient étre similaires aux passes

«La fréquence est définie et indiquée comme
objet d’observation

b) Demandes du professeur

S. empiriques S. expérimentale
‘Réitérer les tirages (a. r) un nombrd®eviner la composition de la machine
arbitraire de fois -Se convaincre de la vérité de sa conclusion y

-Observer le comportement de la fréquencepstuvoir 'argumenter
ses fluctuations

«Distinguer la valeur limite malgré les

fluctuations
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+(Par exemple écarter I'hypothése d'une
distribution uniforme),

-Mettre en rapport les résultats avec
distribution uniforme a l'aide d’un calcul de
combinatoire d’'aprés la composition de la

machine

c) Connaissances» que les éleves doivent produire
S. empirique -S. expérimentale
«L’expérience s’approche de la théorie -Réitérer les tirages et noter les observations
«Les éléves croient que lI'expérience doiDégager les objets statistiques de
nécessairement «confirmer la théorie» I'observation : fréquences et distributions

*Preuve : si la série s'écartait obstinément dees hypothéeses
la prévision (expérience truquée a linsu diies raisons de la réitération ou de la
professeur) la situation didactique serait satéécision de terminer [I'observation. Las
solution et la machine serait rejetée raisons évoluent suivant les hypothéses
successives
-Le principe du test d’hypothéses
«Comment dire si deux machines sont
statistiguement équivalentes ou non.

Confrontation avec les recommandations de I'Acaééies sciences aujourd’hui

En ce qui concerne la conception du dispositifest intéressant de le confronter aux
recommandations de deux rapports récents de I'atiadées sciences et aux projets de la
nouvelle réforme. Ce sera un moyen d’évaluer |letuaité, leur modernité devrais-je dire.
Les principales suggestions sont issues d'un antie MOORE rapporté par ESCOUFIER
MOORE propose de

«- 1. Favoriser les éléments de pensée statistig)ele besoin de données
b) importance de la production de données c) hgmeésence de la variabilité
d) la mesure et la modélisation de la variabilité

- 2. Incorporer plus de données et de conceptsnsnde principes et de

démonstrations, partout ou c’est possible, calautematiques et graphiques. Un
cours d’introduction devrait a) relier étroitemdes données au réel (mais pas
purement réalistes) b) développer des concepstatistique : causalité contre
association, expérimental contre observationnektetles longitudinales contre

croisements de sections, ¢) recourir aux ordinat@utdét qu'aux formules de

calcul,d) traiter les démonstrations comme d’imgce secondaire

- 3. Accueillir et encourager les apprentissagdag#fsaa I'aide des alternatives
suivantes au cours magistral : a) groupes de résolde problemes et de débats,
b) exercices de laboratoires, c) démonstrationgdsasur des générateurs de
données, d) présentations écrites et orales, @tprde groupe plutdt que projets
individuels »

Chaque suggestion des deux premiers points parait été écrite pour caractériser notre
expérience (sauf le 2d qui nous parait non pertimems notre expérience et fortement
négatif). Le troisieme point convient aussi, bienilqne soit pas clair ici si ces options sont
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liées a la construction du savoir comme dans nexérience ou s'il s’agit d’options
pédagogiques générales établies dans des étudgmentthntes : par exemple débats n’ont
d’intérét que s’ils portent sur des points impotsaet signifiants pour les éleves et pour la
connaissance en jeu.

De son c6té, le rapport de la CREMoursuit, presque dans le méme sens :

« L'objectif d'une initiation aux probabilités etaastatistique aux niveaux college
et lycée est d'enrichir le langage, de repéreqlestions de nature statistique, de
définir des concepts qui fonderont un mode de pensgrtinent, rassurant,
remarquablement efficace. Les modes usuels de sespedion graphique
(histogrammes, diagrammes en batons notammens};acttire les €léments de
base du langage graphique de la statistique s¢oirdthui enseignés en college
et une introduction a l'aléatoire, appuyée sur dieut des probabilités et la
simulation, est proposée dans les nouveaux progesnae lycée. »

Toutes les situations évoquées sont comprisesldanigre.

L'épineuse question des différents niveaux scedair

Le processus que nous venons d’étudier peut-illgiisé a tous les niveaux scolaires ? Sa
construction générale n’a pas dépendu de condigiartigculieres de la part des éléves, il peut
donc étre « montré » comme situation fondamentgiefante. Par contre il est évident qu'il
ne peut pas étre reproduit a l'identique par degesl, comme processus quasi-constructiviste.
A priori, les éleves plus agés ont recu d’autrefrinments conceptuels qu’ils tenteront de
mettre en ceuvre (adroitement ou non, la n'estgpgséstion). Par exemple il est improbable
gu’ils groupent les tirages par 5 pour représdeteontenu de la bouteille et étudier la
distribution de ces groupes de tirages.

Nous renvoyons I'étude expérimentale et théoriquealprobléme a I'atelier de Joél Briand.

Conclusions

Cet article avait trois buts
- Présenter les idées et les résultats d’'une reohefielile de trente ans et estimer son
actualité.
- montrer comment la recherche de situations fond&ateesn d’'une connaissance
mathématique peut conduire a des études de didadtigorique et d’'ingénierie
- accessoirement essayer de présenter de facon s¥gal@s situations utilisables en
didactique de la statistique, nous en avons évqgetgues unes.
Il m’était difficile de les atteindre avec une setleche. Aussi il ma semblé indispensable de
mettre & la disposition des auditeurs ou des lexté@ ce cours un certain nombre de textes
qui le précedent, le précisent ou le prolongent
La premiéere partie du cours est précisée dansclade référence
La deuxieme partie a esquissé une méthode de obehdiune situation de ce type. Il n’était
pas possible de poursuivre cette étude dans le dadce cours, mais on trouvera quelques
compléments dans I'annexe 4.
Elle nous a conduit & un inventaire beaucoup tapde des obstacles épistémologiques et
didactiques. J'aurais aimé m’attarder en particdigr le septiéme, celui des obstacles macro
didactique parce qu’il est particulierement impotten statistique (cf Annexe 5).
La question la plus importante est celle des difiés niveaux scolaires ou ces processus sont
utilisables. Cette question sera étudiée et débdtns 'atelier de Joél Briand.

!> Dirigée par J. P. KAHANE
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