Annexe 1

Une expérience de premier enseignement des statisti  ques et des
probabilités *
Guy Broussead  Nadine Brousseat| Virginia Warfield *

Introduction

Les activités que nous décrivons ci-aprés se sérdutEes en 1973-1974 dans une classe de coursnmoye
deuxiéeme année de I'école Jules Michelet de Talgoceomprenait 17 éléves. Elles avaient été pi&eed’une
expérience similaire quoique plus courte dans lmese de CM2 I'année précédente. Les deux expésenmt
été dirigées par linstitutrice de cette classediNea BROUSSEAU. Elles ont été congues par Guy Breais
dans le cadre des recherches qu'il avait entreprisd’époque sur la possibilité d’'un enseignemess d
probabilités dans la scolarité obligatoire.

L'école Michelet était une école ordinaire mai® @tait dotée conjointement par I'Université (guécisément
'IREM, dirigé par le professeur COLMEZ) et I'insgiton d’Académie de la Gironde, d’un centre d’obation
(le COREM, dirigé par Guy BROUSSEAU).

Les résultats des nombreuses recherches qui ooinpegné ces activités devaient faire I'objet d’timese qui
n'a jamais été soutenue. lls n'ont été publiés ppeeque de fagon tres fragmentaire et tres centiélle.

Un court compte rendu des 35 séances a été comunguaitp 28™ rencontre de la CIEAEM et publié dans un
fascicule relatant quelques-uns des travaux de ceticontre. Un film a été réalisé (sous la dicectle J.
BOLON) par 'ORTF dans sa série Atelier Pédagogi(iestinée a la formation des maitres) et diffusér fa
premiére fois le 30 novembre 1976. Les bandes wigétidiennes réalisées par Pierre RAYMOND ne pdurg
lisibles depuis longtemps. Seules subsistent, ménmoire et quelques notes manuscrites.

L'environnement scientifique de ces activités egiosé ailleurs. Nous ne I'évoquerons qu'a l'occasites
observations.

Il n'y a aucun désir dans ces lecons de réaliseursai méthode pédagogique particuliere. Seulemdat ce
d’abord de réaliser des activités enrichissantes [@s éléves, et ensuite de le faire si possibleespectant les
conditions didactiques congues pour les besoilguele.

A l'exclusion de quelques « vraies legons », chasggnce n’'occupait qu'un moment assez court ddalgep
horaire quotidienne réservée aux mathématiquesdizaéne de minutes en moyenne. Nous appelion®oeeg
d’activités «un fil rouge ». Le professeur langait défi aux éléves, qui, chaque jour faisaientnaea la
question par leurs apports ou leurs réflexions. prefesseur se bornait & encourager les intervenants
enregistrer les questions, a préparer les réalisasuggérées par les éléves etc. et a maintanérét. Méme
les débats pouvaient étre écourtés lorsqu’ils peania forme d’une confrontation a deux pour laissux autres
le temps de réfléchir et de donner leur avis.

Premiere phase : une introduction au test d’hypothe se

La situation fondamentale, les premieres manifestat  ions des concepts.

Sous une forme implicite, dans une usage simptecdamcepts fondamentaux et les moteurs du processus
manifestent déja au cours des cing premieres sgance
- relativement aux épreuves, la connaissance dea'estain tirage, une série de tirages,

'les5 premiéres phases ont été publiées en Anglais dans The Journal of mathematical behavior of
children. La 6™ est reprise du texte original de 1974.

% Professeur émérite de Mathématiques a I''UFM d’Aquitaine, & I'époque assistant au département de
mathématiques de I'Université Bordeaux 1, chercheur a I'lREM, concepteur du dispositif de
I'expérience,

® Institutrice en retraite, & 'époque institutrice a I'école J. Michelet, attachée au COREM. Elle a mis en
ceuvre le dispositif avec les enfants et a rédigé les comptes rendus

* Professeur de Mathématiques a I'Université du Washington, participe & la nouvelle rédaction et la
traduit en anglais
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- relativement aux statistiques observées, ce queévénement réalisé ou non,

- relativement aux rapports avec la machine de hasardju'est une hypothése sur son contenu, une
certitude, une possibilité

- relativement aux prévisions ou aux anticipatiores,qa'est une possibilité, un événement certain, un
événement dont on n'est pas certain

- la question du rapport entre la composition des sacelle des séries de tirages est posée etrém pa
résolue

- la question du rapport entre la composition des sada prévision du résultat d'une série de tsags
posée

- l'idée qui consiste a rechercher des informatiansselles dans une répétition de tirages a été amorc

- larecherche d'une méthode de décision pour l'de®tirages est engagée

Premiéere séance : une curieuse devinette !

a) Le Déroulement

La présentation

La maitresse a préparé trois sacs de tissu nein, dpaque, assez profonds et étroits, et repérédepgrosses
lettres épinglées : A, B, C. Elle a devant elle bo#e contenant beaucoup de jetons noirs et bl@eese jetons
de jeu de dames).

M : (elle fait ce qu’elle dit a mesur&joici trois grands sacs vides (elle les retouitse’appellent A, B et C. Je
plonge ma main dans la grande boite et SANS REGARH#pres avoir bien brassé, je prends 5 jetorfeyijee
bien la main et toujours sans regarder je la platages le sac A. J'ouvre la main. Il y a mainterajgtons dans
le sac A, mais je ne sais pas combien il y a declslau de noirs. Le savez vous vous ?

La classe : Nooon !

Mais vous pouvez vérifier a travers le sac qud pien 5 jetons. Jean, viens vérifier...

M. Maintenant, je fais la méme chose dans les detres sacs...

Le défi

M : Vous allez essayer maintenant de deviner gesliéa composition de chaque sac. Mais comme @pas le
droit de regarder dans les sacs et que persongermmit leur contenu exact, personne ne pourra dvassi
vous avez deviné juste. Il faudra vous convainogsvméme !

E. (perplexité, puis comme une rumeQigst impossible !

M: On aura donc le droit de regarder un peu dans le sac, mais attention ON NE POURRA

REGARDER QU’'UN JETON A LA FOIS, ET ON LE REMETTRA AUSSITOT DANS LE MEME SAC!

On appellera ¢a un tirage.

M : Alors, chacun va pouvoir venir, a son tour éaN tirage dans chaque sac, et vous me direz eevaus
avez appris.

Les premiers tirages

Chaque éléve vient tirer un jeton dans le sac Mdatre a ses camarades et le remets, puis failédee dans le
sac B...
Des que le premier éléve a accompli son tiragmdtire demande
- M. : Vous avez appris quelque cho8e
- E. (mezzo voce, puis plus ouvertemesat)tout cas il y a (au moins) un jeton noir danstAlans B et
(au moins) un jeton blanc dans C
- M. : continuons
Elle fait de méme a chaque éléve : avez vous appekjue chose de nouveau ?
Trés vite les éléves demandent de marquer au tal#sgetons qu’on a déja softiSurprise! certains enfants
n‘ont pas du tout retenu le résultat de leur tiragesont contestés par d’autteSeux qui ne se rappelaient plus
recommencent leur tirage. Sur trois lignes paedld, B, et C, le maitre fait enregistrer au tablies résultats
connus, Il y a bientét sur chaque ligne, 17 lettres
A:nnbnbbnnbbnnbbnnb
B:nbnnbnnbnnbnbbnnn

®Ce qgu'on apprend a chaque tirage nouveau. Individuel collectif
® Clest la premiére marque encore tout a fait implicite, d'un intérét de certains pour des arguments stochastiques
" Les éléves qui ne tirent aucune information supplémentaire de leur tirage I'oublient aussit6t
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C:bbnbbbbbnbbbbnnbn

Les premieres déclarations

- M.:Alors?
- E: Dansles sacs AetB ilya plus de noirs quéldncs, dans le sac C plus de blancs que de noirs
Il n'est pas possible de savoir si cet éléve parlait du contenu des sacs ou des résultats des tirages.
Mais un autre éléve comprends qu'il s’agit du contenu des sacs et proteste
- E. Non, car on peut tirer toujours le méme jeton
- E. Ce qui est sdr, c’est qu'il y a des blancs et des noirs dans tous les sacs (approbation
générale)
- E. (sentencieux) : Le sac A a montré 9n et 8 b, B a montré 11n et 6b, C a montré 5n et 12 b,
c’est sOr aussi.

Les quelgues interventions des enfants a ce momentrent que le contenu des sacs est bien mispgona
avec les tirages, mais ce rapport n'est pas bisgupmi justifié par les éleves. Implicitement, €&lque « s'il y a
plus de noirs que de blancs dans le sac, on doit plus de tirages noirs » est acceptée par bepuddais des
gu'elle est formulée, certains opposent des objestirationnelles” du genre " de celle de Nathalieencore :
"il pourrait y avoir un jeton jaune qu'on ne va@itjais"

D'autres éléves formulent des objections fondéeslesi modéles spontanés bien connus : "si on @&audoup
de noirs, alors le tour des blancs va venir".

La maitresse "enregistre” quelques unes des d#éalaales enfants en les répétant sur le modealifipinais
elle s'absétient de les mettre en discudsiBile en reléve toutefois certaines "pour ellefrire le tableau "pour
plus tard®”.

Conclusion et relance

Elle aide a tirer des déclarations des enfantgjuestion qui cl6t la séance :

M. : comment savoir si, (et se convaincre que)ndubly a plus de noirs que de blancs dans un@atre plus
souvent des noirs que des blancs.

Réfléchissez, nous en reparlerons demain. Je ¢gsdmcs pour que personne ne vienne y glisseoum a’'ceil
indiscret.

b) Commentaires

La séance a duré environ 15 min.
Les résultats de cette activité ne s’exprimentgratermes d’apprentissages « évaluables indivielmelht ».
Pourtant, I'évolution de la situation montre quetai@es conditions sont maintenant réunies pour lgae
éleves entreprennent de nouvelles actions, se posent de nouvelles questions, fassent des
hypothéses, anticipent certains résultats d’expériences etc. qu'ils n’auraient certainement pas pu
envisager si cette « legon » n’avait pas eu lieu.
La fagon dont ces conditions produisent finalem#ed savoirs appris et compris était justement &blle
I'étude de Didactique. Encore faut-il bien distiegles problémes résolus (ou non) par les élevdss eaisons
de leurs actions. Les éléves ont

- formulé des observations déterministes, et

- formulé des hypothéses (plus de noirs que de bHlancda machine de hasard,

® Diverses expériences ont montré que les éléves ont des modeles implicites d'origines diverses pour interpréter
les phénomenes aléatoires gu'ils rencontrent, et qu'ils ne répugnent pas a discuter ces opinions. Pour
intéressantes que soient les conversations des éléves sur ce sujet, il est évident qu'elles ne peuvent pas aboutir.
Il a été montré qu'elles ne peuvent guere suggérer de méthodes de travail, et qu'au contraire elles ravivent
inutilement les modeéles spontanés populaires et les obstacles épistémologiques qui leur sont attachés.
L'enseignant est donc bien avisé de ne pas favoriser a ce moment la une discussion libre, que les éléves
gourraient croire déterminante.
L'enseignante a recueilli les remarques des éléves pour pouvoir en faire usage le moment venu. Elle répertorié
ces remarques :
suivant leur objet :
- celles relatives au contenu des sacs, celles relatives aux tirages effectués, celles relatives aux
prévisions sur les tirages a venir
- celles relatives a la valeur données aux déclarations : vraies, fausses, certaines, probables, plausibles,
possibles, improbables, impossibles
- celles relatives aux méthodes permettant d'obtenir des informations, d'augmenter la conviction, d'arréter
une décision.
et suivant leur forme (question, suggestion, insinuation, affirmation)
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- décidé de noter les résultats des tirages (states)

- établi une relation entre ce contenu et les premiésultats des tirages, qui va les conduire & fair
d’autres tirages. Ce point est trés important’yilanpas de raison a priori de multiplier les olbvations
si on n'a pas l'idée qu’on peut tirer quelque imf@tion de ces réitérations, donc si on n’a pas @nasn
un « modéle implicite probabiliste » pour cela. Méds objections déterministes en usage chez les
enfants de cet age, s'opposent a ce que cettégitrait acceptée par les éléves.

- Compté des nombres de tirages de chaque type

- Commencé a poser un probleme de confrontation emteeanticipation (il devrait y avoir plus de
tirages noirs) et une hypothése sur la machineyliy a plus de noirs) ou entre une anticipagbrne
statistique (la ou il est sorti pus de tiragessioir

Il est clair que peut-étre aucun éléve n’est enungede manifester, seul, la plupart de ces cormtgsiet a

fortiori, d’en avoir conscience.

2iéme

séance : Les effectifs des événements

a) Déroulement

Tirages

Les 17 enfants sont présents, ils recommencenhauneelle série de tirages.
A:bnbnbnnnbnbnnnnbb
B:nnnbbnnnbnnnbbnnn
C:nbbnbbbbbnbbbbnbb

Une grande idée
Un(e) éleveDominique, propose de faire les totaux et de les compassrcaceux de la veille :

Hier Aujourd’hui
A: 9n;8b A:10n, 7b
B:11n;6b B:12n, 5b
C:5n;12b C:4n,13b

Des éléves constatent que, comme la veille, orptire de noirs dans A et dans B et plus de blaaos €. Les
arguments de la veille sont réexaminés.

Discussion :

- E1: «On pourrait tirer toujours un méme jeton !

- E2:«Onaréfléchi a la maison ; s'il n'y avaitup blanc dans le sac, ¢a serait dur de trouvéddi®s
a la suite ! »

- E3: «Quand on pioche, on mélange, on ne peuingasoujours le méme »

- E4: «Hier, il y avait 9 noirs pour A, 13, il y @nl0, dans tous les sacs, il y a 1 de différence »

Une autre grande idée

Un(e) éléveCamille propose qu'on fasse des séries de 5 tirages
La proposition est tout de suite acceptée pardeeséléves
A:nnnnb
B:bbnnn
Avant de tirer dans C, un éléve déclare dansdesd relatif
- E. "il va y avoir plus de blancs"
C:nnbnn
Déception du malheureux qui s’était engagé avegiesp
- E. "dans C, c'est pas pareil"
On décide de faire une autre suite de 5 tiragafgnd|'opinion désabusée de certains :
- E. "ca sert arien"
A:bnbnn
- E. "¢a prouve gu'on n'a pas dit juste car ilanpyas toujours la méme chose"
B:nbnnn
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C:bbbbn

(En effet ils ont obtenu : pour A:(4n; 1b) ipu  (3n; 2b)

pour B:(3n;2b) puis (4n ; 1b)
pour C:(4n; 1b) puis  (1n; 4b))
Les enfants demandent qu'on leur donne la comppsifun des sacs, puis combien il y a de noirsoat) tle
blancs en tout. La maitresse se récuse :on neppswduvrir les sacs avant de savoir.
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Fiopure: 4 Une autra maniére de noter les résultats
1

b) Commentaires

La proposition de faire des suites de cing tirages joue un rble capital dans le processus de
confrontation des résultats statistiques avec les compositions possibles de la machine de hasard. Une
suite représente une composition possible de la machine.

Cette idée permet une transaction implicite enéexayui pensent que chaque jeton se montre a soretaui
cherchent encore une correspondance déterminisi les informations qu’on obtient dans les tirageseux
qui veulent interpréter les comparaisons implicéairen termes d'effectifs ou de fréquences. Laitian entre
ces deux formes de justifications va prendre utagetemps, mais I'idée de raisonner sur des séeestirages
redonne courage a ceux que le scepticisme comniéngagner.

Raisonner directement sur des fréquences exigeraitiextérité dans I'utilisation des fractions tpgeéléves de
ce niveau ne possedent guére, raisonner sur dedtifsffest insuffisant car il ne permet pas deéspnter le
cumul des informations. Cette difficulté avait éignalée par Piaget qui attendait du développentetienfant
la capacité de la dépasser, et par de nombreugsaatiteurs qui en inféraient que les éléves negienlvpas
développer de connaissances probabilistes avaviidappris a utiliser les rationnels.

Ici, la situation a été calculée pour permettretecetstucieuse transition et en étudier les po#stil
L’expérience a montré que les enfants saisissetdinement cette opportunité. Les enfants vonoraisr sur
des distributions d’effectifs — c'est-a-dire avexs chombres naturels- sur des événements qui, eprésentent

bien une fréquence sous la forme d'un couple dBenti (3b; 2n) (mais cette fréquence est rappatém
nombre fixe de tirages).

La 3™ séance : composition des sacs et effectifs des tir ages

a) Déroulement

Les enfants proposent de continuer des sériedicag®s.
A:bnnnn
B:nnnnn
C:bbbbb

Mais il y deux accidents immédiatement relevésigmeléves :
- E. "les deux derniéres (séries) sont fausse# gar des blancs dans B et des noirs dans C"
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- E. "ll faut tirer a nouveau dans B et C".
Les autres sont d'accord :
B:nbnnn
C:bbbbb
Il faut retirer encore une fois dans C :
C:bnbbb

(Joie bruyante des enfants, soulagés par un événatendu).

Mais ces deux séries récalcitrantes contribuennhdjuaéme insidieusement a la conviction des élébes.
« certitudes » sur la composition de C se font.jisipensent qu'il y a quatre blancs et un noir.

Les enfants veulent donc retirer encore dans C Foaisieux aussitdt appuyé par d’autres proposetdapituler
les tirages de 5, issus de C.

C 1n 4b
C: 5b
C: 5b
C 4b 1n
La séance s’arréte la.

b) Commentaires

Une partie des éléves est préte a investir sesiatams sur le contenu du sac C dans des prévisieosr ces
éléves la comparaison des prévisions avec lesaéspluis celles des résultats avec le contenuosépgu sac C
doit "confirmer" la conviction etc. Une autre parties éléves préfére noter scrupuleusement ceaquéait a
chaque étape.

La premiere remarque montre que la représentatiorcahtenu des sacs par une série de 5 tirages est
implicitement, clairement et unanimement accept¥dgs éléves comme reégle d’évaluation. Mais cétiée ne
peut étre institutionnalisée, ni méme formulée pagu’elle est visiblement fausse dans un raisonneme
déterministe. La composition d’un sac est détermieéfixe, elle ne peut pas fluctuer d’'un momeraidre. Ce
qui n'empéche pas une utilisation heuristique et - condition nécessaire - de n'étre pas ollgéendre
immédiatement des comptes. Il est essentiel poahéecheur de ne pas ignorer I'existence de celdaibtut
des connaissances a I'ceuvre dans une situatiogtidide. Et il est non moins essentiel pour le peéarr de les
distinguer et d’en respecter les regles de fonogament dont on voit bien ici qu’elles sont difféen

Le remplacement des suites d'évenements telles«quebnn » par «4n 1b», le nombre d'événements
« blanc » et « noir » est une démarche qui peutifparévidente pour un adulte, mais qui est trgmitante. Des
enfants auraient pu s'intéresser a I'ordre dansdegpparaissent les événements ou a la longususuiies de
résultats semblables etc.

Il faut remarquer la centration des éleves surdmbire de jetons du sac — ou l'ordre des jetongarient
pas. Ce comportement est vraisemblablement Iétaésu choix d’'un nombre assez petit de jetongaim plus
grand que 3, qui permet la considération de caessée 5 tirages. Tout a été décidé dans la préparde
'expérience en fonction de cette orientation (iéa précédente certains paramétres avaient étéeméget
différents).

Le fait de compter des évenements contient I'id€dsgsont « équivalents » alors que dans les rep@vec des
machines de hasard, le probléme consiste a diesgoé qui est équivalent ou pas.

La 4'°™ séance : distributions d’effectifs ~ °

a) Déroulement

Résumé de I'histoire

La maitresse demande aux enfants de raconterdasesprécédentes.
- « On a tiré dans le sac C pour voir si on troules mémes résultats ».
- « On a trouvé ce qu'il y a dans le sac : 4 blahcwir. »

- «On va essayer pour les autres sacs : B d'abpsdjte A»

10 . . . -z I s a
Les titres des séances ne sont pas des titres de lecons. Ils ne sont pas destinés aux éléves. lls sont formulés a

I'aide d'un vocabulaire et de concepts qui ne sont pas ceux des enfants, mais ils décrivent I'activité dans les

termes didactiques et mathématiques appropriés. De plus ils ont été ajoutés, pour le lecteur, aprés I'expérience.
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b) Commentaire

1. Faire raconter aux enfants les événements patsémon les propositions des uns ou des auttesyoins les
résolutions retenues par I'ensemble, est une &etilinstitutionnalisation indispensable aux éléeesnme au
maitre. Non seulement elle permet de maintenimftbgénéité (les éleves qui participent peu aux débat
invités & les raconter) et de raviver I'intérét éésves (leurs remarques existent pour les auires} aussi elle
favorise I'apprentissage. Elle demande un effortadmulation réflexive. Elle réorganise le passéaanémoire
de chaque éléve (ce qu'il convient de retenir pérdheublier en partie le reste). Elle permet augvék de
décanter leurs questions et de faire de nouvettgsogitions et au professeur de continuer sonitrava

2. Les enfants, qui étaient préts la veille a eetdans le sac C, se disent convaincus. Sans doate a la
« récapitulation » et en tenant compte implicitetris deux séries de 5 blancs. Leur conclusiojusts mais
bien prématurée !

Tirages dans B

(Les enfants font toujours des séries de 5 tirages)
B: 4n 1b
5n
3n 2b
4n 1b
5b

Les éléves veulent éliminer les séries de 5 nbetc@mme précédemment. lIs les barrent sur ledable
«ilya3n2bou 2n et 3b».
«On va faire 5 séries de 5 tirages»
lls continuent donc de nouveaux tirages
B 3n 2b
4n 1b
3n 2b
2n 3b
4n 1b

A ce moment un éléve demande de compter le nongbfeisique le tirage donne une "composition possibl
B 4n 1b ------ 5 fois
3n 2b ------ 4 fois
2n 3b ------ 2 fois

-« "5 n"” est faux, on ne le compte pas »
- «méme "5 b” est faux ».
Les enfants continuent les tirages dans B : lgdiiuivant donne

3n2h.
- «donc on compte maintenant
3n2b------ 5 fois.

C) Commentaires

Eliminer les séries de 5 tirages successifs de méwnteur, ce que les éléves appellent des "coniposit
impossibles" et les remplacer par uin autre tirage trés logique dans leur méthode. Cela peut paser
probléme au professeur : a-t-on le droit de procéifesi ? Ce procédé modifie évidemment momentanéias
fréquences cumulées et retarde leur convergence laevaleur théorique, mais il ne la change passtl
nécessaire de faire un véritable calcul de prolé@bipour s'en assurer, mais il n'est pas quedgotontester la
Iégitimité de cette procédure avec les enfants, enéinfeur expérience s'écarte alors de celle,dassique de
Bernouilli.

Une proposition étonnante : un Critére

Un(e) éléveVivien propose alors « Il y a deux ex-aequo : il fautrtia nouveau jusqu'a ce qu'il y ait deux
de différence ».

Les éléves ne comptent plus que les tirages ergquitls ils hésitent : 3n 2b et 4n 1b et ils néglides autres
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On tire, un moment plus tard il y a 27 tirages pibles et parmi eux :
3n2b------ 6 fois
4n 1b ------- 6 fois
lIs décident de continuer
3n 2b----- 2 fois
« Cayest!ilya deux de différence. Dans B,al 3 noirs et 2 blancs »,
lIs ont obtenu cette conclusion en cumulant lexdgunies de 5 tirages : il est sorti 8 fois 3n 26 ®is 4n 1b
« et on sait aussi que dans C, il y a 4 blancsrb»no
Fin de la séance.

d) Commentaires

1. La proposition d’un critére pour arréter la dssion est un pas trés important dans le proceSfagréfigure
toute la démarche du test d’hypothése ou on répeeexpérience un certain nombre de fois jusqu'queela
fréquence de I'événement contraire a I'hypothésé@sagée devienne si faible qu’elle rende improbatde
validité.

2. Il peut paraitre surprenant qu’un éléve la psep&ependant a y réfléchir, c’est presque inéletales éléves
ont hate de sortir de ces dilemmes. Les deux coitius (3,2) et (2,3) sont en compétition et impiiment ce
sera la plus fréquente qui indiquera « la gagnantefaut se donner un critere pour arréter lecomms. Le fait
gu’il y ait une différence de “un” tirage paraih événement trop banal, mais deux devraient canven

La satisfaction du critére et la conviction desyéfau sujet de la composition de deux des sacsitemne bon
espoir pour le troisieme... le lendemain.

La 5"°™ séance : Les fréquences

a) Déroulement

L'utilisation du test

Les enfants cherchent maintenant le contenu dd san comptant les tirages de 5
15 séries de 5 tirages donnent ;
A: 3n 2b ------ 5 fois

2n 3b ------ 7 fois
Certains enfants proposent alors pour A la comjposit2 n 3 b. en accord avec le criterevilgen.
Et sans doute aussi avec l'idée que les sacs smst différents car ils croient peut étre que laumatou
I'enseignant doit ménager des cas différents)
D'autres protestent,
EE "non, car si on regarde les résultats desefrags autres séancen a toujours tiré plus de noirs que de
blancs dans ce sac A"
Un enfant vient argumenter cette opinion en cuntulaplicitement les tirages du jour avec ceux drs$§
précédents.
Finalement la méthode dévien est jugée peu sdre par la classe, qui modérersaction que dans le sac A il
y a 2n et 3b.

b) Commentaire :

Pour le lecteur, voici les distributions obtenueseamoment la (La maitresse ne les avait pas gqiter les
éléves) :

5b iIn 4b 2n 3b 3n 2b 4n 1b 5n
A - 7 5 3
B - 2 8 6
C 2 2 1

Les fréquences

Un(e) éléve profite de I'indécision générale polissgr sa propaosition.

Claude : « 3 éléves tireront chacun 5 fois. On comptesenbien il y a en tout de blancs et de noirs et on

divisera par 3 pour trouver la composition du sac A
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Les enfants adoptent cette proposition nouvelteesit en tout :

10n et5b
10n 10 : 3=3,33
5b 5: 3=1,66

La classe est a la fois satisfaite et un peu peeplé tout hasard un éléve fait remarquer que tanse est "4,99,
ce qui fait presque 5".
La séance s’arréte la

b) Commentaire

Ici encore il s'est produit un événement important.

1. Avant la proposition de Claude, les éléves comipat des effectifs sur des compositions possibles
déterminées : dans A on compte 7 fois (2n 3b) feis5(3n 2b), la cause paraissait entendue.

Mais on néglige alors les 3 séries de (4n 1b)tigeraient la décision vers (3n, 2b) alors quyl @'aucune série
a (1n 4b). Les éléves ne pouvaient quaugmenteetestifs de leurs distributions en s’interrogeant le
moment ou les différences d’effectifs leur paraénaconvaincantes.

2. Les observateurs redoutaient que les élevearsent dans des pondérations (du genre barycenfra)
exemple

les 3 séries (4n 1b) annulent 3 des 7 séries (Ppulbgu'elles se trouvent de part et d'autreégade "distance”
de (3n 2b), il resta alors 5 séries (3n 2b) coftséries (2n 3b) et donc on ne peut pas direegjgad A contient
(2n 3b).

3. La proposition de Claude élimine heureusemetté¢ &volution et donne directement un moyen de eoerp
les résultats des tirages avec les contenus supdasgac par des différences de décimaux.

En effet sur les tirages effectifs, I'utilisatiore e calcul fournit des valeurs non entiéres, mies seront
considérées comme des « modeles » approchés dznaatitin sac. L'écart étant d0 au caprice desshild ne
sortent pas exactement dans I'ordre prévu. En idadermes le nombre moyen de noirs par sériesedt Bne
valeur approchée du contenu du sac. Par ce moyéiédees peuvent rapprocher cette expérience s cgl’ils
avaient commentées plus tot dans I'année a progosesures et des erreurs de mesarés. proximité de
Cette méthode permet de faire que tous les tiragessibuent a déterminer l'image statistique deolaposition
du sac. Pour un statisticien elle permet de migésxmer et de mieux utiliser I'information recueillide 3,33
avec 3 et celle de 1,66 avec 2 explique a la fosatisfaction et la perplexité des autres éléves.

4. Cette nouvelle méthode supposerait que I'onepgus deux résultats différents comme

(3n;2b), (3n;2b), (4n;1b) et (4n;1b), (db), (2n ;3b)

sont équivalents, puisque désormais ils ont le m&semé : (10n; 5b) qui se traduit par deéxjdiences :
(3,33 ; 1,66). Les éleves peuvent voir que cetteur se rapproche plus de (3n,2b) que de (4n ,1b).

Mais il s'agit la d'une inférence statistique dastg car personne ne songerait a dire que la série
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnbbbbbbbbbb donne la méme iafammsur la machine qui I'a produite que les série
nnbnnbnnbnnbnnbnnbnnbnnbnnbnnb ou que

nbnbnnnnbnnnbnbnnbnbnnnnnnnbbb .

Elles donnent pourtant les mémes fréquences cusulée

5. Ainsi l'idée "géniale" de Claude marque un cleangnt trés important de stratégie.

Il peut paraitre surprenant qu’un éléve fasse wreilte suggestion. Aprés I'avoir trouvée merveile, il faut
maintenant trouver le canal par lequel elle a pubder raisonnable. Il est certain qu'une fois foldéeuelle a
semblé claire aux autres éléves. Si cet éléve @t@iabsent quelle chance y avait il qu'un autssdaune
proposition semblable ? Je crois que dans un dijep ou I'opinion de quelque membre de I'une desilfas
peut intervenir, on doit s'attendre a l'intrusioasdpratiques classiques ou des connaissancesetlabuiCette
intrusion n’est pas génante si la situation estlsat on peut en tirer parti dans la mesure oemdants, celui-ci
et les autres, ont compris et utilisé I'informatidinest possible que cet enfant ait bénéficié drlrappui de son
environnement. Mais je crois que cette idée pepaagtre assez sirement sous la double pressigmeater
la conviction en augmentant le nombre de tiragas pardre la représentation des contenus envisagés.
Remarquons que les enfants n'ont pas encore eteldd tenir compte systématiquement de leurs exmés
antérieures, de les cumuler. lls recommencenbtogjune expérience qu'ils modifient. Il n'est gasdent que

1 Voir une étude des problémes de la mesure et gprdaimation a ce niveau scolaire dans BROUSSEAULEG.
BROUSSEAU N. (1992) "Le poids d'un récipient: étuds groblémes de mesurage en CM". in GRAND N N° 50MRE
Université J. Fourier Grenoble.
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I'on peut « ajouter » les effectifs d’une expérieravec ceux d’'une autre, surtout si on ignore pgiris sont
différents !

6. Claude ne s'attendait peut étre pas nécessairénwir le résultat sous forme de nombres décinanais il
est probable qu'il voulait intégrer plus d'inforioas et qu'il a utilisé pour cela le seul algorithu'il connait
celui de la régle de trois.

On peut interpréter le raisonnement intuitif deé&léve ainsi : Si chaque série de 5 tirages repreésxactement
le contenu du sac, trois séries de 5 tirages rept&®ont 3 fois le contenu du méme sac. Pour trdeveontenu
du sac il faudra alors diviser par 3. Ce raisonmgn@mple est établi dans I'hypothése déterminige tirages
exhaustifs qui était celle des enfants.

La proposition est acceptée par les autres, pluséiee a cause de la familiarité du calcul déteiste que par
compréhension effective de sa justification.

Il n'est pas évidemment pas nécessaire d'éluaiderles points obscurs que nous venons de soldeeerles
éleves de ce cet age.

Deuxieme phase : Modélisation et expérience

6°M séance : Des modéles pour savoir si les statistiqu es correspondent au

contenu

a) Déroulement

Bilan et nouveau départ

La maitresse fait rappeler par les enfants la nweéthode proposée par eux au cours de la Seamesé 3
tirages de 5, totaliser puis diviser par 3.

Un(e) enfantAntoine propose alors de fabriquer un sac dont on connaita composition afin de voir s'il est
vrai que les tirages ressemblent au contenu.

b) Commentaire

1. En d'autres termes, cet éléve propose de fadrign modele de ce qu'il étudie, dans lequel ilnzdtra ce
gu'il cherche dans la réalité, pour mieux intetpré&e qu'il observe.

2. Ici, encore, une proposition apparait miracidenent a l'instant propice. Il est vrai que les eipéntateurs
avaient décidé que, des que les éléves considémegnioir trouve le contenu d’un sac, la maitrédaeerait des
doutes et leur proposerait de « remplacer », aegi&senter ce sac et ses jetons malcommodes @&outeille
en plastique et par des billes, afin de rendrexXggriences plus rapides et donc plus nombreuses.

Elle avait donc préparé des bouteilles transpasensdin que les enfants "voient" les billes (imgisiables) - et
les avait munies d'un bouchon transparent qui fasser apparaitre une bille chaque fois qu’oretaurne. Il
suffit alors de composer le contenu de la boutdillea guise, par exemple trois boules noires et eules
blanches. Pour effectuer un tirage on retourneolatdille, on regarde la couleur de la bille quiage dans le
bouchon, on retourne la bouteille on secoue, ocourae etc. Pour représenter le probléme des skcsnalit
aussi préparé des bouteilles opaques.

3. Il est sans grande signification que ce soiléme ou la maitresse qui ait proposé ce genregéience.

La véritable question est la suivante : pourqu@ bhauteille composée avec des billes fonctionnetiEtcomme
un sac avec ses jetons, sous le prétexte que helsras de blancs et de noirs sont les mémes. Dxperience a
l'autre, les tirageslans le méme sawe seressemblentpas, au sens déterministe. De plus, un grand reodr
conceptions populaires du hasard font intervenirsdze genre d’expériences toutes sortes de casfigiges
circonstancielles, personnelles ou méme astronariquAu point quil est difficle d'accepter
« rationnellement » 'idée d'ajouter les résultdésdeux séries, alors qu'il faut refuser de mudippar deux les
résultats d'une série pour en avoir une seconde Iphgue ! . Il serait méme discutable dans cqttejoe de
"compter” les noirs ou les blancs (cf. le commentdi de la 5e séance). Dans la plupart des expésajui ne
soulévent pas cette question, les éléves accepdestmaniére d'ajouter des tirages sans trop héflét parce
gu’on le leur fait faire.

4. Mais la démarche expérimentale audacieuse deéléeé séduit ses camarades, méme ceux qui avalent
« flairé » I'obstacle », et qui auraient refusémever que deux sacs identiques vont donner leses&ésultats.
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Il s'agit sans aucun doute d'une faiblesse detl@gon. Sans cette idée de "modéle" - d'ailleurpdint de vue
logique assez infondée -, il aurait fallu prendnet de suite la voie plus pénible basée sur desipations et des
répétitions d’expériences, un processus que négIkerons un peu plus tard.

La bouteille Z

La maitresse s’engouffre dans la proposition d&v¥e et présente le nouveau matériel pour faisctideges
plus rapidement:

- des bouteilles au lieu des sacs et des billseasl ou jaunes au lieu des jetons blancs ou mdiesleur montre
comment on opere et leur dit qu’il peuvent metebilles comme I'a proposé Antoine.

(Les éléves acceptent I'idée fortement suggérédapanitresse, que « la bouteille ou le sac c’agtip», mais il
y a des bouteilles opaques et d’autres transpaalgehoisissent quand méme les bouteilles tamespes).

Les éléves demandent a la maitresse de mettrealaositeille, 4 billes bleues et une jaune. Elkpgpellera la
bouteille Z. Elle fournit les résultats suivants:

V4 5b
5b
3b 2
Au total : 13b 2j
donc 4,33 0,66

La maitresse propose alors de refaire des tirages an sac pour comparer avec ce résultat.. Lesnenf
décident qu'il faut essayer le sac(arce qu’ils pensent que son contenu est 1n 4b)
Les enfants font les tirages et obtiennent :

C: 11b; 4n qui donne les frégees 3,66 et 1,33

Pas de grandes difficultés pour les éléves quiqueant les décimaux depuis un an, pour voir quedkesx
résultats s’écartent également de (4 ; 1). Pasmhé&ment non plus, puisque ils étaient « slrs deraposition
du sac C, et qu'ils ont admis que la bouteille ddvian représenter le sac C.

Commentaire

Par conséquent, on pourrait imaginer qu’ils s'améta, estimant qu'ils viennent de vérifier qadduteille et le
sac se comportent a peu pres de la méme maniémeéttede est suffisamment confirmée avec le conten
et qu’ils entreprennent alors les sacs A et B.

Relance : augmenter le nombre de tirages et diviser

Pourquoi faites-vous toujours 3 séries de 5 tirdges
« Les enfants proposent de faire 5 séries de geiravec la bouteille.Z
- M. : faudra-t-il diviser par trois ?
- EE : non par 5 (les nombres ne sont pas tout @rfagice a distinguer leur fonction.

Suite du commentaire précédent :

Pourquoi les éléves veulent-ils continuer des éisaavec la bouteille Z ?

1. Le processus qui s’amorce ici implicitementlestuivant. S’il est vrai que les tirages indiquientontenu des
sacs (hypothése qui avait été choisie contre I'thgse des compensations) c'est-a-dire, si I'on p#liger les
statistiques pour deviner le contenu des sacss,ghoisque le contenu des sacs ne change pasjues tirages
(de 5) devraient ressembler au contenu (suppos)sales et aux tirages passés. La perspective deipré
quelgue chose qui peut se produire ou non, etdisiplde voir se réaliser un phénoméne inconnutexes
enfants et les incite a continuer I'expérience.léSel va progresser maintenant explicitement sumtaéle
(implicite) du test d’hypothése.

2. La perspective d’obtenir une réponse aux questsnulevées a propos du passé de la machine ael tpes
de nouvelles séries de tirages va étre exploitsg&satiguement par les organisateurs pendant ledeuxieme
phase du processus, & chaque moment ou ils sergaretes éléves avaient tendance a se lasser.

Le comportement du modele Z

Les résultats sont les suivants:
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Z: 3b; 2j
5b;
4b ; 1j
4b ; 1j
3b; 2
Au total 19 b: 6j; quidonnent les fréquesice 3,8 et 1,2

Les enfants tirent encore 2 fois dans Z pmunuler avec les trois premiers tirages faits précédemiuhems Z .
lIs trouvent encore 19 bleus 6 jaunes
et en divisant par 6, 3,8etl,2
Surprise ! les éléves ne savent pas trop que pdesegtte égalité intempestive, eux qui commentaigrenser
gue les statistiques variaient a chaque fois peuagprocher d’un contenu de la bouteille.
lls décident néanmoins qu’il faut continuer a fales tirages, peut étre pour voir ce que devienesntombres
encore un peu mystérieux, calculés par division.
Le séance s’arréte juste a ce moment

b) Commentaire.

La maitresse a profité d’une opportunité pour fanesorte que les éléves cumulent les résultafudgeurs
expériences successives. Et il semble qu'il n'ypai eu a ce sujet de discussions. Il y a la uanesiage d'un
obstacle assez souvent ignoré mais important et'auieur de ces lignes avait reproché a d’'autrggeences.
Mais ce cumul occasionnel sera-t-il réitéré saffecdité ?

7'°M® séance : Variations sur la longueur des séries

a) Déroulement

Reprise
Les enfants rappellent ce qu'ils ont fait a la séaprécédente : des séries de 5 tirages, d'abeédi&s de 5
tirages, puis 5 séries de 5 tirages sur lesquiidlesit calculé des fréquences.
Sur la proposition des enfants, I'enseignanterédire I'expérience avec une nouvelle bouteitbatenant 4
billes blanches et 1 noire. Cette composition &epnte encore le sac C, tout comme la bouteillBezile la
couleur des billes a été changées. lls proposeétiés de 5 tirages.
Résultatgles tirages dans cette nouvelle bouteille (apgdibZ):
Z, bbbbn

bbbnn

etc.

bbbnb

Au total 7n 18b : effectif, 7n fréquenc 7:5=14
effectif, 18b fréquence 18:5=3,6

b) Commentaires

Les enfants refont pour la troisieme fois lesé&ignces qui concernent le sac C, celui pour lejaete
sentaient le plus sr. C’est peut-étre pour seccterfun cas moins incertain et moins exigeantAje¢ B, mais
probablement pour vérifier la méthode qu'ils hdeat. Donc ils se disent convaincus, mais ils ddut€’est
pourquoi ils veulent bien a ce moment la contiruéaire des tirages. (Remarque : Ayant compté paue6 n,
des enfants trouvent tout de méme 1,4 ce qui prquiils opérent par soustraction).

Nouveaux tirages avec la bouteille Z

Résultats :
Z, bbbnb
bbnnn
bbbbb
bbbbb
bbnbn
Les éleves commentent le tirage 5 b:
"ils sont faux” (les cing tirages), mais ils ne teirent pas des comptes et ne proposent pas defédre.
Un autre enfant explique pourquoi le total faitjtaus 5 :
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19+6=25

25:5=5
Un enfant propose d'ajouter les résultats. Uneudsion s'engage au cours de laquelle les autresitenifi
expliquent qu'il faudra diviser par 10.

Résultats :
n:13 13:10=1,3
b:37 37:10=3,7
37b;13n

Commentaire

Les éléves auraient pu vouloir comparer ce qublsvaient en comptant ce qu'ils appellent les tésufaux
avec ce qu'ils trouvent en les éliminant. lls oatlpas fait et I'enseignante ne I'a pas proposéi €té un fort
distracteur sans grand intérét a ce moment la lpswgnfants.

Changement de nombre de séries

Certains enfants proposent alors de faire 6 sdaéstirages
Tirages.
Z, bnbnb
bbbbn
bbbbb
bbnbb
nbbbb
bbbbn
Résultats: 24 b,6n
n: o6 6:6=1
b:24 24:6=4
Commentaire des éléves qui ne s'attendaient pamlder sur un nombre exact
E2 : « C'est un coup de “pot” » (un coup de chgnc
La maitresse suggeére en réponse d'opérer sur Exig8 de 5 tirages (80) effectués ce jour :
19net6lb noirs:19:16=1,18 nbk: 61:16 =3,81

b) Commentaire :

Les éléves obtiennent une confirmation de la méthoglicite qu'ils avaient utilisée : les nombresyans de
tirages blancs par 5 tirages semblent s'approah@&odtenu supposé du sac. Mais certains élévegsonpnt
cet événement d’'étre contingent (de n'étre qu'wsardd. lls émettent le soupcon que si on contiesditages,
les quotients vont — probablement - s’écarter désws « modéles », ce qui pourrait en effet sdyire.

Report de la méthode

La maitresse propose aux enfants d'utiliser aessésultats obtenus au cours des séances pré&ezdent
Mais ils veulent tester maintenant la méthode swak A puis sur le sac B.

A: b----- 19 19:6=3,16
n----- 11 11:6=1,83
B: b----- 11 11:6=1,83
n----- 19 19:6=3,16

Désarroi : les deux valeurs sont les mémes aldils guaient I'impression que les deux sacs étaifferents
Les éléves cumulent les résultats d’'une méme jeyméais la proposition de la maitresse de cumeter |
renseignements du jour avec ceux de la veille szats effets.

La séance s'arréte la.

8'°M séance : Tous les modéles possibles...

a) Déroulement Changement de matériel, report des modeles et reprise de méthode
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La facilité de manipulation des bouteilles condiest enfants et I'enseignante a vouloir représéssesacs par
des bouteilles. Elles doivent évidemment étre opagBour plus de commaodité, les enfants demandant a
maitresse de faire " en cachette" des bouteillea&me composition que les sacs A, B, C qu'ils aésigde
méme : "bouteille A, bouteille B, bouteille C".
Les enfants étaient sirs de la composition desBat<C depuis la%i®séance. Ils s'intéressent donc de nouveau
a la composition du sac A, devenu "bouteille A".
lIs hésitent (voir 5éme séance) entre les compositi

3b2n et 2b3n.
Une fillette propose de refaire des séries dedgéis et de compter combien de fois sortent les ositigns
précédentes :

Commentaire

Cette proposition semble raméner la classe a lhodétet au projet et a la méthode initiale de Gla@ks
retours sont fréquentes dans une classe lorsqumeadon la nouvelle méthode n'a pas été "instituialisée"”.
Mais ce qui est important c'est que les enfantsgrammaintenant pouvoir obtenir des informationgmades
séries de tirages.

lIs n‘avaient pas pu conclure avec 15 tiragesldmandent a en faire 150.
Résultat
La premiére composition I'emporte nettement.
Les enfants concluent : "il y a 2 blancs, 3 ndass le sac A comme dans le sac B".

c) Commentaires

Cette séance appelle plusieurs observations.

1. Elle parait entériner sans discussion le fai tgs bouteilles se comportent comme les sacs deemé
composition ! Il y a sans aucun doute ici I'effet h composante didactique de la situation. Legeéléont
tellement contents d’avoir « inventé » ce que teEfgsseur avait préparé de son coté, qu'ils sontaianus de la
[égitimité de cette « modélisation » des sacs padduteilles

2. Elle peut sembler marquer une régression paiorap la séance précédente :

Les éléves abandonnent le cumul de plusieurs s#rles divisions par le nombre de tirages

lls recommencent a éliminer les séries correspdrialdes compositions écartées.

Dans un processus de ce genre il est normal quevéaxées les plus hardies, méme momentanémeptéese
par les éléves, soient abandonnées, momentanémdrétpe aussi lorsqu’il s'agit de faire des chapgstout le
monde comprenne... Il était nécessaire sans dowengoment la, de revenir aux pratiques bien appesipar
la majorité des éleves.

3. Cependant, c'est seulement a partir de cetteeségue les enfants manifestent et acceptent l'ipéé est
nécessaire de procéder a un grand nombre de tieag@s de conclure. Il est vraisemblable que ddtie est
étayée, bien a tort mais qu’'importe, par I'imageng précision de plus en plus grande dans le cdicquotient
qui indique le contenu de la bouteille. Cette idéda statistique « nombre de tirages d’une coudétsé par le
nombre de séries de 5 tirages », comme mesured@ale la composition du sac, n'est pas faussejyoeiile
rapport tend bien en probabilité vers cette valblais elle n’est siirement pas comprise ainsi.

4. Elle marque aussi I'aboutissement d’un processdi&lactique et peut étre le maximum de ce queilitp
produire. Quoi qu'il en soit une premiére expérgeatachéve a ce moment la.

Conclusions sur les deux premiéres phases

1. Le caractere « naturel » de la dialectique qui s'esgagée entre le passé, la constitution et lerfdiune
simple machine de hasard a permis au professedaidser cette premiére phase aller au gré des éléve
D’aucuns trouveront cette phase a-didactique, asseforme aux théses constructivistes.

2. Qu’est-ce qui a été appris ? Que reste-t-il & egiser ? pourquoi ne pas en rester la ?

a) Les connaissances développées dans cette prenifese psont celles généralement requises
(implicitement) pour les étudiants qui commencest&tudes de probabilité :
- la correspondance « fréquence — structure de latmmac- probabilité » est prise comme évidente,
- lidée que la répétition d’épreuves donne natumekat des statistiques qui indiquent la validitélau
fausseté des hypotheses.
- le vocabulaire
b) Mais dans cette méthode, c’est le test d’hypotlygseest le moteur du processus et non pas la
curiosité pour le hasard ou pour les résultats dsudpreuve. L’examen de ce qu'il convient de
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regarder dans les statistiques est soumis a desothgpes et mis a I'épreuve dans des
anticipations. Les probabilités vont étre un mogerrésoudre ces questions et non un but premier.
Le «sens » du hasard ou une pensée pré-probabitist sont donc nullement pré-requis et la
démarche est assez expérimentale et « naturelteirgire proposée a des éléves de 10 ans.

c) llreste alors a établir la conviction que les &fride fréquences convergent vers des valeursdimite
déterminées par la structure de la machine de hisat donc qu'il suffit de disposer de séries
assez longuepour « connaitre cette structure. La familiariteeg des longues séries impose des
procédés de plus en plus puissants pour les preduites sacs aux bouteilles, des bouteilles a
l'ordinateur, puis aux graphiques, la deuxieme phasst une course a I'économie dans la
production et la présentation des séries statigt&gu

d) Mais cette convergence est seulement une convergenprobabilité. Quand est-ce qu'une série
est assez longue ? Si on fixe un intervalle dei@ocd on peut chercher a partir de quelle longueur
des séries cet intervalle contient 95% des frégegence ces séries. Cette partie de
I'expérimentation était terriblement ambitieusepétilleuse .

e) La derniére phase est consacrée a l'introductiorcalcul des probabilités, (espace d’événements,
sommes et produits). L'explication des relationsngupeut observer entre la composition d’'une
machine de hasard et les statistiques qu’elle piad permet de donner un premier sens précis a
la notion de probabilités : c'est ce que les fréoees ramenées a l'attente des résultats d’'un
expérience unique permettent d’'espérer. Pourquoiréguence tend-elle vers cette valeur la
calculée que I'on calcule ainsi ?

Ce processus permet a I'éléve de percevoir de fagmore informelle, que la légitimité du rapport

entre la probabilité d'un événement et la fréquedeeson apparition dans des épreuves répétées

indépendantes est la loi des grands nombres.

Les éléves répondent aux situations qui leur saopgsées par des remarques, des questions, des

suggestions des décisions et des réponses quigdemtide leurs connaissances et de leurs décosverte

Ces connaissances, surtout celles qui apparaisaentontact de la situation, sont fugitives, fragjlet

étroitement dépendantes de la situation ou elled apparues, méme si elles paraissent familiéresir P

devenir des connaissances utilisables par les éléuemobilisable par le professeur, elles doiverirsdes

étapes et des transformations dont certaines seulesont caractérisées par une fixation dans la oifem

des éléves. Ce sont celles qui sont le plus renéagjdes professeurs et des évaluateurs. Mais [zaglu

des autres consistent :

- atransformer ces connaissances,

- ales rendre formulables plus aisément,

- ales utiliser personnellement dans différentspmasr produire des effets connus ou nouveaux,

- ales manifester en sachant que I'autre aussi satamprendre et les accepter,

- a pouvoir en parler en les mettant en relation &r@ment ou implicitement avec d'autres
connaissances

- etc.

Ces transformations des connaissances en savaimdturels » ne peuvent pas se produire spontanémen

Elles ne peuvent s'effectuer que dans des situmtididactiques au sens strict. Csguations

d’institutionnalisation n’ont été identifiées que quelques années apedérience que nous rapportdhs

ici. La démonstration de leur nécessité et de losghilité d'obtenir leur résultat dans des sitwats a-

didactiques a montré les limites du constructivignéimpossibilité du constructivisme radical.

Pour suivre le cours des propositions des élévgmet éviter d'alourdir le processus, peut-étre siysar

un reste d'idéologie « non directive », les expéntateurs ont négligé de ménager des phases

d’institutionnalisation, sauf dans les séancesainhitresse a demandé aux éléves de décrire, dterégt

de résumer ce qu'ils avaient fait et ce qu’ils \@eht faire. En particulier, I'explicitation et l&ixation du

vocabulaire n’est pas satisfaisante, ni I'identfiion des connaissances acquises et leur utilisadans des

exercices.

Ce défaut n’est pas trop marqué dans la premiéasphmais il va devenir trés vite évident dansiggantes.

Troisieme phase : représentation graphique de longu es séries

Une autre phase commence qui va consister a intredun certain nombre de concepts et de méthodes,
traditionnellement reconnus comme la marque d'urmréogcupation probabiliste : fréquence, tableaux,

12 |nstitutionnalisation : auteur date
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graphiques etc. Elle va réclamer aux éléves de dgacalculs et au professeur une grande rigueur pour
échapper a la tentation de céder aux demandes diste qui veulent ouvrir sacs et bouteilles, etsai
d’interrompre le processus.

On peut penser que cette phase plus directemenictitide est prématurée, qu’elle rompt un processus
« naturel » et qu’elle est le signe d’une impatemwpportune.. Peut-étre cette impatience étdit-gdictée par

le désir de justifier le temps passé sur cette iepée en exhibant des signes « repérables » dagjgsage.
Mais les expérimentateurs avaient I'espoir quedague phase a-didactique permettrait de bien aezept
comprendre les connaissances classiques.

9'*M séance : I'exploration systématique

a) Déroulement

Récupération didactique

Au début, la maitresse rappelle aux enfants quitproposé 2 méthodes
- la premiere (compter les séries « utiles » deaf§es) les a conduits a conclure;
- la deuxieme (cumul et divisions, a été a peirsuéhée (6éme et 7éme séances).

Elle propose de reprendre cette deuxieme méthadgufa des conclusions que I'on comparera aux geates).

Plan de travail
1 - Faire un grand nombre de tirages
2 - Diviser le nombre des blancs et le nont&® noirs par le nombre de tirages*.
La maitresse introduit la notion de curdelmaniére systématique.

Organisation de la classe

3 groupes de travail I, II, 111.
- Le groupe | fait des tirages avec la boutellle
- le groupe Il fait des tirages avec la boutetlle
- le groupe Il fait des tirages avec la bouged

Les résultats sont disposés dans des tableaux efféatue des séries de tirages (10 tirages, Sesad5
tirages...). Pour chaque tirage, sont notés :

- le nombre de blancs

- Une ligne indique le cumul du hombre des coupsardd » obtenus

- le nombre de noirs.

- le cumul du nombre des coups « noirs » obtenus

- Une ligne indique le cumul du nombre des coups.tiré

- Les 2 dernieres lignes indiquent les fréquenceagdport des nombres cumulés de blancs ou de noirs a

nombre cumulé de coups tirés.
Exemple f°série : 10 tirages :
blancs : 5 ; noirs 5

Nombre total de tirages : 10,

fréquence des blancs 5:10=0,5

fréquence des noirs 5:10=0,5

2°M série : 5 tirages

blancs : 2 ; noirs : 3

nombre cumulé de blancs : 542 =7
nombre cumulé de noirs : 5+3 =8
nombre total de tirages : 15
Fréquence (cumulée) des blancs : 7:15=0,45
Fréquence (cumulée) des noirs 8:15=0,53

Chaque groupe va ainsi faire un grand tableaucofdection duquel chaque éléve participera. Leetablest
composé de rubans que I'on assemble ensuite esatabL'un des éléves effectue les tirages, un datre
enregistrements et les calculs de cumul, un aatréfification du nombre total de tirages, un aemén les

calculs de la fréquence. lls changent de role géqiement
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b) Résultats
exemple de tableau réalisé par un groupe

©

série 1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12

Blancs | 5 7 4 3 4 3 3 3 6 5 5

N

Cumul | 5 7 14 18 21 25 28 31 34 40 45 50

Noirs |5 8 6 7 5 7 I I 4 5 5

w

Cumul | 5 8 16 22 29 34 41 48 55 59 64 69

Nbr.tir | 10 15 30 40 50 59 69 79 89 99 109 118

Calcul |5:10 7:15 14:30 18:40 21:50[ 25:59 28:69  31:79 834:] 40:99 | 45:109| 50:114

Frég.B | 0,5 0,45| 049| 045 042 04 0,40 0,39 04844*|0,41 | 0,46*

P
Calcul |5:10 |8:15 | 16:30| 22:40] 29:50 34:59 41:¢9 7B:55:89 | 59:99| 64:109 69:11p
Frég.N| 0,50 | 0,53 | 053] 055 058 0,5 057 0,60 10,60,50*| 0,58 | 0,57

Les nombres accompagnés d’'une étoile sont lestaésule calculs erronés des éléves. Ce résultatrenguiils
n'ont pas procédé par soustraction pour trouvéétpuence des noirs et qu'ils n‘ont pas fait lareendes deux
fréquences pour retrouver 0,99.

Série 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2b

Blancs | 5 3 6 4 3 4 3 5 3 5 4 11 36

Cumul | 55 58 64 68 71 75 78 83 86 91 95 106 142

Noirs |5 7 4 6 7 6 7 5 7 5 1 4 64

Cumul | 74 81 85 91 98 104 113 116 123 128 129 1337 19

Nbr.tir |129 | 139 | 149 | 159| 169 1v9 189 199 209 219 2p®39 | 339

Fréqg.

Calcul

Fréq.B | 0,42 | 0,41y0,429| 0,427 0,420/ 0,418/ 0,412/ 0,417/0,411]0,415|0,414/0,443| 0,418

Calcul

Fréq.N | 0,57

c) Commentaires

1. L'enseignante propose froidement de diviser I'éiffdles blancs ou des noirs par le nombre de tgaders
gue les enfants divisaient jusque la ces effepifisle nombre de séries de 5 tirages. Cette camsajh
disparaitre le moyen assez simple de comparersldtaé des statistiques avec les contenu possitdes
bouteilles.

Il s'agit encore ici d'une de ces généralisati@osifhoises" que la pratique et la culture impoaert débutants.

Calculer la fréquence par rapport a 1 ou par rappon nombre fixe (en pourcentage) permet de coenpuies

fréquences entre des expériences ou entre desnmeadaihe hasard différentes ou méme dont la composst

ignorée. Ici cet usage ne s'imposait pas. Les &nfamt avoir a faire la "découverte" du fait gas fréquences
peuvent étre liées aux compositions du sac etiaentfamilierement cette correspondance : 0,20 fdololancs,

0,4 pour 2 blancs etc. Cette difficulté aura quetjoonséquences favorables mais cela va prendecertain

temps qui aurait pu étre mieux employé.

2. La consigne maintient des séries de 5 tirages, lesisalculs demandés n'utilisent plus cette pegprie
représentation du contenu. On pouvait avoir I'espae les enfants mettraient « officieusement regard,
d'une part les calculs des fréquences demandéd'smsgignante, et d'autre part les calculs derfedele de
la composition des bouteilles (en divisant les affe obtenus par les nombres de groupes de 5)dafin

comprendre la signification de la fréquence et sapport avec le contenue des bouteilles. Mais cette

possibilité n'a pas utilisée par les éléves, nlatge par la maitresse.
Au résultat, cette décision se révele tres mauwaisesens de la fréquence sera d’autant plua domprendre.
En fait si la consigne des multiples de cing tisagentinue a étre appliquée dans le groupe A dprdg"™
série, c'est seulement par fidélité a la régle,uwra erreur se glisse dans le nombre de tiragegistmés. Cette
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erreur ralentit évidemment les divisions au poioke des éléves ne parviendront pas a les finir toate
montreront une lassitude légitime.

Le respect de la consigne est tel qu'il ne penpastou n'osent pas faire une série de 11 tiragesnetrouver
des effectifs faciles a calculer. Il est clair deg raisons intellectuelles de I'organisation déraeail ne peuvent
que finir par échapper aux éléves, a supposer guiains les aient comprises au début.

3. Toutefois, le but initial reste toujours claiétre sir de la composition des sacs (que la raaéreefuse
d’ouvrir). Les enfants espérent que le prolongenaest tirages et que les calculs de quotients -érigsix et
inexplicables pour la plupart des éléves -, moatgrrelque chose qui emportera la conviction.

10"®™ séance : Re - tirages

Les enfants ont repris les tirages commencés ars cmila 9éme séance et poursuivent suivant le npiame
sans discuter. La séance est relativement courte.

11*™ séance : Re-re- tirages
a) Déroulement

Poursuite des tirages et des calculs

Le groupe | (bouteille A) a fait 249 tirages
Le groupe Il (bouteille B) a fait 249 tirages
Le groupe Il (bouteille C) a fait 229 tirages.

Alafin de la 11éme séance, la lassitude des enéavient évidente. lls répugnent de plus en alfasre tous
ces calculs : additions et divisions, d'autantgjnont pas eu le temps de réfléchir a ce quilsnt faire des
résultats obtenus ! lls regrettent la phase dwiije ou chaque jour amenait questions et nouvgauté

lls somment la maitresse d’ouvrir les sacs, ilsguéent qu’ils sont sr de leur contenu.

Contre argument de la maitresse : « Si vous étedesia composition des sacs (ou des bouteillestiinutile
d’ouvrir les sacs » . La situation devient tendies éléves considérent qu'il y a une sorte de repte contrat
de la part de I'enseignante

Une proposition nouvelle
C'est alors qu'une fillette, Pauline, a la fin deséance, fait la proposition suivante aussitdptiopar toute la
classe :
-« On n'a qu'a inventer des bouteilles dans lesegielh mettra les billes nous-mémes. Des bouteiles
plastique transparentes.

= Le sac C sera représenté par la bouteille X -->4b ; 1n
= Le sac B sera représenté par la bouteille Y ->3b; 2n
= On utilisera la bouteille Z recomposée Z > - 1b;4n

On ajoutera tous les blancs et tous les noirs eivisera par le nombre de tirages (pour chaquéciiz) »

Les autres enfants sont d’accord (sans doute potir de cette phase fastidieuse et dont ils igniolesbut).

La fillette compose les 2 bouteilles d'aprés lesiltéts trouvés au cours des 4éme et 8éme séarmpa'd g'agit
de controler.

Elle ne pense pas a la 4éme composition nonlgipassible qui est 2 b, 3 n.

(La maitresse lui fait écrire au tableau I'essémt@ ce qu'elle vient de dire, pour pouvoir endde point de
départ de la séance suivante).

= C X -->4b ; 1n
= B Y -->3b; 2n
= 7 Z -->1b; 4n

b) Commentaire

La proposition de la fillette détend la situationimil est clair pour les éléves et pour le maitre
1. que la poursuite des tirages n'apporte pas ledatiwmés attendues et que dans ces conditions @aihplus
trés bien pourquoi on effectue tous ces tiragesyrtbut pourquoi il faudrait en faire de nouvedly.a un
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décalage entre la conviction, assez forte, de dtenke contenu des sacs et I'impossibilité de peoua
validité de cette conviction.

2. A ce moment la maitresse doit expliciter les termasraisonnement qui soutient les enfants dans leur

stratégie de continuer des tirages et elle doiir temme son projet de ne pas ouvrir les bouteilles
raisonnement est celui ci : Si vous étes vraimergyadés d’avoir raison
a) il n'est pas besoin d’ouvrir ces bouteilles.

b) Mais vous pouvez prouver que vous avez raison amtrant que vous pouvez prévoir certains certaines

choses de ce qui va se passer dans les prochaigssti Par exemple, sur 100 tirages, il y auragéus
tirages blancs que de noirs dans cette bouteille.
Si les statistiques vous disent comment la boeteifit faite, alors savoir comment la bouteillefaie vous
permet de prévoir ce que seront les prochainestsiaes !

12"*™e séance : Re-re-re tirages,
a) Déroulement

Nouveau projet

On reprend, au cours de cette séance, la propositite et écrite a la fin de la 11éme séance.
Un enfant écrit sur le tableau noir pour résume

Xennnnnn- >4b 1n
Y---meee >3b 2n
Z-meeee- >1b 4n

Plusieurs enfants pensent alors qu'il faudrait d@ene bouteille car ils s'apercoivent qu'il mangue
composition possible:  2b 3n

Cette nouvelle proposition est adoptée et une bleuést aussitdt ajoutée.

Certains enfants pensent également aux compos#ioret 5b mais les rejettent immédiatement "puilsgat
sorti des blancs et des noirs de tous les sacs".

lls ne disent pas « parce qu'on est sur de ce quéomra sortir » peut étre parce que c’est évident.

b) Organisation de la classe :

On a donc maintenant 4 groupes (I, II, 11, IV) dont eux-mémes la composition de leur bouteille :
groupe | -—----- >4b,&n
groupe Il -—----- >1b,4n
groupe Il ------- >3b,2n
groupe IV -—----- >2hb,3n

Les tirages recommencent. Les enfants entrepreteneééalisation de 4 nouveaux tableaux (1 par ggpour
une série de 180 tirages.
En experts maintenant, les enfants ont choisi éiéessde 10 pour faciliter les divisions.

13"°™° et 14"°™M° séances :
Pendant 2 séances, les enfants tirent, inscrieeins késultats sur les tableaux , calculent legarp indiqués...
Chaque groupe fait 180 tirages.

15°M™séance : Les graphiques
Au cours de cette « lecon », la maitresse faiefgiour chaque groupe un graphique représentarirdges
(courbes).

Horizontalement, on indique le nombre de tirages 10)

Verticalement, on indique les valeurs des raggpdhaque point indique un rapport
marqué dans le tableau

Voici le graphique correspondant aux tirages pri&sedans le tableau précédent :
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Exemple: au 70éme tirage, le rapport est 0,56 poubliscs
0,40 pour les noirs ( ?)

(Au cours de cette longue séance, les enfantss apréir gradué les 2 axes, ont tracé successivedemnt
paralleles a l'aide de la régle et de I'équerrssagiite (qu'ils venaient d'utiliser en géométria) ita ne
disposaient pas de papier quadrillé asse grand !)

16°™ séance : L’ordinateur

a) Déroulement

Un terminal d'ordinatedt est mis & la disposition des enfants ,
Au cours de cette séance, ils vont 1 'observeteammontre la maniéere de l'utiliser : chaque greutout a
tour, vient appeler le programme . La machine imprd'abord le message suivant :
"Nous allons faire des tirages avec remise dargaarcontenant des billes blanches et noires, tilréauaplir le
sac avant de jouer, Combien met-on de billes biesméti
L'éléve répond par exemple : 3, et le dialogueinast
"et combien de billes noires ?"
Combien de tirages doit-on effectuer ?
Puis la réponse vient immédiatement :
« Dans l'ordre, on a obtenu les couleurs : n, b, n, b, b, n, n, b, n, b, b, b, b, n, b, nn et il conclut :
Les 20 billes tirées ont été : 9 billes blanchdsbilles noires", »
On explique aux enfants que la machine effectieeraBme des opérations similaires au remplissagsatmsset
aux tirages auxquels ils étaient habitués,
Les enfants admettent que ces expériences sontafenties parce que nous le leur affirmons, et pqueeles
tirages fournis, par la machine sont présentés ao®ux auxquels ils étaient habitués.

Exemple:

-------- COMBIEN DE TIRAGES DOIT-ON EFFECTUER ?
?100

DANS L'ORDRE ON A OBTENU LES COULEURS
NNBBBBNNBBNNNBBBBNBB
NBBBNBBBNBBBBNNNNBNB
BBBBBBBNBNNBNBBNNBBB
BBBBBBNNBNBNNBNNBNNB

*rxeex CES 100 BILLES TIREES ONT ETE :

#rxxx 60 BILLES BLANCHES ET 40 BILLES NOIRES

13 Nous utilisions a cette époque un terminal OlivE& 300 relié & un IBM 360/30 de I'Université.
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POUR TIRER ENCORE DANS CE SAC ECRIVEZ 1
POUR CHANGER SON CONTENU ECRIVEZ 2
POUR CESSER LE JEU ECRIVEZ 3

Les enfants demandent 10 tirages, puis 20, puis 50... jusqu'a 180 tirages (comme ils I'avaient fait "a la
main™).

Pour leur permettre de calculer les fréquences teaurés rapidement et de tracer une nouvellebegourous
mettons a leur disposition une « calculette »

Les éléves obtiennent alors un nouveau graphique

{unom

Commentaires sur la 3°™ Phase

1. Pourquoi ne pas montrer le contenu des bouteiff@sjwes quand les enfants le demandent en disaliis "qu
sont sdrs" du contenu ? La vérification expérimientdune hypothése est une habitude légitime et bie
ancrée dans la pensée des éléves. Cette atttudsdmble frustrante et offensante, contrairecamttat
didactique" habituel.

L'enseignante ne fait qu'appliquer les consignesapérimentateurs.

Cette décision est fondée, théoriquement, en ce ge'habituellement on n'a pas la possibilité desser" les

machines de hasard qui fournissent les valeursiliea dans les statistiques. Les seules validatiégitimes

dans ce domaine sont qualité de la prévision edasistance (la non contradiction) de la théoriduetalcul des
probabilités. Le mieux que I'on puisse faire destlire ce qu'on peut et ce qu'on ne peut pasipyée vérifier
gue les prévisions sont "assez bonnes" et de mmogtre les calculs sont compatibles avec des hypeshé

"raisonnables" comme celle ci "aucune bille n‘aadeon de se montrer plus souvent qu'une autre".

Que se serait il passé si I'enseignante avait peami éléves de constater que les bouteilles semtconformes

a ce qu'ils pensent ?

Les éleves auraient seulement "appris" une nouvedenique : I'on peut "deviner sGrement" la contpms

inconnue d'une bouteille effectuant ou en simutEnhombreux tirages.

Mais ils n'auraient eu aucune idée de ce qui estiipue du calcul des probabilités et qui faibj&t des deux

prochaines phases : un doute subsistera toujduesjtiseulement comparer le prix de l'erreur quisgue de

commettre avec le prix de 'obtention de nouvehésrmations qui diminuent les doutes et les risgderreur.

Sans ce refus, I'observation du comportement @égsiénces dans les longues suites de tirages h'étdraju'un

exercice sans enjeu, sauf si I'enseignant annoneeespece de convergence vers certaines valeurs.céla

valeurs ne sont pas "empiriques", elles ne peudtatfournies que par un raisonnement sur la streicle la
machine : 0,20 parce qu'il y a une boule blanchguetre noire (et non pas 0,20 parce que c'estvaleair
simple proche de la valeur effective 0,21 observée!

2. Le contrat didactique habituel fait que les consaiges enseignées par le professeur apparaissenmteco
des savoirs certains, garantis. Eventuellemeniprédesseur simule une démonstration ou une preuve
expérimentale mais le doute est un mythe scol@ans le cas précis de I'enseignement de la pensée
probabiliste et statistique, ce contrat ne convieas puisqu'il ne peut pas déléguer aux étudiants |
responsabilité de la réduction du doute subsistant.

3. La "représentation” successive des sacs pacdtenposition supposée®(@éance), puis par la distribution des

effectifs sur les séries de 5 tirages, puis parbesteilles (6), puis par les longues suites de fréquences

"normées" (9, par les graphes de ces suiteS)1jauis par des suites de lettres fournies parrdimateur (16),

etc. permet d'enrichir la connaissance des éléuedas machine étudiée, mais elle pose un probléeme d

"crédibilité" déja signalé: pourquoi ces représtoites préserveraient elles ce que nous voulonsiestdLes
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enfants ne savent pas si les tirages ne dépendsrtepla personne qui tient la bouteille, et ilsvelat pourtant
admettre qu'ils ne dépendent pas non plus de toategansformations bien plus grandes...

Quatrieme phase : La convergence et la décision sta  tistique

17°™ séance : L'examen des courbes

Déroulement

Les enfants rappellent ce qui avait été proposéfin Ide la lecon précédente : refaire les cousbesiu_papier
quadrillé
- La courbe représentant les tirages faits avec
les bouteilles,
- la courbe représentant les tirages donnés par
l'ordinateur.
1) Par groupe, les enfants retracent les courbes.
2) Examen de ces courbes
Les courbes terminées, les enfants observent et font des remarques.
- "au début, elles sont trés écartées, et puis stieapprochent de plus en plus".
- "Peut-étre que si on continuait des tirages, eselse rapprocheraient encore, peut-étre qu'elles se
rencontreraient".
- "Elles s'écarteraient peut-étre comme au début.
- "S'il y en avait d'autres, est-ce qu'elles ferqmareil ?"
(A la fin de la séance, la maitresse reporte suné@me papier quadrillé les courbes de tous lespg®u

18°M™*séance : La comparaison des courbes

L’observation des courbes
Les papiers quadrillés sur lesquels sont tracésdesbes sont affichés au tableau.
Les enfants rappellent ce qu'ils ont découvertlfier
lls observent tous maintenant les 4 courbes casrelgmt aux 4 compositions des bouteilles

1b 4n 2b 3n 3b 2n 4b1ln
lIs remarquent que, lorsqu'il n'y a qu'une billarghe, la courbe est « en bas », qu'elle est urplpsuhaute
lorsqu'il y a 2 blancs, un peu plus avec 3 blancgielle est en haut de la feuille quadrillée guéy a 4 blancs.
Plusieurs d'entre eux remarquent qu'au 180emeetiegcourbes restent autour des valeurs 0,20, 0,80 et
0,80.

lls demandent alors que I'on fasse de grands §ragé00, 4000, 5000,"pour voir ce que font lesribes a ce
moment-la". lls acceptent sans peine que I'ordimate donne que les nombres des tirages blanes ablrs
L'ordinateur donne instantanément les résultatsticlges demandés par les enfants qui tracersntdarbes
correspondantes.

Une relation entre les valeurs :

La maitresse fait une suite de tirages a l'ordingteur un contenu de sac de 5 billes. Elle masyude tableau
les fréquences cumulées touts les 10 tirages ejusei'a 180 (I'ordinateur donne ces fréquences).
Les enfants doivent deviner dans quel sac ellé &eftirage : Tous les éléves volontaires pousda réussissent
Un enfant explique comment il a trouvé :
- E1: «siles fréquences sont autour de 0,20aillyblanc

- si elles sont dans les 0,49,d12 blancs
- si elles sont dans les 0,60,d13 blancs
- si elles sont dans les 0,80,adl4 blancs »
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Un autre propose le tableau suivant qui exprime de® procédés habituels dans la classe, quedadnee des

b 0,20
@
7 2h 0407 g
x4 xd
A p—— 11
(a)
L QR ] 1

billes blanches est proportionnelle au nombre desbblanches contenues dans le sac.
19°M™séance : Le "jeu des devinettes" (le jeu fondanadu test d'hypothéses)

a) Déroulement

Regle du jeu
La maitresse propose alors aux enfants de jouej&uu
Elle réalise, sur l'ordinateur, une compositiorsde (contenant toujours 5 billes). Les enfantsammaissent pas
la composition de ce sac, mais peuvent demanderédeftats de tirages qu'ils peuvent se procurec ales
jetons.
La classe est divisée en 4 groupes, chaque grospese de 20 jetons.
Avec ces jetons les éleves peuvent « acheter dmstais de tirages avec le sac inconnu fabriqué lpar
maitresse.
1 jeton donne droit a connaitre les résultats tl@ages

Lorsque les éléves d’'un groupe pensent avoir aiséirages pour étre presque slrs de connalt@i@asition
du sac, ils peuvent faire un pari

- lls misent un certain nombre de jetons, le nombrisgveulent

- lls proposent une composition du sac

- lls indiquent la valeur dont ils pensent que Iégjfrences cumulées se rapprochent si on fait bepucou

de tirages

- lls vérifient alors le contenu du sac sur une figb&ls font imprimer par I'ordinateur
Si la composition proposée est la bonne, ils ré@méde double de leur mise
Si la composition proposée n'est pas la bonnpeildent la mise.
C'est le groupe qui devine la bonne compositiaquet le plus de jetons en fin de partie qui angag

Trois groupes sur les quatre trouvent la bonne ositipn.
Le ler groupe qui avait voulu économiser ses jetoha demandé qu'un trop faible nombre de tiradesp
échec.

Méthode de prévision

Pour trouver les valeurs vers lesquelles tendaditdquence cumulée, ceux qui ont gagné ont taukefeableau
suivant :

blancs valeur limite (supposée)
5b >
4b > 0,80
3b > 0,60
2b > 0,40
1b > 0,20
Ob >0

lIs expliquent leur tableau de maniéres différestégant les groupes :
Beaucoup d'enfants (la majorité a) cherchent lawrabour 5 b, puis trouvent cette valeur pour hldigisant

par 5. Ensuite, ils calculent successivement pdalacs, 3 blancs, 4 blancs (voir 18éme lecongtab(a).
Un autre enfant explique que pour trouver ces valeldivise chaque fois le nombre de blancs par 5
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Changement du nombre de jetons

La maitresse demande alors :
"S'il y avait 4 jetons dans le sac, pourriez-voalsuler ces valeurs" ?
Les enfants réalisent alors le tableau suivant :

Blancs
4b 2> 1
3b 2> 0,75
2b 2> 0,50
1b 2> 0,25

La maitresse demande alors les valeurs limites gpogac qui contient huit jetons

8b 2> 1
7b > 0,87
6b > 0,75
5b > 0,62
4b -> 0,50
3b > 0,37
2b > 0,25
1b > 0,12

b) Commentaires

a) Ce jeu est en fait la "situation fondamentadetibn" du test d'hypothése en ce sens qu'ellie gsbtotype de
tous les problémes de décision en conditions atéatcElle donne leur fonction principale a tous tencepts
essentiels : probabilités, fréquences, convergentayalle de confiance etc. La recherche despootements
limites de cette situation montrera les limitessd@ étude empirique, et justifiera le recours asormement
mathématique. Elle permettra ainsi de "donner thraent un sens" global, concret et correct & agdeét La
situation de communication correspondante estdatidbn fondamentale de la statistique descriptive.

b) Cependant les enfants ne sont pas mis au courdithgertance culturelle et mathématique de ce @atte
institutionnalisation ne serait pas possible, ddbparce qu'elle n'apporterait rien immédiatemamt a
enfants et serait donc inintelligible, ensuite pargu'elle n'a actuellement aucune place dans les
enseignements ultérieurs.

Il est méme probable que l'attention des enfartt§oealisée sur les circonstances imposées paseignant:

nombre de jetons, valeur en tirage, gain final. past sur les régles du jeu.

20" séance :

Au cours de cette lecon les enfants vérifientailé de I'ordinateur, les fréquences limites
théoriqueqqu'ils ont trouvées pour les différents contenbibilles, 4 billes, 8 billes.

Pour cela ils font une grand nombre de tirag€9@=dans I'ensemble). L'ordinateur donne les
fréquences limites, ils les comparent avec lesuieéges théoriques qu'ils ont trouvé.

Commentaires sur la 4°™ Phase

La troisieme phase avait fait apparaitre la teneates fréquences « cumulées » a se rapprochertdénes
valeurs déterminées par le contenu de la bouteilenme une sorte de «loi empirique », méme si les
professeurs savent bien qu’elle peut étre établience un théoréme. Cette « convergence » est sbutiésee
pour introduire le calcul des probabilités auprés dleves, et elle est considérée comme le bat fei H'une
premiére initiation. L’enseignement des probadslia servi a présenter aux éléves une connaissangelle
sur le monde. Dans le processus proposeé ici, kgeglsont invités immédiatement a aller plus Isens
s'arréter au « pourquoi » de cette « loi naturelles> quatrieme phase engage déja les éleves dansuweau
rapport a ce fait : comment l'utiliser ?

Les statistiques permettent d’obtenir de l'inforimatsur une machine inconnue, plus j'obtiens deltéts de
tirages, plus je peux conclure avec confiance. Btablir ce fait, le professeur a di faire en sqtte les éléves
puissent obtenir aussi facilement (pour « le méme>) 1 million de résultats de tirages que sedstriO.
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Mais en général, I'obtention d’information colten(pourrait dire a peu prés que la confiance crofitroe la
racine carrée du nombre de tirages). Il faut ddreraher un certain équilibre entre deux coltsque coltera
une erreur sur le contenu de la machine, ce quedzr I'obtention d’informations plus sures.

C’est ce que cette phase tend a introduire.

Le jeu marque de facon critique le choix que ddivfaire les enfants : en réservant trop de jetang e pari
final, et donc trop peu pour obtenir des informagioils risquent de tout perdre, mais en consadraptde
jetons & étre sur de la réponse, ils ne peuveatrpiser suffisamment pour gagner suffisammefit. .

Cinquieme phase : Les intervalles de décision

21*M séance : La méthode de recherche empirique degtfedices limites

a) Déroulement : 1. rappel des notions considérées comme acquises

La maitresse fait le point de ce qui a été « déeduvpar la classe.
- Vous avez découvert que si I'on faisait un graoohbre de tirages dans des sacs contenant 5 Ieltes,
fréquences cumulées... de tirages “blancs” devertaieisines des valeurs suivantes :

si le sac contient 1 bille blanche.................. 0,20
" 2 billes " 0,40
" 3 billes " 0,60
" 4 billes " 0,80
" 5billes " 1

Elle fait formuler aux enfants la correspondancss fr propriété de linéarité: la fréquence des billes blanches
est proportionnelle au nombre de billes blanchegetmes dans le sac. sous la forme : "S'il y a fi@explus de
billes blanches dans le sac, la fréquence des kstaeux fois plus grande”

Elle leur pose alors la question suivante :
- M: « Sion vous demandait de deviner la compasititun sac qui contient 8 billes, comment feriez-
vous ?
- EE.: «on ferait pareil »
- M:i«...?»
Les enfants évoquent progressivement les étapes. La maitresse insiste pour obtenir des formulations
résumeées avec les termes spécifiques ( en gras)
a) noussimulerions les différents sacs possibles
b) nous ferions de nombreusestes de tirages.
¢) nous calculerions lédegquences cumulées
d) nous ferions autant de tirage qu'il faut poue ¢gs fréquences soient bien séparées),
e) nous ferions dans le sac inconnu une série derobre de tirages
f) et nous comparerions la fréquence cumulée aleuksaobtenues par simulation.
Les trois derniéres étapes sont formulées avetelde la maitresse.

Commentaire

De toute fagon I'évocation collective d’'un processuwssi long ne permet pas de conclure qu'il eshe@u
moins par un éléve de la classe

Remarquons que les enfants n'utilisent pas le tiéorique des valeurs limites, mais la linéarité.
L'enseignante cherche a faire rappeler par lesnenfas étapes du processus qu'ils ont suivi. Mbésveut
profiter de ce rappel pour "enseigner” (ou pluaiéder entendre) a ses éléves qu'il conviendraitat=eder de la
méme facon quel que soit le nombre de billes dembduteilles.

Etant donné que les enfants viennent de rappelds qbtiennent la fréquence des blanches - damadede
guatre billes blanches et d'une noire - en muétilpar quatre la fréquence observée dans le was seule bille

14 Exceptionnellement, les variables de la situatiommbre de billes dans la bouteille, valeur desnigten nombre de
tirages, nombre de jetons donnés aux éléves, mtsgarant la mise ont di étre fixées au momentai@érience sans que
soient connus des enseignants les valeurs optirdal@ses par une étude mathématique de la situ&tmsont les valeurs
empiriques effectivement choisies par I'enseigmpre nous avons rapportées.

15 s e Loz P e
Le linéarité a été remarquée au cours de la 18°™ lecon
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blanche pour 4 noires, on pourrait craindre devtds généraliser ce calcul au cas d'une boutedmtenant 8
billes. lls croiraient obtenir la fréquence deanuhes dans le cas de 7 blanches et d'une nomeilépliant 0,2
par 7, ce qui donne la fréquence absurde de 1,4.

Le rappel par l'enseignante de l'ensemble du psosesst alors bien nécessaire, mais cette prénaesio
probablement insuffisante pour obtenir que lesedéwitent eux-mémes cette erreur. C'est une casisapour
lesquelles elle ne va pas favoriser la détermindtioéorique” dans la phase suivante.

Par contre cette déclaration de généralisation iétdispensable au professeur pour faciliter leixkiune autre
composition de bouteille dans la phase suivante.

L'objectif de la cinquieme grande phase du processi de faire découvrir aux éleves qu'il est piessie
prévoir les valeurs théorique par d'autres moyeus @conomiser la simulation.

b) Retour au jeu fondamental :

consigne.

- M : « Nous avons un sac qui contient 4 billes, vibergez
- 1) Deviner la composition du sac.
- 2) Deviner les valeurs dont se rapprochent legjlfedices cumulées” (au bout de 3000 tirages par
exemple).

Pour cela , vous avez le droit de faire des tirdgelordinateur) dans ce sac mais il faut les seh@&vec des
jetons : 1 jeton donne droit a 5 tirages.
Quand vous croyez savoir ce que contient le sacs pouvez parier sur son contenu. On n'a le deopatier
gu'une fois. Supposons par exemple que vous vosieZri2 jetons, Si vous avez raison, vous prengetdas,
vous en avez donc gagné 12, mais si vous avezvir perdez votre mise de 12 jetons. De méme lgsur
valeurs, vous pouvez parier (a quitte ou doubls)qige vous voulez.
Alors la machine fait 3000 tirages et vous voyezosis avez gagné.

Au départ, chaque groupe a 25 jetons. On verra gauauront le plus de jetons a la fin. »
Distribution des jetons:

Les groupes peuvent venir demander leurs tiradesr de rdle .
C'est le méme sac pour tout le monde.

Conclusions(phase collective)
Les valeurs trouvées par les éléves sont

— 0,25
p J— 0,50
c I— 0,75

Propositions pour la suite :
M. Pourriez-vous trouver les valeurs dans le caseanc contient 8 billes ? On répondra une proehéois,
mais vous devrez répondre individuellement.

22'*M sgance : Elaboration, par les enfants, d'un tablea  u des intervalles. '

a) Déroulement

Rappels par la maitresse

M. Vous savez maintenant comment on fait pour devquelle est la composition d'un sac contenant
un nombre quelconque de billes lorsque vous avegramd nombre de tirages.

Vous savez aussi trouver les valeurs vers lesguskgprochent les fréquences cumulées lorsquton fa
un grand nombre de tirages (et ceci pour toutesdegositions).

Question :

- M. : «"Si vous voulez expliquer a des camaradess'interrogeraient sur la stratégie a employerrpou
deviner la composition d'un sac de 5 billes, du&z-vous ? il faudrait que ces enfants puissent
décider dans tous les cqsi se présentent”.

I vendredi 31 mai 1974
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Aprés discussion avec les enfants, la maitresqgpeode rassembler dans un tableau tous lesatssolitenus
et rappelés en désordre par les enfants ("si avér®,80, on peut dire qu'il y a 4 blancs, si auve 0,60, on
peut dire qu'il y a 3 blancs, et... si on trouvel0,,).

Les enfants travaillent par groupe (il y en a 8haque groupe cherche et écrit sur une feuille dervalles
correspondant a toutes les compositions possiBles résultats sont rassemblés dans un tableagtddlecrit
sur le tableau noir de la classe.

discussion Toutes les équipes ne sont pas parvenues apmifcentierement l'intervalle [0 ; 1]. Le tableau
incomplet sera complété au fur et @ mesure degsl@fais le désaccord et l'incertitude sont flatgan
Un groupe d'enfants avait placé la valeur 0,99 tidsrniere colonne (5 blancs)
4b 5b
0,80 0,98 0,99 1

Une discussion trés intéressante s'est alors eagadee ce groupe et les 5 autres.
Un enfant est venu expliquer :
- Laurence : « Si on trouve 0,99 a la fréquence ogaira dire qu'il y a 1 noir dans le sac. Commeyilen
pas de noir il faut mettre 0,99 dans la colonniglascs".
Tous les groupes sont convaincus et corrigenbleaa en conséquence.
Sur la lancée les enfants proposent de vérifideehodifier la 4éme colonne (4 b, 1 n)) du tabléau
Le maitre réserve ce projet pour la legon suivavibéci le tableau A a la fin de la séance.

TABLEAU A
1 blanc 2 blancs 3 blancs 4 blancs 5 blancs

Equipe | 0,01 40,29 0,30 40,59 0,60 240,79 080% 1
Equipe II 0,01 40,29 0,30 40,59 0,60 20,79 8,89 1
Equipe Il 0,01 40,36 0,37 20,55 0,56 20,76 6,079 1
Equipe IV 0,01 40,26 0,27 40,56 0,57 20,79 8,8(m9 1
Equipe V 0,01 40,38 0,39 40,58 0,59 40,78 009% 1
Equipe VI 0,01 40,29 0,30 20,59 0,60 20,79 8,8(m9 1

Commentaire

La tache est difficile. Les intervalles sont inégailors que les limites sont équiréparties.

Toutes les équipes choisissent "correctement"rdesvalles qu'ils croient jointifs (connexes) mais, exprimés
avec des décimaux, laissent a leur insu quelqoas.tr

Les équipes I, 1l et VI trouvent correctement Idieni 0,3 de l'intervalle [0,20 et 0,40], et en diéduat que le
premier intervalle est ]0; 0,30] ce qu'ils écrivehol ; 0,29].

Il semble qu'ensuite les trois équipes cedent adefadinéaire en reportant un intervalle de mémegleur que
le premier : 0,30 ce qui leur fait conclure quetérvalle est [0,30; 0,60]. Ce qui reste est parmgdeux, les
bornes sont égales aux valeurs.

Les intervalles des trois autres groupes sontistédl jugé”, sans calcul.

23"°Me séance : Vérifications du tableau des intervalles. 18

Rappel de la tache en cours

Le tableau des intervalles réalisé au cours defleéolente lecon est resté inscrit sur le tableaudeda
classe.
La maitresse demande aux enfants de rappeler ppurgtableau a été fait (il doit permettre de déck'il y a 1
blanc, 2 blancs, 3 blancs, 4 blancs, dans un s@terant 5 billes) par le procédé suivant :

8 mardi 4 juin 1974
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Chagqgue intervalle correspond a une compositionadu Si la fréquence cumulée "tombe" dans un des
intervalles choisis, on peut décider la compositarsac correspondante.
Il s'agit donc de savoir si les intervalles profsogér les éléves sont "corrects", c'est-a-dira délcision qui leur
est associée est "conforme a la réalité".

Mise a I'épreuve du tableau A

Tous les enfants ne sont pas d'accord : certeinent le modifier, d'autres non, d'autres enfisanent
pas. Devant lI'impossibilité de faire partager pauistles enfants la stratégie du découpage "géamétri
commencée dans les trois groupes qui ont mis umeeben 0,29, la maitresse leur propose de vérifier
empiriguement ces intervalles
Toutefois il lui parait intéressant de suivre lsmaeque de Laurence et de commencer par réglemiededa
4eme colonne qui correspond a la composition 4b 1
Les enfants, qui travaillent en équipe. lls orgdr Idisposition des feuilles de tirages faits fmdinateur pour la
composition 4 b 1 n. Chaque équipe a 2 feuillespmiant :

- lere feuille:  des suites de 10 tirages
des suites de 20 tirages
des suites de 50 tirages
- 2eme feuille : des suites de 200 tirages
des suites de 500 tirages
- Sur les deux feuilles l'ordinateur a calcuke fidquences cumulées correspondantes a chaque
série de tirages.
Dans chaque équipe, les enfants se partagenvégltra
- I'un "vérifie" si les fréquences cumulées daites de 10 et 20 tirages sont dans les intervalles
chgoisis
- un autre "vérifie" les suites de 50 et de Atihes
- un autre enfin "vérifie" les suite de 5000dka.
Pour cela, ils marquent en face de chaque fréqueéoeée par l'ordinateur : "vrai" ou "faux" (saergtendu
notre hypothése est vraie ou fausse) suivant gite téquence se trouve dans l'intervalle propa@sd'géquipe
ou non.

Exemple : 'Equipel :

Tirages dans un sac de 4 billes blanches et 1rwlle : résultats pour les billes blanches.

Nombre de tirages Nombre de blancs Fréquence des blancs
10 7 0,70
20 7 0,70
30 8 0,80
90000 4012 0,80
95000 3997 0,80
100000 4024 @,8

Elle avait proposé, dans le tableau A, (22éme le¢atrpour la composition 4 b 1 n), 1 intervalle8®a 0,99".
Sur la feuille de tirages de l'ordinateur, I'enfararque "vrai" en face des fréquences qui se &ouv
dans l'intervalle ci-dessus et "faux" en face déguences qui se trouvent en dehors de cet inkerval
Il compte le nombre de "vrai" et de "fadk"
Ces résultats (nombre de "vrai" et de "faux") sefd@vés et inscrits sur le tableau noir en facet@gue équipe :
Il est alors possible pour tous les enfants dedasparer et de voir quelle est la " méthode" gdoané
le plus de "vrai" pour toutes les suites de tiraddke est déclarée la meilleure par I'ensembldadelasse.
Chaque équipe corrige donc la 4eéme colonne dugalfleen fonction des résultats qu'elle vient daven.
A la fin de la legon, la maitresse proposera adardga d'améliorer le tableau pour les compositibs 3 n et 3
b 2 n, au cours de la prochaine séance (et cadileant la méme méthode).

191 est clair pour le professeur que compter le nombre de réussites de leur systéme de décision est de nature a
faire rectifier les intervalles. Remarguons que dans ce cas ce sont les informations obtenues avec les "séries
courtes ou moyennes" qui sont les plus pertinentes. Ainsi pour éviter les deux "erreurs" dues aux séries de 10 ou
de 20 tirages, il faudrait élargir l'intervalle jusqu'a 0,70. Les valeurs sur 10 000 tirages ne donnent aucune
indication sur les intervalles de décision. Les éléves ne peuvent pas le savoir mais ils vont avoir a le comprendre..
En fait le procédé proposé par I'enseignante favorise une réflexion "rationnelle” sur la longueur et la position des
intervalles, indépendamment du nombre et des résultats des tirages que I'on peut faire.
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24eme séance : étude des intervalles (suite)

Vérification des intervalles de 2éme et 3éme cadsraiu tableau A, (22éme legon),
2b,3net3b,2n

a) Déroulement

Travail de groupe

Les enfants reprennent leur travail sur le tabldes intervalles réalisé au cours de la 22éme letanodifié
(pour la composition 4 b, 1 n) au cours de le lgp@Tédente.

lIs doivent :

a) Eprouver les intervalles qu'ils ont proposésrpla composition 3 b, 2 n. Pour cela, ils
utilisent les feuilles de tirages de l'ordinatdla procédent de la méme maniére que la veille :

Pour chaque groupe :

- I'éleve vérifie les suites de 10 tirages

- " " 20dpes

- " " 50dges

- " " 2004ames et de 5000 tirages,
et compte, pour chaque série, combien de foiuive "vrai" et combien de fois il trouve "faux".

b) D'apres les résultats obtenus, améliorerpssiple, les intervalles de maniére a avoir le plus
de "vrai" possible (surtout dans les suites ded&®@0, de 50 tirages).

c) Eprouver les intervalles pour la compositiom, 3 b (par le méme procédé) et les améliorer.

Phase collective :

Chaque groupe dicte a la maitresse les nouveagvaties que I'on inscrit sur le tableau collectif.

On compare les solutions et on cherche quelle @k qui a donné les meilleurs résultats en contgtanr
chaque série le nombre de "vrai" et de "faux".

Les enfants rectifient eux-mémes les intervallesr g@ composition 1 b, 4 n (sans vérification sufduille de
l'ordinateur) en fonction des intervalles de laoooke 2 b, 3 n.

Observation du tableau :
La maitresse fait rappeler par les enfants quebésurs théoriques ils avaient trouvé pour chagquaposition
(contenu : 5 billes).

1 b----oeeee-- >0,20
2 b > 0,40
3 b > 0,60
i > 0,80
5 b----mm-m- >1

- M. «Comment faites-vous pour découper les intervalles ? Ou faut-il mettre ces valeurs
théoriques dans le tableau ?
- EL1. "On a coupé au milieu".

Le milieu d’'un segment :

Une discussion s'engage a propos "du milieu"
De quel milieu s'agit-il ?
- E2 «On acoupé le tableau entre 0,20 et 0,46ikeu"

On cherche quel est ce milieu. Un enfant explicrigil a trouvé :
- E3 «jaifait 0,40 - 0,20 : 2 et j'ai ajouté ésultat a 0,20.

Le calcul suivant fait par I'enfant sur son braanll est écrit sur le tableau :
0,20 + 0,40 - 0,200,30
2
Pour s'assurer que tous les enfants ont compmsaiaesse propose de trouver le milieu
entre 0,35 et 0,55
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entre 0,29 et 0,65
entre 0,40 et 0,60
entre 0,60 et 0,80
(Ce travail est un exercice individuel effectué fmars les enfants).
Le tableau des intervalles ci-dessous est donaitiéément adopté par les enfants :

Ob 1b 2b 3b 4b 5b

0 0,01 0,29 0,30 0,49 0,50 0,69 0,70 0,991
0 0,20 0,40 0,60 0,80 1

En conclusion, la maitresse fait alors remarquerrgéme le meilleur découpage en intervalle n'esaigsdr au
bout de 10, de 20, de 50 tirages. Pour étre a peugbir de la composition d'un sac de 5 billelgut au moins
200 tirages. Au bout de 5000 tirages, on peutdriain du résultat.

Exercices

A la fin de la lecon, on propose aux enfants, les@ces écrits individuels suivants (qui serontigés au cours
de la legon suivante). Les réponses attendues peétre accompagnées de déclarations comme "jes&rfis'a

peu pres", "ce n'est pas sdr", "on ne peut pasrsalje ne peux pas dire sirement”, "je parienae” etc.

1) Sur 100 tirages, on a trouvé une fréquencautdarde 0,91 blancs . Combien de fois a-t-on
tiré 1 blanc ?
2) Il'y a 4 billes dans un sac :
- a) au bout de 10 tirages, on trouve une fréquenorl®e de 0,30 blancs Combien y a-t-il de jetons
blancs dans le sac ?
- b) on trouve 0,30 au bout de 100 tirage. Combiartyl de jetons blancs dans le sac ?

3) Dans un sac, on met 10 billes. De quelleswalse rapprocheront les fréquences cumulées
des blancs suivant la composition des sacs ?

4) Quels sont les intervalles de décision ?

5) Combien de tirages demanderez-vous pour queéthode donne plus de 9 réponses justes
sur 10 ?

25éme séance : Correction des exercices %°

L'enseignante laisse échanger des opinions suépesses et les fait converger vers les conclusioivantes:

1. La premiére question est une simple question dricet les éléves devaient dire "je suis sir gest 1

2. Au a) de la deuxiéme question la réponse est dredsli me faut choisir un nombre, je dirai 1 ligparce
que 0,30 est plus prés de 0,25 que de 0,50) maigrsepas sOr !

Au b) la réponse peut étre plus nette "Il esbpble - mais pas sdr - qu'il y a 1 blanc

3. Latroisieme question appelle la réponse suivafte 0,1 ; 0,2; 0,3;...;0,9; 1 pour 0, 1,2,... ou dix
billes blanches.

4. Les intervalles de décisions sont

O] J0;1,5] 11,5;25] 1]2,5:;35].]7,5 85 185;10[ [10]

5. Cette derniére question n'était qu'une amorce poerctude a venir sur l'intervalle de confianceuetle
nombre ou la proportion des séries qui se trouadmtérieur d'un intervalle donné (avec une piulité
donnée). Les réponses attendues sont du genredias deux cents" ou "au moins deux mille" le mot
important est "au moins"

Commentaires sur la 5°™ Phase

La quatrieme a présenté le « jeu de la décisi@rest a dire les conditions dans lesquelles il eamvde choisir
entre deux risques, celui de se tromper sur laésdiun modéle ; le contenu des bouteilles, eticdudépenser

2 vendredi 7 juin, samedi 8 juin
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trop d'efforts inutiles pour obtenir cette infornwat... La cinquiéme permet d’expliciter et de « fotiser les
instruments de résolution de ce jeu. La variét@ efophistication des moyens mathématiques utilisésles
éléves peuvent apparaitre comme trés excessivas.iMaut songer qu'il ne s'agit que d’'une « gdtion »
dans un contexte trés précis et trés familier,oet pas I'application de « savoirs scolaires » d{nugiinis,
justifiés et classifiés. Que I'on songe a la comipdeeffective de certains milieux auxquels lesasitd$ s'initient
assez facilement : tels que ceux que I'on rencaddres certains jeux de réle - 'univers de Tolkiem exemple,
ou dans certains jeux informatiques...

Sixieme phase : Les événements et leur probabilité

Introduction

26eme séance : Les événements d’autres expériences
a) Nouvelle expérience : Recherche d'événements quelconques.

Matériel : 5 cartons carrés : 3 rouges et 3 jaunes.
Sur chaque carton est inscrit 1 chiffre :

1 2 3 4 5 6

Carton rouge Carton jaune Carton rouge Carton roug€arton jaune Carton jaune

La maitresse montre les cartons aux enfants, gsiiset dans un sac de tissu opaque :

Question: "On va piocher des cartons I'un aprés I'a{@goenme dans une loterie).
Que peut-il arriver lorsque je tire 1 seul car®n
Elle invite les enfants a écrire sur leur cahididi de toutes les possibilités.
- On appelle "ce qui peut se produire"'@nenement".
Tous les événements trouvés par les enfants sont inscrits sur le tableau noir ;

il sort un carton rouge ou

- un carton jaune
- ll'sort, le carton

ou

1
ot wn

Mesure de probabilité sur ces évenements

a) La maitresse propose aux enfants de trouymolzabilité de sortir le carton 1 ?
(Auparavant, il a fallu rappeler - ce qu'était talmbilité
ce qu'était la fréquence cumulée.
A ce moment-la, un enfant fait le rapprochenasmetc les billes du sac et dit :
- E1l « Les cartons, c'est comme les billes,
- E2 «Oui! C'est comme s'il y avait 6 billes damséc.
- E3 «C'estla méme chose que les billes blandHes billes noires".

b) Alors la majorité de la classe pense a une dleugemposition de sac

3 rouges et 3 jaunes
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La question posée "probabilité de tirer le 1 edlliée : les enfants s'intéressent pour l'instdatculeur.
La maitresse demande alors :
- M"quelle est la probabilité de tirer un jaune ?"

Réponse des enfants'c'est 0,50"
- M: «Pourquoi ? »
- E4:«parceque3:6=0,50»

c¢) On reprend la premiére question ;
- M: «probabilité de tirerle 1 ? »
Les enfants s'intéressent au carton 1 comme #srseintéressés aux billes blanches).
lls cherchent sur leur cahier et la majorité éctit6 = 0,16
La maitresse propose alors de calculer la prol@loié tirerle 2 ?le 3?1e4?1e5?1e6?
Echec presque total de la classe.

Les enfants répondent :
pour le 2 ---->0,33 (2 : 6)
pour le 3 ---->0,50 (3 : 6)
pour le 4 ---->0,66 (4 : 6)
pour le 5 ---->0,83 (5 : 6)
pour le 6 ---->1

Beaucoup d’éléves ne comprennent pas que lesahiffs sont que des signes.
Un éléve dit pourtant :

- E5 « on aurait pu mettre A, B, C, D, E, F a lagel des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 ».
mais personne ne comprend son objection, tanéignaince du tableau est forte
L'examen de cette question sera reprise a la séarncante.

27° séance : Recherche d'événements et de leur probab ilités. %

a) Matériel :
Les cartons de la legon précédente (portant lésehil, 2, 3, 4, 5, 6)
- Des cartons identiques aux@dénts mais portant les
lettres A, B, C, D, E, Faadlace des chiffres.
- Des "dés": certaines faces portent
- des points de couleur,
- d'autres sont blanches :
- 1 dé avec des points rouges et des facesh#anc
- 1 dé avec des points bleus et des faces blanche
- 1 dé avec des points verts et des faces bdanch
- Des "dés" ordinaires (dont les faces poriei2, 3, 4, 5, 6 points)
- 1 dé blanc (dont les faces portent 0, 1, 2, 3, goints)
-1 dé "pipé" (une des faces est « plombée »)
- 1 polyédre a 20 faces. Sur chaque face 1 chiffreu 2, ou3 ou4..9 (lya 2 zéro, 2 un,
2 deux, etc.)
- une boite en plastique transparent contenape®@s de
couleurs différentes (2 bleues, 2 rougasrges, 2 jaunes

b) Travail en Groupes :

La classe est divisée en plusieurs groupes deiltraliaque groupe a un matériel différent : soitdén soit un
polyedre, soit les cartons, soit la boite de peds..)

On demande aux enfants de chaque groupe de fairkewr cahier de brouillon, la liste de tous les
évenements possibles.

2L jundi 10 juin 1974
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c) Phase collective :

Un enfant de chaque groupe énumeére la liste degeéwints correspondant au matériel qu'il a :
Cette liste est écrite sur le tableau noir epatge de la maniére suivante : (voir tableau B -
page suivante)
1) - on inscrit dans chaque colonne I, II, W, M, VI, VII, la liste de tous les événements.
2) - on propose aux enfants de calculer (indieildument ou par groupe) la probabilité de
chaque événements.
- d'abord pour les colonnes I, 11, 111, IV
- puis pour les colonnes VI, VII, VIII.
3) - on demande aux enfants de calculer, paucddonnes | et I, la probabilité de tirer un
carton jaune.
- et pour la colonne 1, la probabilité de tirernombre pair.
Les enfants paraissent avoir bien compris, presqus ont fait des calculs de probabilités exactsasent
expliquer ce gqu'ils ont fait.

d) Tableau
[0 U [ T 1 saen o 1T TII P v I v VIT o
(carturs oors m & i(carton por- T+ Dé rouge | g+ dé bl ¢ +#| ce pipé dé ble: dé vert
tant les trS= [tant les nom- |S8°< £ g =
tres &5 bres) {& i & ——
11 sort
! 1 jaune 2 LA 0’§o
T o 3
1 rouge 6 . Kd\é
oo A 1 il sort 1 L1 sort 1 L it sort 0 1 ger N
& 5 3 B o
oo B —é— il sort 2 —-é-—- il sort 2 '61'_ il sort —é- a
T 1 1 1. 1 |, 1
C - il sort 3 —— | 11 sort 3 |11 sort 2 -+ 4
oo D—%— il sort. 4 1}-— il sort 4 —%— i1 sort 3 -—é‘— s vk ¥ 7
o o 1. 1 10, 1 650
E|— |ilsorts —| 1 sorts < .ﬂ sort 4 | —xm % 3/5
woom 1 | 1 1o 1
F < il sort 6 — | 1sorté - il sort 5 —z
VIIT - Polyédre & 20 faces
a) on cherche la probabilité de tirer
1 face : 1 :20 =0,
b) on cherche 1a probabilité de tirer
une face 0, une face 1, une face 2,
etc... .
2 :20 =0,10
i
N

28°M sgance : calcul des probabilités

A) Nouvelles expériences

On prend 1 dé a jouer (portant sur chaque faceirit pa 2 points ou 3 points ou 4 points ou 5 pgiois 6
points).

"Si je le lance, dit la maitresse, quelle serartdabilité pour qu'il tombe sur un nombre pair".

Recherche individuelle puis correction collective & tableau noir.

Page 33



s Probabilité
Probabilité Gvenements _—

0,166 0,166
0,166 0,166
0,166 0,166

- les enfants écrivent la liste des événements
- ils calculent la probabilité pour chaque évéarim

Question: " Si on fait 1000 tirages, combien de fois (apqimativement) sortira chaque nombre ?
- 166 répondent les enfants (0,166 + 0,166 + 0168198
Quelle sera la probabilité pour qu'il tombe sunombre pair ?

Réponse des enfants"0,166 + 0,166 + 0,166 = 0,498"
" on aunait le trouver en faisant
_ 3= 0,50"
6

b) Phase collective

- M. : «On prend les cartons portant les nombre B, 4, 5, 6 (ceux de la 25éme lecon). Ecrivoss le
évenements qui peuvent arriver et entourons ererlaggévenements : "il sort un rouge" »

T S 0,16
0,16 <eoeemfoeen L 014

R R e L N

Pair ou impair ?:

0,16 + 0,16 + 0,16
ou: 3 =0,50
quelle est la probabilité de sortir ?
- 1lrouge
- 1jaune
- 1pair
- 1 impair
- 1 rouge pair
- 1 rouge impair

Calcul trés rapide et trés sOr des enfants pout lgemiers événements (on marque a mesure sablEat des
probabilités trouvées)

Pour les deux derniers (1 rouge pair, 1 rougeaimpa maitresse propose a chaque groupe de
venir écrire ses résultats sur le tableau (dispdeda maniére suivante) :

Equipes 1 2 3 4 5
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Rouge 0,16 0,50 0,16 0,33 0,50
pair

Rouge 0,33 0,50 0,16 0,66 0,50
impair

Une discussion trés intéressante s'engage entéglgses.
Deux équipes viennent trés vite rectifier leursultass (Equipe 2 et équipe 5). Lorsque tout le neoedt
d'accord, le tableau est corrigé.

c) Exercice individuel

On reprend les cartons (matériel de la 27eéme sg&BeC D E F

Questions posées par écrit sur le tableau noir

Quelle sera la probabilité des événements sigvant

“il sort un rouge"

"il sort une voyelle"

“il sort une consonne"

"il sort une des 3 premieres lettres de l'algtiab
"il sort l'initiale du prénom de Joél"

"il sort une lettre

"il sort l'initiale du prénom de Frédéric"

Tres grande réussite a cet exercice pour l'enseteblie classe.
29'°™ séance : Lancers successifs d’'un dé
Matériel : 1 dé a jouer (portant de 1 a 6 points)

a) Phase collective

- M. : « Sije jette le dé, quels sont les évendgmgni peuvent arriver ? »
Les enfants énumeérent la liste des évenemedreditaires :
"il sort 1
il sort 2, etc. »

b) Travail en groupes
Question de la maitresse Je vais lancer le dé trois fois de suite

1) cherchez tous les événements élémentairgseguient se produire et marquez-les sur votre
cahier, combien y-en-a-t-il ?

2) trouvez un moyen pour les compter tous sgpesteé 2 fois le méme.
Activités des éléeves
Les enfants travaillent par groupes. Au début, tiessenfants commencent la liste de tous les événesm
possibles. Mais trés vite, certains protestentestdeaucoup trop long" quelques-uns continuestfylau bout,
d'autres cherchent un moyen plus rapide.
Finalement :

- 3 groupes pensent a faire un arbre

- 1 groupe essaie, par des calculs, de trouvéslgdtat
demandé

- 1 groupe fait la liste complete (voir feuillggte) des
évenements élémentaires.

c) Mise en commun des résultats
Un représentant de chaque groupe vient expliqugucs'est fait dans son groupe.
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Résultats obtenus
Equipe 1. l'arbre est commencé correctement mais pasriérmi

Equipe 2: c'est le résultat qui fait la liste compléte degnements mais elle n'arrive pas au résultahddén:
nombre des événements.

Equipe 3 - Equipe 4l'arbre est fait correctement - les résultaty sorrects : 216 événements.

Eque 5: le résultat est correct : 216 évenements. Wiedtd vient expliquer comment elle a obtenu cautiat
"je peux faire une colonne en commencant parlle

par le 2

parle 3etc...
Dans chaque colonne, il y a 36 événements possifiie précise qu'elle les a comptés pour la tétenne).
Puisqu'il y a 6 colonnes, il y a 6 x 36 événements"
La technique de l'arbre est adoptée par touteaksse| qui trouve ce moyen plus sir. (L'arbre d'adteurs pas
reproduit en entier sur le tableau noir.

Les enfants énumeérent les événements en suivamtdreshes de l'arbre :

111 241 411 541
112 242 412 542
113 243 413 543
234 362 535 665
235 363 _536 666
236 364

365

366

et les comptent.

30M séance : Expériences successives
Matériel : 2 dés :
- I'un rouge, avec 1, 2, 3, 4, 5, 6 sur les faces
- I'autre blanc avec 1 face blanche que les énfan
désignentOetl,2,3,4,5

a) Expérience proposée aux enfants :

On jette les 2 dés en méme temps : on fait la sodere qui sort.

Question posée Quels sont tous les évenements élémentairgsegwient se produire ?

La liste de ces évenements est marquée sur leatableir par la maitresse sous la dictée des enfaits
enfants remarquent que I'on ne peut avoir O puitgdé rouge n'a pas de face sans chiffre, ni 12).

En face de ces événements, la maitresse écriokelpilité qu'ils ont de se produire, toujours slaudictée des
enfants.
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Les enfants pensent que tous les événements vpnbdeirent avec la méme probabilité.

Question de la maitresse

« Si je jette 200 fois les dés, combien de foisigole "5" par exemple ? »
Apres réflexion, plusieurs enfants répondent 18.foi
A la demande de la maitresse, une fillette vieptiguer :
"009, c'est pour 1 tirage"
si on fait 100 tirages, on trouvera 0,09 x 100si8
et si on fait 200 tirages, 9 x 2 = 18 fois.

b) Travail de groupe : Vérification des prévisions
La classe est divisée en en 5 équipes. La maitdissidue 2 dés a chaque équipe (1 rouge et hktrinvite
les enfants a jeter les dés, a faire la sommen@rguer ce qui sort. Les résultats de chaque égoipeensuite

marqués sur le tableau noir de la maniére suivante

Sommes Equipe | Equipe I |Equipe 1l | Equipe IV Equipe V Total
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 3 2 2 8
2 5 4 6 3 4 22
3 15 1 5 10 6 35
4 7 8 9 8 4 36
5 16 7 16 9 8 56
6 14 5 15 9 9 52
7 12 3 13 6 12 46
8 10 4 7 4 10 35
9 5 5 8 2 4 24

10 3 4 5 3 3 18
11 4 1 3 2 2 12
344

Les enfants remarquent alors que les résultathobtee correspondent pas du tout aux prévisiofils guaient
faites. Ils constatent que les nombres qui soféeplus sont 5 le 6 et le 7 et que ceux qui sofieentoins sont le
11,1e10,le 2 etle 1.

La maitresse demande Si ces 11 événements sortaient avec la mémeenég, quelle serait la fréquence pour
chacun d'eux (sur les344 tirages que vous venéardg ?
Les enfants calculent : 344 : 11 = 31,27

La maitresse demande alors aux enfants d'essay@ymprendre pourquoi les nombres 5, 6,7
sortent plus souvent que les autres.

Une fillette dit alors :
possibilités pour le faire :

"c'est normal qu'on meuve pas souvent 2 parce qu'il n'y a que 2

0 pour le dé blanc, 2 avec le dé rouge
ou 1 avec le dé blanc et 1 avec le dé rouge.

Les enfants proposent alors de chercher combien de possibilités de faire 5 (puisque c'est
lui qui est sorti le plus).
Le méme travail se fait ensuite pour 1, pour 36,47, 8, 9, 10, 11 et on obtient le tableau

suivant :
Pour faire 1 1 possibilité
p W 5
" "3 3
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" "oog 4 "
" "5 5 "
" "5 6 "
" w7 5 "
" " og 4 "
" "9 3 "
" " 10 2 "
" "1l 1 "

(Les différentes maniéres d'obtenir ces sommeséuanhérées par les enfants).
La maitresse demande de calculer la probabilité deices évenements élémentaires. Pour cela, fasten
proposent de faire 1 arbre représentant tous Exseénents possibles :

dé blanc

dé rouge

6 x6 =36

La probabilité pour chacun est calculée ensuite = 0,027
36
La maitresse demande alors de calculer quelle pildbaaura chaque somme de sortie.
Un enfant vient au tableau et écrit :

* Somme

pour1l 0,027

pour 2 0,027 x 2 = 0,054
pour 3 0,027 x 3 =0,081
pour 4 0,027 x4 =0,108
pour5 0,027 x5 =0,135
pour 6 0,027 x 6 = 0,162
pour7 0,027 x5=0,135
pour8 0,027 X4 .......cc......

Les enfants remarquent que pour 8, 9, 10, 11rétrouvera la méme probabilité que pour 4, 3, 2, 1.
31"*™ s@ance :

Cette lecon a eu essentiellement pour objectif afmeler aux enfants ce qu'ils avaient trouvé auscde
I'expérience précédente :

- jeter les 2 dés, faire la somme
- trouver tous les évenements élémentaires quigre se produire.

a) Représentation des évenements a l'aide d'un tableau

M. : « Tous ces événements peuvent étre repgssariaide d'un tableau »
(la maitresse dessine le tableau ci-dessous). Maunguerons en téte de colonnes ce que fait le utgeret en
téte de ligne ce qu’a donné le dé blanc
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—deblanc o , > 4__5

dé rouge

---- (bleu)
.- {rouge)
——— (vert)

PRy g

Si je lance les deux dés, si le dé rouge sortsB letdé blanc sort 4, cet événement est reprépantia case que
je marque d’une croix.

Question posée " il sort 1 avec le dé rouge" ils s'agit d'emardes cases qui représentent cet évenement.
'C'est un enfant qui vient entourer les cases sporedantes avec une craie de couleur).

Méme question pour les événements :

"il sort 2 avec le dé blanc"

"jetireun 1 etc.......coce.....

"ca pourrait étre en diagonale ! dit un enfant.

On cherche alors un événement en diagonale. famtevient entourer les cases en vert. Cet
ensemble est formé de 4 événements élémentaires®ouénumérés par les enfants et écrits sur leaalpar la
maitresse :

(3.1), (2,2), (1,3), (0,4)

A la demande de la maitresse, un enfant viaouegr les cases représentant les événements :

"on fait 1 avec les 2 dés"
"on fait 2 avec les 2 dés"
"on fait 3 avec les 2 dés"
"on fait 4 avec les 2 dés"

b) Rappel de la derniere lecon :

Travail individuel
En se reportant aux résultats obtenus au cours ldedn précédante (tableau *) la maitresse propasenfants
de calculer la fréquence théorique de sortir laraert, la somme2, la somme 3... sur 344 coups tirés.

Les résultats sont marqués sur le tableau noir :

Somme sur 344 coups

0,027 x 344 =
0,054 x 344 =
0,081 x 344 =
0,108 x 344 =
0,135x 344 =
0,162 x 344 =
0,135x 344 =
0,108 x 344 =

RPOOWOO~NOUITA,WNPE

e

Les derniers résultats ne sont pas marqués panfasts qui rappellent ce qu'ils avaient trouvécewrs de la
lecon précédente: "pour 8 c'est la méme chose auredp pour 9, c'est la méme chose que pour 3,.etc
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32'®M séance : Avec un icosaédre

a) Matériel :
5 sacs opaques
10 boules blanches
5 icosaedres
5 jetons (ou 5 piéces de monnaies)
5 feuilles de papier affiche
1 feuille (tableau récapitulatif)

Les enfants sont répartis en 5 groupes de 4. dizraase distribue a chaue groupe le matériel
indiqué, a savoir :

- le sac opaque contenant 2 boules blanchesdbaule noire

- 1 piéce de monnaie (1 f.)

- 1 icosaedre

- 1 feuille de papier affiche

b) Consigne

Explication du jeu par la maitresse : "je jettpikece de monnaie :
Si elle tombe sur pile, je lance l'icosaédre,
Si elle tombe sur face, je pioche une boule dasade'

La maitresse demande aux enfants de faire 'adw&wenements élémentaire sur papier affiche.

c) Déroulement

2éme étape
Les enfants réalisent par groupe de 4 I'arbre ddéan

3éme étape
Chaque groupe affiche son arbre au tableau nos.elndants comparent et discutent. Aprés validadeneur
travail, les groupes reprennent leur affiche eh#dtresse leur demande de proposer des effeddidsitfues pour

chacun des 2 événements : "il sort pile" "il sae" et pour chacun des événements trouvés - iepaec240
tirages.

4éme étape
Chaque groupe fait 48 tirages pour éprouver sonéteaat va écrire son résultat sur un tableau radafpf. Les
résultats sont cumulés et les enfants comparest@rqu'ils ont trouvé.

5éme étape
Elle a pour but de découvrir le produit des prolitgisi

Commentaires sur la 6°™ Phase

Cette sixieme phase de I'étude est tout a faitsjae. Cependant vouloir enseigner en 7 legonsthves de
dix ans, le vocabulaire des événements, la rechedels événements dans d’autres expériences, l&l calc
sommes de probabilités, expériences successiyaaitits de probabilités peut paraitre une gageRmwertant
les exercices furent réussi dans des conditiossmaables, probablement grace a la familiaritécoesepts de
base. Les valeurs avancées comme probabilités gesiraisons implicites de symétrie peuvent touj@tre
vérifiées par des expériences connues des éleves.

On pourrait s’étonner aujourd’hui de voir des éviees jeunes utiliser avec efficacité des moyens
sémiologiques aussi divers. Il faut simplement aignqu’a cette époque un effort vraiment importarait été
fait pour introduire ces moyens dans I'enseignenéddrtnentaire. Les représentations de type ensdmiffig.
1), les arbres, les tableaux a double entrée...nétairoduits a diverses occasions et utilisésuedgment dés
I'école primaire, en particulier a I'école MicheleMais évidemment si les éléves peuvent utiligs moyens
d’expression un peu sophistiqués pour exprimer @dsqveulent dire, il n'est pas exigé d'eux qu'iles
produisent & la demande. C'est souvent le profesgaupropose le dessin ou qui rectifie les temesi
incertaines des éléves.
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Conclusions

L’expérience relatée ci-dessus était 'une des eepées menées sur le méme sujet a la
méme époque dans notre laboratoire bordelais. Avdeantes mineures pres, celle-ci a été
renouvelée pendant deux années successives avegrle personnel enseignant, chaque fois
sur deux classes.

1. Quelles informations avons nous retirées de epérience précise?

Elles concernent évidemment les résultats des ®lewaais aussi les difficultés de
'enseignement, les caractéristiques des situagbisl processus organise, les possibilités de
réplication de I'expérience, et de développemesits Venseignement élémentaire. Mais nous
avons pu aussi en retirer quelques enseignementdesuconceptions épistémologiques,
notamment génétiques (au sens de Piaget), deshiitdsaet des statistiques et sur les
conditions didactiques plus générales concernarultare et le milieu éducatif

Les effets de I'expérience slas élévegui y ont participé ont été analyseés :

- Les enfants se sont vivement intéressés a un puEessez long (35 séances), les uns
parce que les divers défis successifs les tentaerdeur donnaient I'impression de
réellement contribuer a des découvertes, les autees étre par grégarisme, et parce que
le caractere collectif des débats et des actilégsimpliquaient personnellement dans
leurs rapports avec un nombre suffisant de leurdisociples. Tous se sont déclarés
satisfaits par cette activité

- Tous ont pratiqué et appris hombre de connaissamzhématiques de leur niveau,
comme la conception et le calcul d’opérations éliaiees notamment des divisions, de
pourcentages et de fractions etc. Les résultatsededléves aux épreuves classiques de
leur niveau se sont révélés trés bons.

- Dans les lecons suivantes, l'usage du vocabuldassique des évenements, le repérage
des événements dans des expériences différentgslugt complexes (notamment
composeées), et la considération de distributionsetpiences sur des systémes exhaustifs
d’événements ont été facilités et ont permis uniodiiction facile des concepts
élémentaires classiques du calcul des probabilités.

- Par contre dans une épreuve spécifique dans laquelltest d’hypothése était évoqué
dans un environnement « raisonnablement similaifpour des mathématiciens) mais
sensiblement différent, il s’est avéré que lesédéihices entre ces éléves et ceux d'une
classe témoin étaient insignifiantes. Les connais=a acquises sur les cing premieres
phases de ce processus particulier ne sont paférables a une autre situation de « test
d’hypothese ». Nous reviendrons sur ce point.

Les difficultés de la mise en ceuvre de ce procgsaue professeursont apparues assez vite.

- La principale vient de I'inquiétude du professearrg pas voir se réaliser les événements
caractéristiques du processus, c'est-a-dire ceuxogti été évoqués au cours des
préparations, et décrits comme les moteurs delléon de la pensée des enfants. Plus
précisément, I'impossibilité dans laquelle il seutre de provoquer lui-méme I'apparition
de ces événements, par essence aléatoires. PapleXansortie d’'une série de 5 blancs
dans le sac (4b;1n), au moment ou son utilité tanéflexion des enfants a été évoquée,
n'a qu’'une chance sur trois de se produire. Maisés€nement a de bonnes chances
(presque neuf chances sur 10) de se produirewas des cing ou six tirages que prévoit
le processus a ce moment la. La présence perneadestchercheurs qui avaient calculé
les situations et évalué les risques de realissitiaberrantes s’est révélée presque
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indispensable pour soulager le professeur de lporssbilité d’'une évolution qu'il
craignait de voir lui échapper, pour exploiter agns opportunités et pour expliquer en
continu le déroulement des apprentissages. Pdrecah n'a pas été nécessaire de
modifier sensiblement le projet d’ensemble. Ce fadntre que la reproduction d’'une
situation n’est envisageable dans I'enseignemert dans la mesure ou le professeur
pense pouvoir la diriger et la contréler. La reprcitbn passe par la connaissance des
conditions de la reproductibilité. Or ici une commsance méme convenable, mais
élémentaire, des probabilités en tant que saveirsgigner ne suffirait pas a I'enseignant
pour s'assurer de la reproductibilité du proce€sus

- La deuxieme difficulté provient de ce que les ctods habituelles de validation ont
changé. Les éléves sont habitués a utiliser delardéons « déterministes » vérifiables
par un calcul ou par une confrontation directe awpe « réalité ». Le professeur lui-
méme se réfere a ce type de validation dans seardkrs d’explications. Ainsi, le fait de
reproduire plusieurs fois la méme prise d’inforroatou le méme calcul n’apporte aucune
information nouvelle. Si la réplication d’'un calcdbnne un résultat différent c’est que
'un des résultats au moins est fa@x, ici, si les rapports statistiques obéisseen &
cette regle — ils décrivent ce qui est — les gmaitons obéissent a un « modele
mathématique » trés différent, dont la validitétablit de facon nouvelle. Le but méme
des lecons est de montrer la fagon dont cetteit@btetablit. La difficulté est encore plus
grande peut-étre pour le professeur qui doit Issamodifier les bases des validations qui
lui sont familiéres et qu’il exige de ses éleves.

- Une autre difficulté provient de ce que le processst relativement long. Les enfants — et
le maitre - peuvent se lasser L'apparition des sdgei relancent la recherche est
indispensable au bon moment. Peu importe alors lfgngemble des éleves que cette idée
soit apportée pann éléve ou — discretement et habilement - Ipamaitre. Un rythme
alerte est essentiel pour ce processus. Plus gugirte d’ une idée nouvelle, ce sont sa
pertinence, son adéquation, son utilité directesdén situation qui assurent son
acceptation et sa compréhension de la part desslev

- I'enseignante a signalé la nécessité et aussiffiaulié de faire en sorte que les éléves
connaissent bien, en permanence, I'histoire dugssacs, I'objectif et les motivations de
I'action en cours, et les conséquences qui ontirétes des actions passées, afin qu’ils ne
s’égarent pas dans le labyrinthe des actions «airéis » et parfois fastidieuses telles que
les tirages ou les calculs répétés, les représmmidiverses etc.

Le déroulement de I'expérience montre que d#gations sont accessibles aux éléves de

cours moyen (9 — 11 ans) et permettent bien lesuttwns envisagées : justification des

« retirages », étude des distributions de fréquelsce des événements « représentant » les

compositions possibles des sacs, apparition puiegi®nnement des criteres d’arrét, la

transition des raisonnements déterministes vemalssnnements probabilistes etc.

Il'y a lieu de souligner 'importance de certaicasactéristiques dorocessus

- Le caractére dialectique, c’est-a-dire le fait queaque activité soit motivée par des
résultats de la précédente et entraine des quesfunengagent la suivante, aurait pu
constituer une difficulté. Les enseignants ont@iliéndance a isoler de petits objectifs
d’enseignement qu’ils visent I'un aprés l'autre,aeessayer de faire en sorte que leurs
lecons soient le plus « context free » possiblguet I'apprentissage d’'une connaissance
nouvelle dépende le moins possible des apprenéissagérieurs (sans doute avec I'espoir
d’échapper aux perturbations dues aux éventuelscédiinciens). Tel n'a pas été le cas,
peut étre parce que le déroulement exigeait seuleame mémoire de faits vécus et non

22 | "étude mathématique de la situation (non didactique) est disponible mais n’entre pas dans le cadre
de cet article.
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celle de savoirs décontextualisés. Au contrairecaeactére dialectique a permis de
maintenir, de soutenir l'intérét des éleves. Laéduidu processus et I'habileté du
professeur a ménager des périodes d’institutiosaiidin et de participation de I'ensemble
des éléves ont contribué a maintenir l'intérét gbeaimettre le développement d’une
« culture » des statistiques faites sur les proolustde la « machine ».

- L’augmentation de la rapidité des tirages est pehsable au fur et & mesure que les
éléves s’'intéressent aux parameétres pertinentse<hr remplacement des sacs par des
bouteilles, puis des bouteilles par un ordinateuwrpar des tables de hasard pose des
problemes (pourquoi la composition des sacs sdéeaiseul parameétre déterminant,
pourquoi deux sacs de méme composition, qui ne efdnvisiblement pas les mémes
suites de tirages pourraient-ils étre remplacés par l'autre...), mais vraiment pas au
moment ou ces substitutions indispensables s’eiéatt. .

- Le réle des guestions sur la disposition de la mmacde hasard dans la relance de la
dialectique est bien mis en évidence dans le dénoet de I'action. La considération des
seuls rapports entre le passé (les statistiqud'ayenir (les probabilités) d’'un systeme, ne
suffit pas. Il faut un lien qui justifie ce rapporDans la plupart des expériences
didactiques statistigues empiriques, ce lien prendorme d'une idée: ce qui a été
continuera d’étre... le modele est fixe et reprodpielque chose, malgré l'apparente
instabilité des réponses. Mais cette croyance peseesur rien tant qu’on n'a pas établi
les moyens statistiques de I'éprouver et elle ¢cmestin raisonnement circulaire. Dans le
processus étudié ci-dessus le lien physique efifganent clair pour les éléves : c’est la
composition de la machine. Et ce lien permet dancedr les questions lors des
divergences entre les prévisions et les résuledgithges.

L’expérience montre a I'évidence que la centratibes éleves sur la composition
mystérieuse de la machine joue un role central tlapsocessus. Ce dispositif renvoie -
du moins dans un premier temps — les élémentsatistsjues et de probabilités au rble de
moyens, de connaissances-outils et par la, leigustaucoup mieux que comme simples
objets d’apprentissage. Les statistigues appardisdans ce dispositif comme un
instrument pour interroger un fait manifestementedginiste : dénombrer des billes
d’'une certaine couleur, dans des conditions d’méttion inhabituelles. Les prévisions
sont l'instrument de mise a I'épreuve des obsermatistatistiques et les probabilités
linstrument des modélisations et de la rationsilisades conjectures.

L'expérience montre donc la nécessité, lors depfaptissage, de faire jouer aux
machines de hasard, un meilleur réle que celuilewi assigné dans les enseignements
classiques.

Ces réflexions conduisent a interrogeepistémologie classique des probabilités.
L’axiomatique de Kolmogov a constitué une « révolutdidactique » extraordinaire en
permettant de proposer dans un ordre devenu dssdjabord I'étude mathématique de
'algebre des événements puis celle de la mesungrazabilité sur cette algebre, celle des
probabilités conditionnelles et de l'indépendan@ntde considérer les variables aléatoires et
les lois de probabilités. Mais cet ordre s'effectueu prix dune véritable
« falsification épistémologique» lorsque I'enseignidustre son propos d’exemples concrets.
Il est conduit a interpréter les probabilités emmies de fréquences avant d’avoir établi le
théoreme de convergence de la fréquence vers balpitité dans I'expérience de Bernouilli.

Et il justifie les valeurs « raisonnables » qufiogsit par des considérations de symétrie qui
sont de pures spéculations : rien ne distingue dette approche un dé pipé d’'un dé honnéte

% Introduire les connaissances par leur fonction dans des décisions, avant d’en faire des objets de
formulation ou d'étude est une des alternatives didactiques proposée par la théorie des situations
didactiques.
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si ce n'est leur comportement stochastique, cepgouve bien le caractere artificiel de
l'introduction.
Par contre, I'ordre didactique proposé par le meas proposé ci-dessus rétablit une filiation
acceptable et donne une fondement raisonnabletadgsultérieures de probabilité.

Il faut remarquer que cette expérience tend a edmég sur certains points, certaines des
opinions de Piaget, qui a accordé une valeur épatiique peut-étre excessive (et absolue)
a I'organisation des mathématiques de son tempgdeitulier a la notion de structure).

L’expérience a eu des retombées inattendues sucamrsissances de didactiqua propos
des connaissances des éleves. Elles sont apparsgg’il s’est agi d’expliquer I'échec des
éleves au test spécifique final. L'interprétatiabiuelle de ce test conduirait & conclure que
les éléves n’'ont rien appris sous entendu rienlidalble, rien de transférable. En fait c’est le
test qui ne mesurait pas ce que les éléves avappnis. En les interrogeant individuellement
il apparaissait qu’ils avaient acquis de nombregsesaissances, mais que ces connaissances
étaient assez étroitement liées a I'histoire qudilaient vécu. lls ne pouvaient guére montrer
ce quils avaient appris qu'avec un interlocutewn, cayant lui aussi vécu I'expérience,
pouvait aussi comprendre leurs réponses en leslétanp ou en les replacant dans leur
contexte. Certaines de ces connaissances, pratiguggoriques, avaient donc besoin d'étre
reprises dans de nouvelles activités pour devees @ savoirs » avec leurs propriétés
culturelles habituelles c’est a dire étre détaatmblormulables, explicables et utilisables et
par conséquent « évaluables » par les moyens ql&ssi

Remarquons d’ailleurs qu’aprés une expeérience alhague éetape les éleves avaient da
apprendre a ne pas étendre inconsidérément desmarsents identiques dans des situations
similaires, il était assez inconséquent d’attergirés transferent instantanément a un court
exemple totalement nouveau, les conclusions qudilsient obtenues dans le contexte
longuement étudié d’'une expérience particuliéreauiidant plus que rien dans l'attitude du
professeur n’avait jamais montré qu’il avait l'inten d’institutionnaliser les stratégies
élaborées par les éleves comme des savoirs ssoditmiversels. Les éleves n’avaient donc
aucune raison de « transférer » leurs conclusibes.professeurs utilisent d’ailleurs d’'une
facon tres excessive l'idée gu'une connaissanceliseqdans des circonstances scolaires
particuliéres devrait « s’appliquer » presque aatiiguement dans tous les cas que la culture
a repéré comme relevant de cette méme connaisfaadantasme du « transfert » fait bon
marché des difficultés liées au passage des peatiguarticulieres a des concepts plus
généraux et inversement des aménagements et désatiéns nécessaires a l'utilisation
d'une idée générale dans un cas particulier. Cesepsus, qui prennent parfois des siécles
d’efforts a ’lhumanité, devraient-ils soudain dewevidents et transparents aux enfants ?

Il reste que cette expérience fut la premiereiré f@ssortir de fagon évidente comment une
utilisation mécanique et naive de I'évaluation dewoirs pouvait conduire a la sous
évaluation des connaissances acquises par lessél&es connaissances sont pourtant
indispensables a la compréhension et a 'usagsalesrs.

Dans le processus long que nous avons observénidracet la variété des connaissances
mathématiques fréquentées et utilisées par leelést considérable. Il est clair que le sens
de chacune est limité aux conditions ou elle auétisée, et qu’une reprise dans un contexte
plus didactique est indispensable a des acquisitiomables et vérifiables. C’est I'objet de la
phase six, que nous ne décrivons pas ici mais q&uapour objet de formuler et
d’institutionnaliser avec éleves les savoirs docpssus et de les articuler de maniere
classique. (Cette phase six s’est déroulée quédgups apres le test).

Trop souvent d’ailleurs I'intérét porté aux phaseigiinales et constructivistésa occulté le
réle pourtant aussi essentiel des phases plusdiiddranelles » d’institutionnalisation et

4 En particulier dans la littérature pour les professeurs
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d’enseignement. Le rbéle de ces connaissances emootextualisées ou implicites dans
'apprentissage est encore minimisé par la paszibn effrénée des enseignements et des
objectifs. Il a fallu un processus long et richenooe celui que nous avons observé pour faire
ressortir le phénomene et montrer qu’il est esskeati didactique de traiter differemment les
connaissances des éleves et les savoirs scolaires.

2. Quelles conclusions pouvons nous tirer quantpajets d’enseignement des probabilités
et des statistiques dans la scolarité obligatoiguelles possibilités d’application, de
développement et de généralisation offre I'exp&ech

L’expérience prouve qu'il est possible d’introduides éléments de statistiques et de
modélisation probabiliste avec des éleves de liadgué dans certaines conditions précises
de facon vivante et significative. Mais il ne pem aucun cas en étre déduit que n'importe
guelle méthode permettrait a n'importe quel pradassle faire « apprendre » dans le sens
actuel, ce que nous entendons ordinairement comopmassances (i. e. savoirs)
mathématiques des probabilités et des statistidqtiest a dire comme savoirs utilisables tels
quels dans des niveaux scolaires supérieurs.

Il est utile d’'inventorier leglifficultés de « développement sgui pourraient étre rencontrées
dans le cadre d’inférences pédagogiques fort rapechais hasardeuses.

L’expérience a créé un milieu limité dans lequsl éeves ont tres « naturellement » investi
leurs savoirs acquis et ont développé des conmaigsa« pratiques » variées (qu'il s’agisse de
créer un graphe ou de calculer un pourcentage rdget etc.). Mais n’'importe quelle
« expérience » de statistiqgue comme celles gu’avaienduites Tamas VARGA ou Maurice
GLAYMAN aurait eu les méme résultats. Le proprecdde expérience est d’avoir introduit
ces pratigues dans le cadre d’'un processus qyustisie rationnellement et qui remet la
responsabilité de leur explication en grande paati® éleves, pour leur montrer que la
compréhension des mathématiques n’est pas unguyeatare, révélée a une élite et diffusée
vers une population de béotiens mais une capaaitdgee par les humains, une exigence
|égitime, moyennant des conditions favorables. Jdesirquoi nous pensons que le processus
n’est pas remplacable a priori par n'importe quetiganisation didactique. De pus il n’est pas
d'usage dans l'enseignement de préciser la métmmdenéme temps que les savoirs a
enseigner.

De plus les vertus du processus ne sont pas unaniasantenues dans son résultat apparent :
'apprentissage de certains savoirs. La facon deétablir et de les apprendre a des vertus
épistémologiques et didactiques spécifiques : wmoisgustifié est toujours préférable a un
savoir isolé, et une justification par la genesdiale est un soutien précieux des
rationalisations ultérieures. Les éléves ne peupast toujours comprendre qu'ils ont les
moyens de comprendre, si 'organisation du processueur apparait pas comme justifiée et
justifiable. Ce travail s'effectue généralement égprcoup et transforme les causes de
'apprentissage en «raisons de savoirs ». Pouréleges la méthode est suffisamment
« constructiviste » pour fournir la compréhensi@cassaire. Mais il ne faudrait pas imaginer
gu’elle I'est vraiment. La conduite du processusbitige de la part du professeur des
ressources didactiques nombreuses et variées, diymartance capitale. Il ne faudrait pas
croire qu’il suffit de reproduire les conditionsctiées dans ce compte rendu assez superficiel
pour obtenir une réplication a l'identique du preses. La reproductibilité constructiviste du
processus est, malgré les efforts des conceptssez #aible. De plus nous avons indiqué que
le processus exigerait d’étre poursuivi par desvigg$ mathématiques nouvelles qui
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utiliseraient dans des activités spécifiques auxeanix supérieurs les connaissances
développées ici.

Pour gue la reproduction du processus soit utfiguitirait donc en méme temps aménager les
enseignements ultérieurs et inflechir les conceptiopédagogiques, didactiques et

mathématiques des enseignants. Ce qui ne peutrsajfeavec le temps et le consentement

de I'ensemble de la noosphéere dont les idéologigsant sur nos choix socio-pédagogiques

3. Cette expérience a une certain importance danentation des recherches en didactique
qui se sont déroulées par la suite dans les am@eee.

Entre autres elle a contribué a faire apparaitehenp de la didactique des mathématiques
entre des considérations de didactique générateetdispositifs tout a fait spécifiques de
'enseignement de connaissances trés particuli€res.phénomenes similaires apparaissant
dans des processus longs portant sur I'apprengéssagonnaissances aussi différentes que les
nombres naturels et leurs opérations, les ratisneelles décimaux, les probabilités et les
statistiques, le raisonnement logique, la géomédte ont attiré lattention sur des
phénomenes didactiques liés spécifiquement a ignsment des mathématiques mais assez
généraux. Les principaux concepts de la théoriesiig@ations en sont issus.

Pourtant I'absence de retombées immédiates susdignement de toutes ces études
expérimentales (ou plutdt les contre exemples psalffraient a de nombreuses innovations)
ont petit a petit tari l'intérét qu’elles pouvaigmtesenter aussi bien pour les chercheurs que
pour les enseignants. Aujourd’hui, les enseignaetfermés dans des conditions
pédagogiques, sociales, politiques et épistémalegidpien plus étroites et séveres regardent
avec nostalgie et peut étre un peu de scepticismedlations des expériences qui étaient
possibles dans les années 70 ...

Ces travaux pourtant ont gardé toute leur actuatigourraient donner lieu aujourd’hui a des
recherches intéressantes et utiles.
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