T~ BEGLE. DY JEY
Le jeu consiste 4 trowver le plus rapidement possible,
parmi une vingtaine de poupées habillées de maniéres diverses si

deux d'entre elles sont habillées exactement de la méme maniére

et st out lesquelles. (fig. 1)

- B RERAGgIQuE

Il s'agit, pour l'enfant, d'organiser wn univers de
poupées par le choix de diverses relations d'dquivalence de fa-
gon a n'avoir pas A& comparer les poupées de. - ) deuz. Chaque pou—
pée doit Etre pergue sous la forme mathématigque d'un élément d'un
ensemble produit.

Par exemple : Les robes peuvent prendre les valeurs suivantes :
"a fleurs", " chevrons", "g rayures", "blanches”
Les tabliers peuvent &tre :
"a fleurs”, "a chevrons', "a rayures'
Les chaussettes :
"a rayures", "pointillées", "d raies horizontales”,
"blanches'.

Les poupées peuvent Etre classées aussi du point de vue g
des bonnets en classes caractérisées ainsi : pas de bonnet, bonnet
de ski, chapeau & fleur, chapeau de plage. Il pourrait y avoir
(4 x 3 x Lk x b)= 192 poupées différentes mais rien n'oblige a ce
qu'il y ait un représentant de chaque et il peut y en avoir deux
d-uplet. Une poupée est un 4-uplet tel que : a4 fleup,(f‘fm;hp,

pointtilée, de ski.
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Il ne faut évidemment pas attirer 1'attention des enfants
sur ces particularités aussi bien dans le cas ou 1'on veut exercer
les enfants a utiliser le modéle des classes que dans le cas ou 1'on
L'introdutt pour la premiére fois. Il s'agit dans 1l'expérience de pro-
poser une situation favorable & l'usage d'un modéle mathématique
déja recomnu au cours de diverses activités : (mise en tableau, Jeux
de Diénés, matériel PLEM et baguettes "d-uplet".) et si possible de

faire expliciter ce modéle.

Il est <important de proposer aux enfants plusieurs jeux
de méme structure (5 ou 6) et de leur annoncer que 1l'équipe qui ga-
gnera sera celle qui saura répondre le plus vite possible d propos

de tous les jeux de baguettes.

IIT - QRGAVTSATIONDE 14 CTASSE

1°) - La classe est partagdée en deux ou trois groupes concur—

rents d'organisateurs du travail A, B, C et en deux ou trois groupes

d'expérimentateurs de méthodes : a, b, c.

Les expérimentateurs ont devant eux divere jeur de pou~-
pées.
2°) - Le jeu se déroule en plusieurs temps suivant le modéle {

général du jeu de la découverte.

a) = A et a font équipe ainsi que B et b... Un

Jeu de poupées est proposé d chaque growpe. Seuls a et b ont le

Iy

droit de toucher aux poupdes. A et B doivent réfléchir pour aider
leurs camarades et s'il y a lieu, leur transmettre par écrit les mes-—
sages qui leur paraissent utile. En particulier, <ls doivent essayer
de constituer 1'organigramme du travail & accomplir. Il n'est pas
important qu'ils y parviennent ou non durant cette premiére phase, le
but c'est de savoir répondre, la régle c'est qu'on parle le moins

possible.
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b) - Dans la deuxiéme phase, i1l va falloir au contrai-
re que les groupes A ou B parviennent & élaborer et déerire une
stratégie qui permette d'aboutir siirement au résultat cherchd car le
Jeu change de régle. Les groupes a et b vont quoir d trier les

images de poupées et d répondre en suivant les ordres qu'ils recevront

sous forme d'organigrammes mais sans savoir si cet organigramme pro-

vient de leur équipe ou de L'équipe adverse.
Une équipe peut gagner de deux maniéres :

~ Som organigramme a permis aux deux groupes d'ex—
périmentateurs de résoudre le probléme plus vite que les autres.
~ Elle a pu prowver (par ses expérimentateurs) que

L'organigramme qui lui est proposé par ses adversaires ne permet

pas de résoudre le probléme.

On voit comment s'instaurent iles deux dialectiques fon- ent

damentale du processus de mathématisation explicite ! celle d'infor—

AN

mateur 4 informé et celle de proposant 4 opposant. Tous les groupes
ont des rbles spéeifiques et correctement motivés : les expérimenta- -

teurs ont intérét d exiger des organigrammes précis et efficaces car

st le message récusé est celui de leur équipe le jeu continue sans 1=
dommage, si c'est celuil de 1'autre éautpe la partie est gagnée. Il s
faut un peu raffiner ces régles au cours du @éroulement du Jeu mais mt

cela ne présente pas de grandes difficultés.

IV = Retelodo Ll 0 L LS

Voiel un certain nombre de stratégies possibles pour la ee
classification
a) — Premiére stratégie :
1) - Aligne toutes les poupées en une seule rangée.
2) - Prends la premiére de la file, a gauche.
3) = Compare 1ad d la suivante en commengant par la robe.
I
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4) = 5 c'est la méme robe, compare les tabliers
6) = Continue avec les chaussettes, puis les bonnets.

6) - 57 tout est pareil répondre "ouz, telle et telle pou-

pée sont identiques”. (fin)

7) = Sinon, dés qu'une différence apparait passer & la pou—

pée suivante et refaire comme en 3.

8) - Lorsque tu as comparé une poupée a toutes les qutres,

st elle n'a pas sa pareille tu la mets de cOté et tu reviens en 2..

9) - Lorsqu'il ne reste dans la file qu'une seule poupée

répondre "non'.

b) - Deuxiéme stratégie.

1) = Classe les poupées suivant leur robe. Si une poupée

est toute seule dans sa classe enléve 1d.

2) - Dans la classe des poupées qut ont une robe "d fleur"
classe suivant les chapeaux. Si une poupée est seule dans sa classe

enléve ld.

3) = 8'il reste des poupées,classe d'aprés les chaussettes

et enléve toujours les poupées qui sont seules dans leur classe.

4) = 8'i1 en reste encore classe d'aprés les tabliers. Si
une des classes comporte alors deux poupédes répondre "oui ces deux

poupées sont identiques.

5) — Sinon prendre la classe des poupées qui ont une robe

a chevrons et recommencer comme en 2, 3, 4.

6) = S¢ alors toutes les poupées & chevrons ont été enlevées

recommencer avec les robes d rayures, puis avec les robes blanches.



¢

7) = Si toutes les poupées ont été enlevées, déclarer "nonm,

toutes les poupées sont différentes”.
Variantes

1) - Classer les poupées directement dans un tableau & double

entrée construit ainst

Chapeaux / robes : Fleur Chevrons Rayures Blanches

pas

bonnet
fleur

fig. 2

plag

2) - Enlever toutes les poupées seules dans leur classe.

3) - Puts classe par classe (case pur case) porter les en-

sembles de poupées dans le tableau.

Chaussettes/tablier et procéder de la méme maniére

Réflexions -

a) - Dans la premiére méthode, 1l'enfant devait se

livrer, dans le cas ou le jeu ne présentait aucun couple de poupées -
tdentiques & n _(n-1) comparaisons de 4 valeurs soit 2.n.(n-1) 28

2
comparatsons élémentaires. S'il y a un couple de poupées identiques ont
la probabilité de trouver le couple au bout de k coups est

b) = Dans la deuxiéme méthode, l'enfant classe ce qui

vece
est trés différent mais on peut évaluer le nombre de réponses 4
fournir aux questions d'appartenance. Ce nombre varie selon la manié-—
re dont les variables ont été attribuées. Si nous supposons, pour
stmplifier que l'univers des poupdes est exactement un tableau de
4 x4 x42x3
n=pxXaxrixs cases
cei/eun
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et sl nous supposons une exploration systématique des questionms,
1l faut répondre & 4. 4. 4. 3 questions pour former la premiére
classe, 3. 4. 4. 3. pour former la seconde et 2. 4. 4. 3 pour

la troisiéme et zéro pour la quatriéme... Soit
4.4.4.3 + 3.4.4.3 + 2.4.4.3 + (4.4.3 + 3.4.3+ 2.4.3)4 +G4.3 + 3.3+ 2.3) + (3 + 2)4],16‘

sott 1680 questions du genre : tel vétement de telle poupée est
ainst. Dans les mémes conditions, la premiére méthode demanderait
73. 344 réponses élémentaires du gen?e tel vétement de telle pou-

pée est-il le méme que celui correspondant de telle poupée.

c) - Il est théoriquement avantageux de chercher d
commencer par les critéres qui déterminent les classes les plus
pauwvres de fagon q éliminer le plus grand nombre possible de pou-
pées mais si dans les jewxr on soupgonne le mattre d'qvoir "eamou~
fié" la ressemblance en plagant le couple a trouwver dans des clas-—
ses qui ont des représentant de toutes les valeurs des variables
i1l est au contraire avantageux de commencer par la classe la plus
nombreuse puis d l'intérieur de cette classe & nowveau la classe
la plus nombreuse... et d'épuiser ainsi wne & wne les branches de

L'arbre de classification=

L - BN

La situation présente deux types de problémes :

a) = Le probléme de la représentation graphique du
modéle mathématique : il s'agit d'une classification, les procédés

sont bten connus.

- Chaque poupée appartient & une classe qui
est un élément de 1'ensemble produit des ensembles des valeurs pri-
ses par 4 "variables" : caractéristique de la robe, du tablier, du

chapeau et des chaussettes.
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Chaque poupée appartient d 1'une des cases du /tableau cartdsien)

ct~dessous. Chaque ligne, chaque colowne... peut étre caractéri-
sée par une "propriété" des poupdes et chaque vEtement permet de
déterminer une partition dans 1'ensemble des poupées. Le tableau
ci~dessous permet de représenter simultandment les 4 partitions.

Il peut servir & résoudre le probléme : il suffit de placer cha-

que poupée dans sa case. (fig. 3)

Au paragraphe 4 nous avions utilisé deux tableaux et pro-
cédé en cascade. D'une maniére plus générale, il s'agit de trouver
une relation d'ordre qui permette de rencontrer une et wne seule
fotls chacune des cases, un systéme de numérotation des éléments de
L'ensemble produit. On sait qu'il suffit de se donmer wn ordre sur

chaque ensemble composant, et wun ordre entre les composants. Gra-

phiquement nous obtenons / les arbres / (figure 4)
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- Les arbres permettant de munir 1'ensemble des
poupées d'un ordre total, nous pouvons en tirer des organigrammes
de classification . (fig. 5) (voir b)

- 87 l'on utilise le modéle de la relation "est
tdentique d". Un tableau comme celui-ci doit représenter tous les
couples que l'on doit examiner. Il suffit d'indiquer 0 dans les
cases pour lesquelles la comparaison est faite et 1 si les poupées

sont identiques
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A moing qu'on ne préfére un diagramme sagittal, si les poupées

sont dessinées sur une feuille...

/
/
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fig. 7

esr et trés peu nombreuses.

b) - Le probléme de la représentation graphique
de l'activité, c'est q dire 1'algorigramme (stratégie) suivant le-
quel on arrive d la réponse (voir l'article sur les algorigrammes

dans le cahier numdro 5).

G. BROUSSEAU
Mars 1970

¥ .
£,
’ A ' -



A b o ot v

R .

il

L A e e Ty

LTt s A

Il s'agit de préciser d'aberd quels &tres mathémati-—
ques dcivent Etre représentés, avec quel répertuire, et quelle
syntaxe. Les différentes combinaisons nous fourniront alcors une

sorte de typologie trés sommaire.

a) - [0BJETS MATHEMATIQUES SIGNIFIES |

De fagon trés générale, la mathématique considére

v

des éléments, des ensembies, des couples et des relations.

Aucun objet mathématique n'est, de fiégn intrinsé-
que, un éZément}un ensemble, ou une relation : c'est le mathdma-
ticten qui indique d chaque instant de quelle fagon il le con-
sidére. '
" Le théorie des ensembles permet de définir trés rapi-
dement ce point de vue, quel que soit le chapitre de mathématique
dont on veut parler ; elle constitue ainsi wne sorte de codage
universel des objets mathématiques. Dés que le mathématicien a
indiqué quels étaient les éléments de son référentiel, 71 posséde
tout un vocabulaire pour désigner ce qu'il veut étudier et tout
un canevas pour en préciser laq structure.

Si son choix est judiciewx, il peut transférer aus-
81t0t un grand nombre de propriétés de som modéle & son sujet.
87 son choix ne lui permet pas d'atteindre le but visd ou ne lut
parait pas assez fécond, il change de code en prenant d'autres
objets pour éléments. Puisque les diagrammes doivent permettre un
codage rapide des objets, des relations et des propriétés d'une
situation & mathématiser, ils doivent représenter par exemple les
principales &tres de la théorie des ensembles : éléments, couples
n-uplets, ensembles, relations binaires et appliéations, relations

n-aires. (+) par exemple.

£S5
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b) - |SEMIOLOGIE GRAPHIQUE, /
Etude des signifiants - y
Nous allons considérer que les &léments graphiques ;
uttlisés pour transporter l'information sont des "voints" d'une
taille suffisante pour qu'avec la marge qui les sépare 11ls sotent

distinguables & distance de lecture (composantes rétiniermes)

o) Vartables vétiniennes ,
Ces points pourront &tre porteurs d'information dans

la mesure on ils pourront étre considérés comme éléments d'un
ensemble de valeurs possibles, par evemvle l'ensemble le plus
stmple est composé des deux valeurs. {-présence d'un point noir
—absence d'un point noir} & un endroit donnéd. Le nembre de va-
leurs bien distinctes que peut prendre un point est assez limitéd :

ainst que les variables sur lesquelles on peut jcuer :

Couleur : au plus 7 valeurs
Masse : au plus & valeurs : noir, gris foncé,
gris moyen, gris clair, blanc.

Ces deux variables peuvent &tre conjuguées mais ne donne pas un

_ensemble produit de valeurs distinguables (il n'existe pas de noir

rouge, 1l existe un gris bleu). De toute fagon un point peut pren-
dre une valeur dans leur réunion. Bien que le nombre des teintes
de toutes sortes soit trés grgnd, tl n'est pas possible pratique-

ment d'utiliser sans ambiguité wn répertoire trop vaste.

- Deuxiéme composante sémrotique ;

/9) — IMPLANTATION

La feutlle comporte un certain nombre de signes &lé-
mentaires que l'on peut imaginer groupés en lignes et en colonnes.
Ainsi chaque point est porteur de deux renseignements de plus

le "muméro” de sa ligne et celui de sa colonne.



Ce premier niveau sémiélogique peut &tre utilisé di-
rectement (exemple la photographie) : il suffit d'attribuer & cha-
que variable et 4 chaque valeur une signification & L'aide d'un
ecode : Zd légende. Noué Studierons les régles de ce codage dans
le paragraphe suivant, il faut, bien silr, que les objets repré-
sentés soient liés entre eux par des relations mathématiques de
méme type, ou plus générales, que celles qui lient entre elles

les variables et les valeurs.

2°) ~ DEUXIEME NIVEAU SEMIOTIQUE :

Signes proprement dits.

- Les points (signes élémentaires), peuwvent Stre
groupés en signes de niveau supérieur : des ensembles de points
seront pergus comme un Signe unique qui recevra lLors du codage
un correspondant sémantique "unique'. Le répertoire de ces signes

peut &tre décomposé -selon A.Bertin— en 8 variables :

- 4 héritées du répertoire des points : implan—

tation (2) couleur et masse.

- 4 nouvelles : forme, taille, grain et orienta-
tton (voir tableau 1). Les régles de composition de ces variables

dotvent étre examindes dans chaque cas particulier.

Ainsi formes et tailles peuvent Etre composées en un
ensemble produtt dont chaque case est wn stgne nouveau distinct
des autres mais il n'en est pas de méme pour formes et orienta-
tions : pour un rectangle on peut distinguer 4 orientations (voip
tableau 1), pour le carré et pour 1'étoile au plus 2, pour le
disque 1. Le grain est obtenu par wne attribution arbitraire et
réguliére d'une certaine masse aux points suivant leur position dans
le plan (généralement noir ou blanc) : on obtient des rayures plus

ou moins serrées, des pointillés...

.M/...
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Cette composante peut Etre conjuguée A4 la couleur mais pas a4 n'im—
porte quelle forme ni & n'importe quelle taille et rarement 4 la
masse.

Comme plus haut, l'implantation des signes peut ausst
recevoir une signifiaction. Il faut bien voir comment dans chaque
représentation certaines composantes sont Libres de recevoir une
valeur sémantique alors que d'autres sont bloquées au niveau de la

technique sémiologique.

Exemple : Une foie choisi un codage des éléments pertinents,
au second niveau pour les formes, les couleurs et les implanta—
tions ou le grain, les points ne sont plus disponibles pour une
représentation au premier niveau : Si une couleur indique 1'ap-

[N

un ensemble, l'appartenance 4 un autre ensemble non

[N

partenance qQ

disjoint doit Etre indiquée A l'aide d'une autre variable.

3°) = Il est possible d'imaginer un troisiéme niveau de si-

gnes pris dans leur ensemble comme signifiant

Exemple : Dans la carte d'état major des ensembles de petits
traits verticaux représentent des vignes ou des ensembles de petils
ronds des bois. .

Il est possible alors de créer 4 ce niveau des super—
formes, des super tailles, des super orientations, des super grains...
mats pas de super couleur ni de super masse (il faut trés vite
se soucter du niveau d'intelligibilité de L'information transmise.
Dans certains codages, trés familiers, les super signes sont iden-—
tifiés trés rapidement, le message est décodé globalement avant
une analyse fine, d'autres exigent au contraire une exploration
élément par élément. De plus la quantité d'information pertinente
enregistrée sur support peut varier beaucoup.

La classification ci-dessus est trés générale et permet
de placer tous les types de représentations, les images, les dia-
grammes, l'écriture ordinaire, le cinéma... Les codages "naturels'
sont extrémement variés et souvent implicités ou compliqués par

des conmotations.
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4°) - Certains signes peuvent avoir un rdle grammatical alors
que certains autres ont une valeur sémantique dirvecte (idéogra-
phique, phonétique ou représentative).
L'étude des grammaires formelles fait actuellement

L'objet de nombreuses publications

5°) - SIGNES UTILISES_DANS_LES_DIAGRAMMES

Y

Nous nous bormerons a étudier 1'association des ob-
Jets de la théorie des ensembles d'une part, et de certains des

signes engendrés par les systémes de variables ci-dessous

o Niveau 1 :
- Points : couleur : noir, blanc
Masse : .nmoir, blanc

Implantation : n x p, points d'uwn plan.

; Niveaux 2 et 3 :
grain

formes : arcs (orientés) ou arétes (non orientés)

.

- Stgnes, lettres et mots de la langue ordinaire, etjnom-

- S "_’“______,/

{ breuses ——— __._____. T e
\.

- Courbes fermées sans point double : cases, flammes.

~ Régions connexes.

e) —|SIGNIFICATIONS [

Nous allons donc étudier différentes maniéres d'associer
les signifiants ci-dessus d des signifiés mathématiques.
Nous rencontrons immédiatement deux grandes familles de représen—

tations :
A celles ou les éléments du référentiel sont représen—

tés par des points, (ou par des cases) et que nous

allons étudier d'abord et

B celles ou les couples (ou les n-uplets) du référen-

tiel sont représentés par des points.

v/ eun




- 6 -

A = Représentations ol &es éléments sont désignés

par des points

1 " = ELEMENTS.COUPLES

La désignation ou la définition de 1'é1lément est portée
prés du point ou dans la case, ou hors du schéma par 1'intermé-
diaitre d'une légende.

Il n'est pas indispensable le plus souvent que tous les
éléments du référentiel soilent effectivement représentés. Le choix
des éléments que l'on considére est déja 1ié a4 un second modéle
de la situation, implicite peut étrelmais qut engage l'action d
venir.,

Un couple (a, b) pris en considération sera alors

représenté par un arc tracé entre les points représentant a et b.

Exemples :

ci/__>_\b I e N)

fig 2

a) — Un ensemble de couples d'éléments pris dans un
méme ensemble E constitue le graphe d'une relation binaire

dans E. Une relation dans E pourra donc Etre représentée par

l'ensemble des arcs associés aux couples de son graphe. L'absen-—
ce d'arc entre deux points «x et y indique que le couple
(z, y) ne satisfait pas d la relation. Le diagramme obtenu est
appelé diagramme sagittal.
S5t un diagramme doit représenter plusieurs relations
(multigraphe) il faut alors faire appel aux différentes variables
“wvisuelles : couleurs (diagrammes que G. PAPY lui méme appelle

Papygrammes) grain (exemples : ————- y eeeen s /////, 00000, "' ete..)

Cependant, les diagrammes deviennent trés vite confus
et toutes les conventions qui permettent d'économiser la représen—
tation d'une relation sont précieuses si elles n'introduisent pas

d'ambiguité.




B) = Ainsi la relation d'appartenance & wn ensemble,

N

(ou l'attribution d'une propriété & un objet) pourrait Etre repré-
sentée d'aprés les conventions ci-dessus, par un ensemble d'arcs
Jotgnant les points représentant les élémenis aqu point représen-

tant l'ensemble lui-méme (fig. 3)

g€ F )
aer )
bek j ‘est représenté par
e g€ F )
d € E )
Xg £ 4

fig. 3

— Il est plus économique d'utiliser L'implantation dans
le plan. Il faut done trowver dans la topologie du plan, une re-
lation qui satisfasse aux mémes régles que l'appartenance~ba re-
lation "z est un point de la surface délimitée par T° " , M
étant une courbe homéomorphe & un cecme}es% trés souvent employée
(trés grossiérement les figures planes homéomorphes au cercle sont
celles dont 1'intérieur est d'un seul tenant, on dit connexe, et
dont la frontiére est elle méme connexe. Ainsi les carrés, les
rectangles, le secteur de disque sont. homéomorphes au disque mais
pas la couronne). Nous obtenom alors des diagrammes connus sous

divers noms : cercles d'Euler, Diagramme de Venn

figure 4
E
oa 'b‘ F#i/ -A‘ ‘ B

g se *d
‘X

L)

X

c °§
cercles d'Euler Diagrammes de Venn
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Ensemble A

AAB

figure 4 bis

st cect

figure 4 ter

comment représenter cela ?

représente cect

O représente
Q’ représente
figure 5bis XAlain Aline Héléne
Lrs ke Robert XFrangois XVéronique

Jacques DPierre XThérése




- Il faut bien voir que les propriétds des deux relations

celle d'appartenance d un ensemble et celle d'appartenance & unme

telle région ne se correspondent pas et qu'on arrive bientdt d des

contradictions si on se satisfait de la représentation pour raison—

ner. !

Par exemple la réunion de deux ensémbles est wn_ensemble

mais celle de deux ensemblés conmewes n'est évidemment pas néces-—
satrement connexe. Papy tente de tourmer la difficulté en identi-
fiant les différentes parties d'une méme région (nmon commeze) a
L'aide de "cordes" d'une méme couleur ("patates" de Papy) (figure
¢ bis). Mais cette convention ne permet pas de distinguer si la
région qui correspond A l'ensemble représentd, est d L'intérieur,
ou a l'extérieur de la frontiére (fig. 4 ter.) toutes les deux
représentent des ensembles. Il faudrait par exemple orienter les
courbes pour orienter l'intérieur des régions, ce qui ne simpli-

fierait pas la lecture du dessin.

= On peut ajouter une nouvelle convention et faire jouer
un rdle a la localisation dans le plan des ensembles représentés.
C'est le diagramme de Cavroll (fig. 5)

c C
B B B B B B
] d a b
b
- c f x Y
4 7
Z h 7 e X
J f Yy
fig. 5
& I
AK .
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11 existe d'autres méthodes pour indiquer l'apparte=

nance: par exemple le pointage : fig. & bis

3 “ - RELATIONS D'UN: ENSEMBLE VERS_UN_AUIRE. APPLICATIONS

Il suffit de conjuguef wune convention de Venn et un
diagramme sagitalj on obtient en localisant les ensembles de dé-

part et d'arrivée des diagrammes du type sutvant (fig. 6)

FE F
. l .
\ N F’Lg. 6
[} :
° [ ]
Engemble de T Ensemble
départ d'arrivée
| ) l

Les applications sont des relations particuliéres et

peuvent étre représentées de la méme manieére.

4 — RELATIONS N-ALBES. FONCTIONS_DE_PLUSIEURS ZARIABLES

Certaines relations associent, dans un certain ordre
plus de deux éléments ,n par exemple et la relation est dite
n-qire :@: par exemple 1'opération addition dans les entiers peut
Stre considérée comme une relation ternaire;celle qui associe
(2, 1, 3) 5 (6, 45, 9) 3 (135, 592, 727) etc... Le graphe d'une
relation n-aire entre éléments d'un méme ensemble E ou d'ensemb
différents est 1 'ensemble des n-uplets qui satisfont cette rela-
tion.

M. DUMONT propose, pour représenter ces n-uplets,

des flammes (fig. 7) inspirées de la représentation de Venn (*)

figure 7




On peut aussi généraliser la représentation sagittale
en convenant qu'un arc peut joindre non seulement deux points
mats ausst un arc et wn point ou deux arcs : il s'agit alors de

relations d'un ordre plus élevé (fig. 8)

(z, y, 2, t) :(ﬂdg yl, 2), t)

x! '
N ~
N o
x Y b4 t
y' t!
figure 8 ((x'yy'),(2',¢t"))

Une application d'un ensemble de n-uplets dans un en-—
semble est une fonction de plusieurs variables. L'addition peut
&tre considérée comme une fonetion de deux variables : qu couple
(135, 592) elle fait correspondre le nombre 727... Il est possible,
avec les conventions introduites ci-dessus de représenter ceg fonc-

tions de plusieurs variables : fZg. 9

/y—— l THutv
LU VR
i (eaponentiarioﬁjivy
/z,—4x+y+z
| AN RURG S
\ zv"i>}

Fig. 9

Mats dés que le nombre des éléments & prendre en con-
stdération devient supérieur 3, la lecture du diagramme devient
difficile.
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On peut alléger le diagramme grdce d la valuation. Un
graphe valué est un graphe auquel on a adjoint une application
des arcs dans 1'ensemble des nombres. Le nombre attaché a4 l'arc
est indiqué sur l'arc : fig. 10

a2

x.,-——»—>\.y

figure 10
Certaines fonctions de plusieurs variables, l'addition

et la multiplication en particulier sont commutatives et assocta-

tives, c'est d dire que :
f (a, by ¢) = f (b, e, a) = f (e, b, a)...

Il est alors possible d'utiliser le schéma suivant ("la fourchette')

qui ne tient pas compte de l'ordre des variables (fig. 11).

a
e
b
Fig. 11
5 - RELATIONS DEFINIES AUTREMENT QUE PAR_LEUR_GRAPHE.

Symbolisation d'une relation.

L'ensemble des couples peut Etre représenté par un
seul arc, joignant 1'ensemble de départ et Ll'ensemble d'arrivée
(fig. 12). Cet arc d'un ordre supérieur par rapport aux arcs qut
représentent des couples doit &tre représenté par un symbole dis—

tinet : une double fléche avec un cercle par exemple (fig. 13).

f
____}/’#—;ii‘~\;____ représentent *__/_;
E + F —]
___‘ __] * /Z
//7/ .
‘/

Fig. 12
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Une convention actuellement acceptée par de nombreux mathématiiens
consiste 3  utiliser une fléche simple pour la fonction, une

fleche 2 talon pour l'arc,

E f sy F

n pe . 44n

on trouve aussi a usage scolaire

x4 372

Note ; un ensemble diapplications éfinies sur un mnéme ensemble
peut prendre le nom d'er_lsemble déope’ratéurs.
B - REPRESENTATIONS DANS LESQUELLES LES COUPLES (ou les n -uplets)

SONT REPRESENTES PAR DES POINTS.

Ces représentations sont apparues les premigres historiquement.
Elles sont les plus féconde s,dans divers domaines de la technique

les plus employées et les plus connues.

Reprenons la liste des &tres mathématiques et examinons les possi-
bilités qui découlent du nouveau choix fondamental

1) - Couples,Relations, Diagramme cartésien.

a) Sans aucune convention supplémentaire; les couples

(x,y), x€E; y€F, sont représentés par des points .
Un ensemble de couples c'est & dire le graphe dane relation

peut étre représenté par le diagramme de Venn fig. 15

-
i
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E :{a,b,c,d,)
F :{A, B, c;)

fig. 15 (a, B) (a, C) ExF

Ce systeme cblige 3 désigner les points sur le dessin

b) - Désignation des couples :

Nous pouvons mobiliser les deux composantes de l'implantation
dans le plan pour désigner les couples d'éléments de E x k. Les
éléments de chaque ensemble sont alignés suivant un ordretotal de :
E et de F , naturel ou arbitraire. /,‘ !

ﬂ essentiel est de disposer de deux familles de courbes . Telles
qu’en chaque point du plan ou d'une partie de plan il passe une courbe
de chaque famille et une seule.

Suivant ]z structure particuliere de chaque composante du
produit étudié il peut ¥ avoir avantage & choisir 2 directions (ensem-

blesde droites paralleles ) orthogonales ( Diagramme cartésien )

ou encore une gerbe de droites et une famille de cercles
concentriques. (Diagramme polaire ) Mais il existe bien d'autres

systemes o V\M\JU\M
Exemples : La représentation d'une sphere a donné lieu, sui-

. . . : . s
vant le 5 relations qu on voulait laisser invariantes a de nombreux
procédés utilisés par les cartographes.
Pratiquement les courbes sont des parties du plan d'une certaine

“épaisseur"'/ﬁanc’es ou secteurs.

L'intersection de deux bandes constitue suivant 1 e niveau sémiotique
i P . TN e et — -
choisi pour la representatlonj : un ''point* représentant un couple/cu /’L&..

e N

_fig. 16 - 17 . Graphique . (1° niveau sémiotique)

une case ou figu -

-

rera un signe associé au couple : par exemple un 1 pour indique:

que le couple appartient au graphe de la relation, un zéro pour indiquer

AT
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qu il ne lui appartient pas (Ij_eprésentation matricielle fig 18 )

c est le deuxitme niveau sémiotique

A 2

c S

B p & = -

P
G 2ZN .Y
F g ! d >
, /E a b c d
fig. 16 , fig. 17
Diagramme cartésien Di—agramme cartisien et masse

t et convention de Venn

Dans la figure 17, le point (x,y) noir'représente (x,y) & ou

xR yet(x,y) blan-n@cm@ﬁ y) ou (x,y) %R )

X a
’ o .1 "1 o] ,
o 1 1 o
'
1 o 1o
fig. i& —
Représentation Matrici_ellede“R Beprésentation polaire de 3'2

Les relationsfinaires peuvent toujours &tre représentées par
ces divers systémes. Mais on peut aussi vouloir représenter cer-

taines des structures dont sont éventuellement munis E et F

par exemple : E est muni d un ordre total ou d June distance .. .etc

2 - Structures plus riches de E et F

Ces représentations sont possibles si la variable sémiologique
choisie peut &tre elle méme munie de la structure en question:
Le tableau 2 indique les niveaux d'orgar.sation maximun des variables
| sémiologiques. L'implantation est la variable ayant la structure le
plus riche puisque c'est celle de [RZ c'est la ce qui explique la fécondité

§ du systéme de représentation couple, point, etson usage pour la
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représentation des graphes de fonctions.
(Graphiques ) et pour la figuration des situations de géométrie

plane . La géométrie analytique a fourni un formidable appareil

de descriptfon de certains ensembles de points (du plan . puis-

qu'ici nous ne nous accupons que des représentations planes) et
inversement?donné un moyen de représenter certaines fonctions.

11 serait fastidieux et inutile d‘étudier ici 1'histoire naturelle de

tous les types de structures et de conventions particulieres utilisées.
et dont les noms varient parfois avec les domaines d'utilisation
M.A. Bertin en donne une typologie extremement complexe dans son

.o he, . . . w
magnifique ouvrage Sémiologie @raphlque auquel nous empruntons

la plupart des idées de cet article.

Le procédé reste le méme

On analyse la situation en diverses composantes dont on pré
cise la structure mathématique . Il faut alors choisir a ces com-

posantes des correspondants parmi les variables sémiologiques

qui ont une structure plus riche.
Exemple : - El ensemble fini, plongé ou représentédans R
-F ensemble totalement ordonné

- / une application de E ——— F

- % la relation telle que
) el e (v i six &
y 4 f l_supz;z<x] si x¢E1
- Es
- la convention ol (x,y ) €& 53\ est signifié dans la représen
. . . i . ) s /{
tation cartésienne par'le point (x,y) est noir - (x,y) f]? e
point (x,y) est blanc"'

Cette représentation s'appelle Histogramme.

o i M
sd
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Le tableau 3 esquisse de fagon trés schématique et imprécise
quelques conventions utilisées suivant la structure mathématique
des signifi€s. Cette structure étant repérée parfois comme invarian-

te dans une certaine transformation. ( Cette caractéristique apparai:

"~ parfois de fagon plus évidente que la définition axiomatique dans

les situationspratiques ),

4 - Fonctions de deux variables E, F—r———> G

(x,y) ———> 3
Chaque point de lafeuille représente un élément de E x F objet de
l*application.
Les deux composantes de 1’ implantation sont utilisces, G doit &tre
représenté -ar une autre variable sém ogigie: - ( voir tableau 2 )

La représentation est possible au piemier niveau sémi ique

$ 7 e st pas trop riche

L va'eurs au plus avec .z ecouieus
Au deuxieme niveau il est possibie Z'aller plus loin mais c'est £ et
F qui ne doiv=nt pas avoir une structure trop riche.

Il paraft presque impossible & premitre vue de représenter
f: Rx R——meees3 R

-ourtant si l'image par la fonction est une surface avant de
vonnes propriétés la cartographie propose des solutions
iz géomei~ e descriptive en p ropose une autre;
la stéréographie une autre encore en mettant 3 profit certaines

particularités de la yup humaine.

d)- Emploi:

Le choix judicieux de certaines propriétés géométriques pour
représenter des relations numériques permet d'utiliser des diagram
mes. -app@l;sa}.ors abaques pour effectuer des calculs. Mais en de-
hors de la nomographie les diagrammes servent & transmettre de

l'information.

3]
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En enseignement des mathématiques les diagrammes sont
tres employés , ils permettent bien sar ag“rélsaii‘tre de proposer
une situation & étudier mais ils apparaissent au cours de la dia-
lectique de l'information dans des représentations plus ou moins
analogiques et par conséquent ils sont aussi utilisés a tort ou a
rai son dans la dialectique de la controverse pour mettre en évi-
dence certaines propriétéé ou certaine théordmes

Nous les étudierons donc prochainement de cec. divers poinis

de vue.

2. LIROUSSEAU
Avril 1970
Bibliographie
A, BERTIN Sémiologie Graphique
Mouton 1968




2 ~ Implantation
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TABLEAU 7

Premier niveau sémiologique

L = Variables rétiniennes

On peut attribuer & ce point

sott = une des 6 couleurs rouge orangé jaune vert blebly violet
R 0 J %4 B M
sott , . .
- une des 5 masses notr  foncé moyen clair blanc

n f m e} b

Soit une des valeurs distingables obtenues par combinaison de ces variables
et indiquées ci-dessous

|

4 .

j i
[i_.__. ‘g v‘ i J ] i + :
abede fghtyg

Demxiéme niveaqu sémiologique

Cet ensemble de points de la méme forme que

celut—ct
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Orientations [ 0@ %
Formes Ill ‘. ‘ik ,EE%L 3 ..

e [0} I (T N |1

Taille = 3 1 1

Tableau 2
Taitlle : 5 valeurs au plus
Echelle de rapport
Masse : 5 valeurs au plus
Ensemble ordonné
Formes
Ensemble amorphe l
poly structurale

_———s

Implantation : 2 x nombre de valeurs structure de R

Couleur : 6 valeurs au plus
Ensemble amorphe

Grain : 5 valeurs plus ensemble ordonné

Exerple : Niveau d'organisation maximum des variables sémiologiques.
mp g giq

§
¥
¥ 180 kb
s
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Tableau 3

SIGNIFIE SIGNIFIANT

g5

Certains nombres de R

(Echelles quali-

1 ensemble amorphe Ou certains intervalles tatives ou no-

~un par objet- de R minales)
. l

Plusieurs ensembles amor~ilntervalles de R et nom-

phes, ou classes d'une bres appartenant 3 ces in-

partition tervalles.

Un ou plusieurs ensembles R, intervalles de R et (Echelles

totalement ordonnés 1'ordre haturel dans R ordinales)

Ensemble totalement or- ‘Ensemble ordonné d'inter-

donné de couples (a, b) |valles de R [x, v]
d 1'818ment x correspond |le réel x

au couple: (&, B) . Tfm,iTzhtervalle Ek, y]

l'ordre (a, b) < (a', b")[I'ordre ges longueurs

d'intervalles

L x,y] < 2 [k'yﬂ

(Echelles hyper-

ordinales)

Ensemble d'objets d'un N, Q@ ou R muni de +
anneau, invariant par la |et de . et de 1l'ordre
transformation affine naturel

Yy =ax + b

Le z8ro est arbitraire

(Echelles

d'intervalles)

Ensemble d'objets d'un

anneau invariant dans

une transformation liné- Echelle ge

aire ¥ = ax rapport

Les rapports sont per-

tinents mais pas 1'uni-

té

Un nombre... UN point.... Dénombrement
Un.rationnel...un réel fUn.point d2.1a droite |

mesures. . °..

Pourcentages Intervalle [0, 1]




