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A la mémoire de mon
Maitre Henri LEBESGUE

PREFACE

Avant de proposer I'exposé d’une question de mathématique, il est nécessaire de
choisir le point de vue auquel on se place et de demander au lecteur son acceptation,
au moins provisoire, de ce point de vue. Bien que nous ne nous adressions pas ici aux
éleves ni 3 ceux qui demandent un manuel directement adapté au niveau scolaire,
notre but est de proposer aux maitres des sources de réflexion a partir desquelles ils
pourront créer leur propre enseignement, ou, au moins, comprendre et discuter ce que
d’autres leurs proposeront. Ainsi notre but est d’expliquer en méme temps qu’exposer.

Nous acceptons, pour organiser les mati¢res a explorer, certaines contraintes. Avouons
prosaiquement que les justifications seront d’ordre utilitaire. Le mathématicien, en
tant que tel, peut se proclamer enti¢rement libre dans son activité créatrice, indépendant
des besoins sociaux, des conceptions de la physique, des applications techniques,
sans liens avec les développements historiques. Un enseignant de tout degré ne peut
avoir un tel détachement. Certes, dans toute activité poursuivie avec conviction et
enthousiasme il y a une part de jeu. Mais & quelle profondeur s’établit ce sentiment
ludique ? Dans nos jeux de poursuite, les enfants crient et se sauvent devant le « loup »,
mais I'enfant-loup ne cherche pas & mordre : il sait qu’il porte une étiquette provisoire
lui conférant un pouvoir limité, temporaire. Car un loup, un vrai loup, c’est autre
chose, qu’il n’est pas maitre d’affubler arbitrairement d’attributs. De méme, lorsque
nous abordons un chapitre intitulé par exemple « mesure », nous ne pouvons pas jouer
un jeu quelconque. J’accepte bien d’attribuer le nombre 6 & une tache qui salit en partie
6 carreaux de mon papier quadrillé, mais je refuse d’appeler ce nombre «aire » ou
« mesure » plus longtemps que les quelques minutes du jeu. Un exemple malbeureuse-
ment classique consiste & décréter quon appellera « aire d’un disque » la limite d’aires
de polygones inscrits sans que quelque démonstration prouve que cette limite a bien
les caractéres que nous exigeons d’une aire pour &tre en accord avec les exigences de
la physique et des activités sociales qui utilisent cette notion. Le mot «aire» n’est
pas libre.

De méme, lorsque nous allons parler de nombres ou de figures géométriques, il
faut au départ un accord avec les intuitions que recouvrent ces mots ; nous ne pouvons
les détacher de leurs applications courantes. Il faut au contraire en préparer les appli-
cations. Ce n’est qu’a un niveau supérieur, dans un exposé axiomatique, qu’ils seront
détachés de tout contenu intuitif, introduits dans une langue formée pour la seule
technique mathématique, au point que les mots pourraient étre remplacés par des
signes arbitraires et les propositions par des assemblages de ces signes. (Cf. Dieudonné.
« Les méthodes axiomatiques modernes », dans, Les grands courants de la pensée scien-
tifique. Ed. Blanchard). On y verra la contrainte exigée désormais a tout mathématicien
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quant & «la forme qui s’impose dans la présentation des résultats ». Or la tache de
tout enseignant n’est pas, comme mathématicien, de présenter des résultats 4 d’autres
mathématiciens. Il doit, professeur, initier des enfants ou des étudiants 4 un mode
de penser fécond pour 'amener 2 concevoir, grace & I'acquisition de quelques notions
choisies pour leur utilité immédiate, ce que peut étre la Mathématique que bien peu
d’entre eux auront le privilége d’explorer.

Il est bien connu que le travail scientifique est décomposable en trois démarches
théoriquement (mais non réellement) indépendantes. Une action mathématisante qui
dégage d’un univers non mathématique dans lequel vit le mathématicien des exigences
formulables finalement sous forme d’axiomes — L’action mathématique proprement
dite, qui peut se sentir autonome et libre de construire, par le choix de ses axiomes,
de sa logique, de son vocabulaire et sa syntaxe, I’édifice de son choix — Enfin I’action
sur le monde non mathématique qui prend des outils dans certaines parties de la mathé-
matique en négligeant les autres. Du reste, les besoins qui apparaissent dans les tenta-
tives d’application, spécialement dans une physique en évolution rapide, conduisent
les mathématiciens 3 mettre en ‘forme des outils nouveaux, d’oll un retour 3 une
action créatrice par un nouveau travail axiomatisant.

Dans I'enseignement, au niveau que nous considérons ici, il ne peut étre question
de distinguer nettement ces trois sortes d’actions qui sont justifiées les unes par les autres.
On peut seulement faire sentir le changement d’attitude et la rupture du ton. Clest
pourquoi, tout naturellement, s’introduisent quelques inquiétudes historiques et quelques
préoccupations pédagogiques dans un exposé d’initation tel que celui-ci.

Dans la préface de son célebre ouvrage sur lintégration, le hardi créateur, I'un des
rénovateurs de I’Analyse mathématique que fut Henri Lebesgue, affirme qu’il « croit
que, pour faire ceuvre utile, il faut marcher dans I'une des voies ouvertes par les travaux
antérieurs ; qu’il risquerait trop, en agissant autrement, de créer une science sans rap-
port avec le reste des mathématiques. Aussi s’est-il efforcé de dégager les idées qui
avaient guidé, consciemment ou inconsciemment, les mathématiciens dans I’étude de
Pintégration, leur idéal dans ce domaine eut dit P. Boutroux et de montrer que ses
idées personnelles étaient en liaison étroite avec celle de ses devanciers ». Cette attitude
lui a été reprochée par certain savant qui y a vu une marque de faiblesse. Pour ce
dernier, seul importe un exposé impersonnalisé, I'ceuvre se défendant par elle-méme
si elle est valable. Mais I’écrivain veut convaincre ; I'enseignant doit obtenir ’adhésion
personnelle de chaque lecteur, de chaque auditeur ; il ne peut qu’adopter les scrupules
humains qui n’entravérent pas celui qui fut 'un des créateurs du mouvement moderne
en Mathématique.




NOTATIONS

Nous supposons connus les éléments de théorie intuitive des ensembles :

[ « a est élément de ’ensemble 4 »
ae A

A

«a appartient a A4 ».

« intersection de 4 et B », « réunion de 4 et B »,

NB AvB [«A inter B », « A union B ».

(4 complémentaire de A.
A\B = A n[B différence ensembliste. « A moins B ».

A

x B, A%, A" Produits ensemblistes.

J(E) Ensemble des parties de E.

N
Z
D

Ensemble des naturels (Ensemble des entiers absolus).
Ensemble des entiers relatifs.
Ensemble des décimaux (nombre fini de chiffres) relatifs.

D* Ensemble des décimaux absolus.

R

Ensemble des réels (relatifs).

R® Ensemble des réels absolus.

Vae A «Pour tout élément a de I’ensemble A... ».
dae A «Il existe au moins un élément @ de A tel que... ».

A

= B « A entraine B ». Déduction : « si A est vrai alors B est vrai ».
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Rien de plus simple au départ que la mesure. Le besoin de comparer des terrains ou
des tas de grains, ou des barres de métal est apparu dés que 'homme a fabriqué, a
construit, a échangé. Comme I’écrit Chateaubriand « avec la corruption naquit la
propriété et, avec la propriété, la mensuration ».

Une mesure, est-ce une opération ? Le résultat de cette opération ? L’instrument
utilisé pour mesurer ? Il est indispensable de distinguer

a) Popération de mensuration (ou, suivant Littré, de mesurage),
b) le résultat de cette opération qui est un nombre que nous allons nommer la mesure,

¢) T'objet, concret ou abstrait, qui est utilisé suivant certaines régles pour 'opération
de mensuration et que nous nommerons unité de mesure.

d) Une grandeur est attachée aux objets (concrets ou abstraits) d’une famille que
I’on a mesurés suivant les régles précisées : on mesure par exemple la longueur, le volume,
le poids d’objets : longueur, volume, poids, sont des grandeurs attachées a la famille
de ces objets.

Remarque : Dans ce sens, qui est celui qu'introduit Lebesgue, grandeur est synonyme
de quantité si ce mot a un sens précis. Dire « grandeur mesurable » est un pléonasme.

Savoir quels objets seront mesurables du point de vue de chaque grandeur (longueur,
volume, ...) est un probléme essentiel si 'on veut dépasser un stade trés élémentaire.

Mais qu’avons-nous dit par 'expression « le résultat de 'opération est un nombre ? ».
Au départ, il s’agit d’entiers naturels, mais cet ensemble apparait vite comme insuffi-
sant. Il faudra créer des ensembles plus riches et, finalement, pour satisfaire aux
besoins de mensuration dans des cas suffisamment généraux, il faudra introduire Uen-
semble des nombres réels.

Tous ces termes d’un vocabulaire technique ne peuvent étre définis qu’a la fin d’une
longue étude, en conclusion, quand les notions seront pergues dans toute leur généralité,
ou du moins, dans une généralité qui nous suffit au niveau considéré. Nous énoncerons
au fur et & mesure quelques aspects d’une définition que nous approcherons sans atteindre
vraiment la conception moderne, savante de ces notions.

Mais nous savons déja qu’il s’agit de délimiter un ensemble d’objets et un procédeé de
mensuration avec une unité pour en déduire un nombre.
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CHAPITRE |

OPERATIONS
PHYSIQUES
DE MENSURATION

§ I. ETUDE EXPERIMENTALE IMMEDIATE.

A) Longueurs.

Partons d’un ensemble d’objets « allongés » que nous nommerons « baguettes ».
Rappelons rapidement le mode opératoire.

1) Une relation d’équivalence est définie: On rapproche les baguettes soit en les
plagant « cdte & cdte », soit en faisant « le petit banc ».

Nous distinguons ainsi dans le matériel des baguettes équivalentes en longueur
A = B (longueur).

/ 1
A \ B A s
\ / §ase
T e s
FiG. 1.

D’ol une répartition des baguettes de notre matériel en classes d’équivalence en lon-
gueur.

2) Entre baguettes non équivalentes en longueur est définie la relation « étre plus
courte que » et son inverse, « &tre plus longue que ».

« C plus courte que D » sécrit Coc D
équivaut 3
« D plus longue que C » qui s’écrit D o C

c@o c D
o

o P
FiG. 2.

Notions de mesures et nombres réels 2
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C’est une relation qui se transfére aux classes d’équivalence et, qui permet de définir
une relation d’ordre entre les classes. Nous dirons «la longueur des baguettes de la
classe qui contient C est plus petite que celles des baguettes de la classe contenant D ».

Ceci permet d’attribuer aux classes formées avec notre matériel des numéros par
« ordre de grandeur croissante », 1, 2, 3, 4, 5, par exemple.

On gerit. 1 <2 < i e,

3) Une addition est définie dans I'ensemble des classes par une expérience de « mise
bout 4 bout » des baguettes. Il s’agit bien d’une opération entre classes car le choix des
baguettes dans chaque classe n’intervient pas.

o

Fic. 3.

Si les classes sont numérotées respectivement p, g, r, addition sera indiquée
p+qg=r (p plus g égale r).
Mais si nous exigeons les conditions
1+1=2, 24+41=3, 34+41=4, etc.,

il faut un matériel trés particulier, fait expres, fait « sur mesure », a partir de la plus
petite longueur. Le matériel est alors gradué de sorte que les longueurs soient les mul-
tiples successifs de la plus petite, celle qui a le numéro 1 et qui est Punité fondamentale
de notre matériel : 1, 1.2=2, 1.3=3, .., l.k=k.

4) Avec un matériel bien gradué assez riche, chaque nombre entier utilisé est ainsi
associé & une classe de baguettes. Nous disons que cet entier est la mesure en longueur
des baguettes de cette classe avec 'unité considérée.

Mais chaque baguette, de mesure p par exemple avec 'unité fondamentale, peut €tre
utilisée comme unité pour un ensemble de longueurs qui sont les multiples de p, longueurs
notées

Py D2, 9.3, eto

Ainsi s’introduit la situation du changement d’unité : la baguette 4 ayant la longueur
unité fondamentale, B celle de 'unité dérivée, C celle d’une baguette mesurable avec B,
nous déduisons des entiers p et k le produit p.k. Nous écrivons

long,(B) = p

longy (C) = k = long ,(C) = p.k.

long ,(4) =1 {
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La régle du changement d’unité est ainsi donnée dans la situation étudiée, par :
long, (C) = long, (B).long, (C).

5) Dans un matériel bien gradué a partir de la baguette A, prenons P pour mesurer
une seconde baguette Q. Deux cas peuvent se présenter :

1¢T cas. La longueur de Q est un multiple de celle de P. Il existe alors un entier n
tel que \

long, (Q) = long, (P).n, donc long, (Q) =n.

2¢ cas. La longueur de Q est comprise entre deux multiples consécutifs de la longueur
de P. (Ceci suppose un matériel suffisamment riche, ayant des baguettes assez longues.)
Alors il existe un entier # tel que

long, (P).n < long, (Q) < long, (P).(n + 1).

Dans ce cas, Q n’a pas de longueur avec 'unité P, mais puisque @ appartient au
matériel elle a une longueur avec I'unité fondamentale A, et peut étre aussi avec quel-
ques autres unités dont sa longueur est multiple.

b) Mais adjoignons une baguette R & notre matériel gradué, R n’étant équivalent 2
aucune des anciennes baguettes. R n’a pas de longueur dans notre matériel primitif
mais, si celui-ci contient des baguettes assez longues, il existe un entier n, mesure d’une
baguette P, n + 1 étant mesure d’une baguette P’ assurant

Poc Roc P, long,(P)=n, long,(P)=n+1.

Nous nommerons n et n + 1 respectivement longueurs inférieure et supérieure de R
avec 'unité 4. (Nous ne pouvons pas dire « valeurs approchées » puisqu’elles seraient
approchées de rien !}

Si nous disposons d’un matériel gradué 2 partir d’une unité trés petite, le nombre 7
fournira un renseignement pratiquement suffisant ; encore faut-il pouvoir distinguer P
de P’. Nous obtenons un encadrement satisfaisant avec une unité perceptible.

B) Exemples analogues.

L’¢tude des objets en poids se fait au moyen d’un instrument spécial, la balance par
des manipulations convenables bien connues. On définit entre les objets d’une collection
Véquivalence en poids, puis, entre les classes d’équivalence, une relation d’ordre total.
Un matériel bien gradué conduit & la mesure des poids de ce matériel. On utilise les
mémes notations que pour les longueurs.

« A et B équivalents en poids », A = B (poids) ,
« A plus 1éger que B », A oc B (poids) ,
« B plus lourd que A4 », A 2 B (poids),
« n est la mesure du poids de P avec I'unité 4 », poids, (P) = n.

De méme introduit-on les capacités de récipients par une manipulation oll Pon verse
de Peau d’un vase dans un autre. Ou bien on introduit des quantités de chaleur (par
des poids de glace fondue), etc. Il en est ainsi de tout ce que le physicien nomme une
quantité et que nous nommerons une grandeur.
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C) Les cardinaux.

Les objets qui constituent notre matériel sont ici des collections. L’opération qui définit
Péquivalence est la bijection. Malgré le fait que la bijection entre deux collections décla-
rées équivalentes ne soit pas unique, nous constatons qu’il n’y a pas de contradictions
a définir I’équivalence par I’existence d’une bijection, et d’en déduire une relation d’ordre
par Pexistence d’une bijection d’un ensemble sur un vrai sous-ensemble de I'autre. Cette
équivalence, cette relation d’ordre total entre classes sont dites « en cardinal » (comme
nous disions « en longueur » ou «en poids »). L’opération ensembliste de réunion de
deux collections disjointes définit la somme des cardinaux.

Ainsi, le cardinal est une mesure des collections. Seulement ici, il y a une unité fonda-
mentale naturelle, dite unité absolue : la classe des collections ne comportant qu’un
unique élément, ce qu'on nomme parfois un singleton. Avec cette unité, toute collection
a un cardinal. L’ensemble des cardinaux se nomme ensemble des entiers naturels noté N.

§ II. ETUDE PHYSIQUE THEORIQUE.

A) Hypothése atomique.

Nous venons de voir que, dans I’étude des collections du point de vue du cardinal, il
existe une unité absolue. Pour ce sujet, ensemble N répond complétement au pro-
bléme de la mesure. Si Pon change d’unité, on est conduit a considérer des couples
d’entiers naturels, éléments de N x N que ’on nomme des fractions. Nous n’en parle-
rons pas ici, n’ayant pas en vue une étude particuliere des entiers et couples d’entiers.

Lorsqu’il s’agit de longueurs, poids, etc., une unité absolue existe-t-elle ? L’expérience
nous permet de choisir des unités trés petites suivant ce que distingue le dispositif
utilisé, de sorte que I’encadrement par les entiers est toujours satisfaisant pratiquement,
compte tenu de Pinévitable approximation. Sur le plan théorique de la mesure exacte
d’un étre bien défini, si la nature de I’espace et de la matiére est granuleuse, atomique
au sens des philosophes antiques, 'atome détermine les unités absolues : sa dimension
est 'unité de longueur, ou de volume, sa masse 'unité de masse, etc. Une telle concep-
tion est 4 la base de la géométrie dite de Thalés. Alors, comme pour les cardinaux,
Pensemble N des naturels suffit en théorie, avec obligatoirement, pour I'usage d’unités
a notre échelle, les couples d’entiers, les fractions.

Si deux étres sont & comparer du point de vue d’une espeéce de grandeur, leur longueur
par exemple, la recherche d’une unité convenable aux deux (parties aliquotes communes)
se fait au moyen de I'algorithme d’Euclide par soustractions successives, conduisant
aux divisions euclidiennes

mes (4;) = p.mes (Ay4q) + mes (A;42) .

Dans I’hypothése atomique, le processus s’arréte au plus tard quand il aboutit &
Patome, cas ou le reste est nul par définition. Ainsi, démontrer que sur certains exemples
cet algorithme n’a pas de fin, c’est prouver que la théorie atomique est contraire a la
théorie dans laquelle la démonstration est faite. C’est ainsi que fut prouvée I'incompa-
tibilité de la géométrie euclidienne classique et de I'hypothése atomique d’aprés la
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comparaison de la diagonale d'un carré et du c6té de celui-ci. (Voir la note I en fin de
la 17e partie.) Ayant opté pour la géométrie euclidienne avec le théoréme de Pythagore,
base de sa métrique, nous sommes conduits au point de vue suivant.

B) Hypothése de continuité.

Nous adoptons I'hypothése contraire aux précédentes, celles d’une matiére, d’un
espace continu, qui nie I'existence d’unités absolues.
Exposons ceci sur 'exemple des longueurs.

1) Unités dérivées et nombres a virgule.

a) Tout segment peut étre divisé en n parties équivalentes en longueur quel que soit
Ientier n.

Cet axiome peut étre appauvri et assurer I’existence seulement de la moitié de tout
segment : supposant donc n = 2, le partage se fait en 2, 22, 23, ..., 2, ... parties égales.

Ce nombre 2 apparait comme privilégié en géométrie euclidienne, le partage d’un
segment ou d’un angle en deux parties égales est faisable par une construction  la régle
et au compas, ce qui, pour une pensée platonicienne, était preuve d’existence. — Cet
argument n’a plus de valeur pour nous, I’'axiome pouvant étre choisi librement.
Choisir ainsi 2 ou 3 permet de suivre visuellement les opérations assez longtemps ce
qui est favorable a 'intuition.

b) L’idée féconde, introduite bien tardivement, en 1792, par la Convention consiste
a associer le systéme d’unités dérivées et la base de la numération de position étendue aux
nombres a virgule introduits par Stévin en 1585.

La numération en usage étant & base dix, nous adoptons pour la pratique les unités
dérivées de I'unité fondamentale choisie par division de celle-ci en dix, cent, ... parties
égales.

Mais dans une étude théorique il est souvent commode d’utiliser la division des
unités en deux, donc aussi la numération binaire. Parfois les bases 3 ou 4 sont
indiquées (cf. notes II et III, fin de la 1*e partie).

Adoptons ici la base dix. La suite des valeurs d’encadrement dans la recherche d’une
mesure sera par exemple :

(=)
(=)

,..

[

o O O O
N o=

[ I

T W
NN N0
e

ISERSEENIES
W N
WWWW
~

Nous noterons cette suite (a;, b;).

L’ensemble des nombres & virgules (base dix) ayant un nombre fini de chiffres déci-
maux sera notée D (la lettre a rappelant qu’il ne s’agit que de nombres sans convention
de signes, nombres absolus, nous réservant plus tard d’introduire les relatifs (positifs
et négatifs).
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¢) Etude de D°, ensemble des décimaux absolus.

1) Chaque élément de cet ensemble comprend éventuellement une partie entiére, et
une partie décimale de k chiffres. Ce nombre k de chiffres décimaux est déterminé si
I’on convient de ne pas laisser subsister de zéros 2 la droite de la partie décimale comme
le nombre de chiffres d’un entier est déterminé si ’on convient de ne pas écrire de zéros
a4 gauche des « chiffres significatifs ». Pourtant, Pexemple qui précéde le montre, il peut
étre utile d’écrire par exemple 37,4 sous la forme 37,40. Ceci en particulier pour utiliser
la remarque : On peut toujours écrire deux nombres décimaux sous une forme telle qu’ils
aient le méme nombre de chiffres décimaux. Nous noterons de telles écritures g, et b,
s’il y a k chiffres décimaux.

2) L’ensemble D° est totalement ordonné. En accord avec Pordre dans N, deux
nombres s’étudient sous la forme a, et b, ramenée par changement d’unité & 10*.4, et
10%. 5, qui sont des entiers.

3) L’ensemble D* est partout dense, c’est-a-dire quentre deux décimaux il en existe
toujours un autre (et par conséquent, par répétition, une infinité d’autres). En effet, si,
entre a, et b, n’existe pas d’élément ¢, il existe des éléments ¢, ,. Par exemple, entre
37,40 et 37,41, c’est-a-dire entre 37,400 et 37,410 existent 37,401 ; 37,402 ; ... ; 37,409.

4) Dans I’ensemble D* sont définies des opérations, addition et multiplication avec
les mémes propriétés que dans N (associativité, commutativité, distributivité de la
multiplication sur 1’addition).

(L’étude en est rejetée en deuxiéme partie de cet ouvrage.)

2) Introduction de R®, ensemble des réels absolus.

Si quelque définition théorique de la grandeur B a partir de 'unité 4 est donnée, la
suite (g, b,) peut se poursuivre indéfiniment. Nous disons, par définition, qu’une telle suite
définit un nombre réel absolu, décimal illimité, dont la suite des chiffres décimaux est
déterminée de proche en proche par les chiffres des valeurs a,, car tout chiffre introduit
dans g, subsiste dans les nombres ultéricurs lorsque k& augmente. Nous écrirons par
exemple 37,406 52..., mais ce nombre n’est défini que si quelque loi détermine effective-
ment la suite des chiffres, donnant une signification précise aux points de suspension.

En particulier, on rencontre des suites périodiques, dans des nombres tels que 0,333...
ou 37,406 06..., mais il faut indiquer la période (ici 3, ou 06).

Exception. 1) Les nombres g, deviennent indépendants de k si la période de la
suite des chiffres est 0. Si cette période est 9, c’est au contraire b, qui devient indépen-
dant de k. Exemple :

D 2,6 \ 2.7 E 1) 2,5 2,6
2,60 ‘ 2,61 2,59 2,60
2,600 2,601 2,599 \ 2,600
|

2,600 0 | 2,600 1 2,599 9 \ 2,600 0

Nous allons voir, dans le paragraphe qui suit, que nous devrons considérer ces deux
suites d’encadrements comme définissant le méme décimal 2,6. Cette €criture n’apparait
pas sur les g, de la suite II ; cette suite sera considérée comme une forme impropre pour
définir 0,6 et nous ne 'utiliserons pas. Grace a cette convention, un méme nombre ne
peut &tre déterminé par deux suites (ay, by).
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Enfin remarquons bien que la différence entre deux consécutifs a, et b, est 0,000...01
avec k chifires décimaux ; nombre qui s’écrit aussi 10™%. Pour k assez grand, ce nombre
est plus petit que tout décimal choisi.

Rappelons que tout ceci est valable pour les nombres 4 virgules écrits en base choisie
quelconque, seul le vocabulaire étant par endroit & modifier.

§ III. LA DROITE REELLE ET I’ENSEMBLE R DES REELS.

By

Etudions d’un point de vue abstrait le passage de N et D* 3 R ensemble des réels
absolus.

1) Pour décrire N nous utilisons une image géométrique, un ensemble d’éléments
nommeés points, formant la demi-droite entiére D". Aux nombres entiers naturels g, b, c, ...
sont ainsi associés des points que nous nommerons par les lettres grecques associées
o, B, 9, ..., au début du moins, car avec un peu d’habitude on peut convenir de donner
le méme nom au nombre et 4 son image.

Entre les couples de points est introduite une relation d’équivalence « = » telle
que, supposant a < b,

q
b

88

oo

(@, p) =

Tout couple («, ) permet de définir une fonction nommée translation a droite
T:y—J définie, pour tout point y correspondant & ¢ > q, par (o, f) = (3, J).
Ceci permet de définir & partir de (o, ;) une suite de points §,, B,, ... par

(@ B1) = By, B2) = (B2, B3) ..

(C’est ce que nous exprimions par « mettre bout a bout ».)

o By l?z ’?3

Y

y,6) équivauta (o, y) = (8,0).

1 1 1

&

a b, b, by

Le nombre naturel n est la mesure de (x, 8,) 'unité étant («, B,), et aussi la mesure
de tout (y, J) équivalent & («, S,).

On nomme homothétie de centre o et de rapport n e N la fonction f: y — 9" définie
par mes (o, ") = n.mes (a, y).

Nous avons ainsi décrit la « demi-droite entiére », image de N. Ceci compris, nous
allons confondre les notations entre nombre et point image.

2) Enrichissement de la demi-droite en points.

a) La demi-droite D étant graduée & partir de a par les « points entiers » by, b,, ..., by, ...

il existe d’autres points m, avec respect de l'ordre total, accessibles grace a I'axiome
suivant :

AXIOME D’ARCHIMEDE. Le couple (a, b,) étant donné, a tout point m est associé un
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entier naturel k, tel que m soit en by ou bien entre b et by, ,. C’est dire que I'unité arbi-
trairement choisie suffit pour assurer I'encadrement de tout point de la demi-droite.

b) AXIOME DE DENSITE. Entre deux points quelconques de D il en existe d’autres. Il nous
faut créer avec précision de tels points. Si ’on a en vue une numération de base b (par
exemple dix), on adoptera ’axiome :

Vp, Vq, il existe m tel que mes (p, q) = b.mes (p, m).

Nous verrons plus loin que le choix de la base n’importe pas. Aussi adopte-t-on en
général I’axiome sous la forme :

AXIOME DU MILIEU. Tout couple (p, q) a un milieu, point m défini par
(p, m) = (m, q), ou aussi bien mes (p, q) = 2.mes (p, m).

Il en résulte qu’il y a une infinité de points entre deux points donnés. On nomme
intervalle fermé [p, q] 'ensemble des deux points p et g et de tous les points entre p et g.
Excluant les deux points extrémes, on obtient I'intervalle ouvert 1p, g[.

Ceci nous fournit la graduation nécessaire pour introduire les nombres a virgule et
la distance entre deux, p, g, d’entre eux C’est-a-dire mesure de [p, g] et aussi bien de
1p, g notée g — psiq > p.

Cette différence g — p se nomme aussi longueur de lintervalle, D’aprés ’axiome d’Ar-
chimede, I’ensemble des nombres obtenus suffit pour fournir les encadrements de tout
nombre dont I'image est un point de D.

¢) AXIOME DES INTERVALLES FERMES EMBOITES. C’est 1'axiome créateur qui nous
manque encore : Considérons une suite infinie d’intervalles fermés, chacun inclus dans
le précédent :
[y, v1] 2 [uy, v,] 2 [us, 3] 2 = 2 [u,, v,]

suite dite « d’intervalles fermés emboités ».

D’aprés les axiomes, nous savons qu’il est possible d’obtenir de telles suites sans
€tre arrété par un intervalle vide ou réduit & un point.

Nous disons que la longueur de 'intervalle [u,, v,] « fend vers zéro » pour exprimer
que, quel que soit le nombre e, il existe un entier p tel que # > p entraine v, — u, < e.

Ve, JpeN: n>p=v, —u,<e

(Au lieu de la lettre e, on emploie traditionnellement la lettre grecque &, « epsilon »).
Nous pouvons maintenant énoncer I’axiome :

Toute suite d’intervalles fermés emboités dont la longueur tend vers zéro détermine un
nombre et un seul appartenant @ tous ces intervalles.

L’ensemble de ces nombres est ’ensemble des réels absolus R°.

3) Conségquences.

a) Une base de numération choisie, toute suite (a,, b,) définie au § II répond bien a
Paxiome précédent, donc définit un élément de R®.

Inversement tout élément r € R* qui a été défini par des intervalles [u,, v,] peut I'étre
par une suite (@;, b,) la base de numération étant choisie. En effet chaque [u,, v,] est
contenu dans un [a,, b,] pour n assez grand et contient un [a,, b,] pour g assez grand.
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b) L'ensemble R® est totalement ordonné. En effet, deux éléments r et r' définis res-
nectivement par les suites (a,, b,) et (a,, b;) ne sont distinctes que si, pour k assez grand
lzs suites sont distinctes : & partir d’un tel stade, on aura,

soit a, < b, < @, < by, alors on pose r < r';
soit  a; < by < @ < by, alors on pose r’ < r.

¢) Bornes. Un sous-ensemble 4 < R* est dit majoré s’il existe un nombre m supérieur
ou égal a tous les éléments de A4 :

VYaec A, mz2za.

Un tel nombre m est dit un majorant de A. Evidemment, tout nombre plus grand
gue m est aussi un majorant de ce sous-ensemble.

THEOREME : L’ensemble M des majorants posséde un plus petit élément. Ce plus petit

majorant se nomme /a borne supérieure de A.

By

Démonstration : Une base étant choisie, soit D, ’ensemble des nombres a virgule
ayant k chiffres aprés la virgule. Puisque A est majoré, il existe un élément g, et son
successeur b, tels que a; € 4, b, ¢ A, donc b, € M.

Il se peut qu’a un certain stade g, appartienne aussi & M, c’est-a-dire soit le plus
grand élément de 4. Alors g, est Ia borne. Sinon, la suite ne s’arréte pas, c’est-a-dire
que A n’a pas de plus grand élément appartenant & D, pour une valeur de k. Mais la
suite infinie détermine un nombre r qui est la borne cherchée. Si r e A4, c’est le plus
grand élément de 4 et re A N M. Sir ¢ A, 'ensemble 4 n’a pas de plus grand élément,
mais r € M ; c’est le plus petit élément de M.

d) Extension de R® a R. Opérations dans ces ensembles.

Il nous faudrait maintenant introduire les nombres relatifs positifs et négatifs, élé-
ments de R dont les valeurs absolues sont les éléments de R“.

11 faudrait aussi introduire les opérations, addition, multiplication et les opérations
inverses, soustraction et division.

Nous rejetons cette étude en seconde partie, ayant en vue ici 'étude des mesures.
Nous allons voir bien vite qu’il nous fallait, pour Pentreprendre, au moins énoncer les
propriétés de R Nous admettons les propriétés bien connues des opérations, ren-
voyant a la seconde partie pour voir le passage des opérations dans les décimaux aux
opérations dans R.




CHAPITRE 1l

MESURES
D’ENSEMBLES

Nous avons vu que le cardinal d'une collection d’objets est une mesure attachée a
cette collection. D’autre part, nous avons attaché une longueur a un objet (baguette),
la mesure étant déterminée une fois choisie I'unité. De méme pour les mesures de poids,
de volumes, etc. La définition de la somme des mesures montre que si Uobjet est décom-
posé en objets partiels, la mesure de I’objet primitif est la somme des mesures des parties :
Pobjet est ainsi considéré comme ensemble de parties; en géométrie, on considére
les figures comme ensembles de points pour attacher longueur, aire ou volume. La
physique est aussi habituée a considérer, pour I’étude des poids, ’objet comme ensemble
de « points matériels ». Nous sommes ainsi conduits & un point de vue ensembliste,
et les mesures vérifient, pour des ensembles 4 et B disjoints

mes (4 U B) = mes (4) + mes (B) .

C’est la condition fondamentale, I’axiome que nous adoptons pour définir les mesures
d’ensembles.

En particulier, nous avons défini un intervalle [a, b] fermé comme I’ensemble des
nombres vérifiant a < x < b et nous avons nommé longueur de cet intervalle le nombre
b — a (en supposant b > a). Cette définition satisfait a la condition écrite. Nous avons
le droit de considérer la longueur comme une mesure de I'intervalle. Nous attribuons
la valeur zéro a un ensemble ne comprenant qu’un élément, de sorte que les mesures
d’un intervalle ouvert et de I’intervalle fermé de mémes extrémités sont égales.

§ I. MESURES UNIDIMENSIONNELLES. LONGUEURS.

Une mesure d’un ensemble £ inclus dans R est dite unidimensionnelle ; nous la
considérons aussi bien comme mesure de son image ponctuelle dans la droite réelle
D image de R.

A) Réunion finie d’intervalles inclus dans R.

1) Nous connaissons la longueur d’un intervalle, seule mesure que nous attachons
ici 4 cet ensemble, renvoyant au chapitre IV Pintroduction d’autres mesures. La condi-
tion fondamentale détermine la longueur a attribuer a toute réunion d’un nombre fini
d’intervalles deux & deux disjoints : c’est la somme des longueurs des intervalles, termes
de la réunion.

Comme [a,b] = la,b[u{a}u{b} etque mes{a} =0 et mes {b} =0,
la, b] = la, b[ = [a, b[ = ]a, b] .
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1l sera souvent commode pour parler d’ensembles disjoints d’écrire par exemple
des intervalles ne comprenant que 'extrémité de gauche :

a<c<b, [a,bl=1[ac[uleb].

2) Réunion finie d’ensembles non disjoints. Soient 4 nombres a, b, ¢, d, en supposant
a<b<c<d et soit E=la c[ulb,d]. Par définition E = [a, d[. Posons pour
plus de clarté

A=1Jac[, B=1[bd dou [b[=4nB

donc
mes(d)=c—a, mes(By=d—b, mes(AnB)=c—b
et
mes(E)=d—a=({d—-5b)+(c—a)—(c—b)
par suite

mes (4 U B) = mes (4) + mes (B) — mes (4 N B) |. @D

Cette formule (I) qui généralise la formule concernant les intervalles disjoints est
bien vérifiée dans le cas étudié précédemment des cardinaux et dans les études intuitives
concernant les autres grandeurs. Nous la prenons comme axiome fondamental de la
notion de mesure. Posons d&s maintenant les exigences: étant donné une famille
d’ensembles, les mesures sont des nombres absolus (éléments de R*) qui satisfont a (I).

Opérant de proche en proche nous savons donc déterminer la longueur de toute
réunion finie d’intervalles.

3) Nous nous bornons & des sous-ensembles bornés de R, c’est-a-dire inclus dans
un intervalle donné E < ]a, b[, intervalle ouvert par exemple. M&me un tel ensemble
n’est pas forcément une réunion finie d’intervalles et de points isolés (ensembles d’un
seul élément).

Si un tel ensemble E a une mesure celle-ci est au plus égale a b — a, mais il n’est pas
certain qu’elle existe.

Pour nous ramener au seul cas connu, nous considérons, d’une part une réunion P
d’intervalles disjoints recouvrant E (il existe au moins la, b[ lui méme) et d’autre part
une réunion Q d’intervalles disjoints tous inclus dans E. S’il n’en existe pas, nous pren-
drons Pensemble vide en lui attribuant la mesure zéro.

Ainsi, Q € E < P, P et Q ayant respectivement des longueurs p et g, ¢ < p. Si
Pon veut attribuer une mesure 4 £, soit le nombre x, il faudra assurer g < x < p.
Ainsi (p, g) est un encadrement.

Pour diminuer autant que possible 'imprécision, il faut considérer une suite d’en-
sembles Py, P;, P,, ... chacun inclus dans le précédent P, > Py o P, o -+ 2 E de

mesures décroissantes Do = D1 = Do oo
et une suite d’ensembles Q chacun inclus dans le suivant, dont les mesures sont crois-

santes : OpcQ,cQ,ccE et go<qy<g,<--
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Si donc x existe, il doit appartenir 4 I'intersection de tous les intervalles emboités
fermés

[90> Dol = [91, P1] (92, P2] 2 =

1e* cas. La suite considérée (g, py) est telle que la longueur Pr — g, tend vers zéro.
Alors la suite définit un nombre x € R® qui, seul peut &tre acceptable comme mesure
de E. On vérifie qu’il satisfait bien 2 la relation I. On dit alors que E est mesurable et que
sa mesure est x. Toute suite (Q}, P;) soumise aux mémes conditions donnerait ce méme
nombre x, seul élément de intersection de tous les ensembles fermés.

28 cas. Pour prouver qu’un ensemble E n’est pas mesurable, il faut prouver qu’il
n’existe aucune suite (g, p;) telle que la longueur tende vers zéro. Pour cela il faut
considérer 'ensemble & de toutes les réunions finies P d’intervalles disjoints formant
recouvrement et 'ensemble O de toutes les réunions Q incluses dans E. Toutes les mesu-
res p sont supérieures aux mesures ¢ ; elles ont donc une borne inféricure qui est au
moins égale 4 la mesure que nous recherchons. Nommons s(E) cette borne. De méme
Pensemble des mesures g, majoré par les nombres p, a une borne supérieure au plus
égale au nombre cherché : nous la nommons i(E). On a donc

i(E) < S(E).

Dans le cas de I’égalité i(E) = s(E), 'ensemble E est mesurable et sa mesure est
x = i(E) = s(E) = mes (E).

Dans le cas i(E) < s(E), 'ensemble E n’est pas mesurable. Les nombres i(E) et s(E)
sont cependant intéressants ; on les nomme respectivement mesure inférieure et mesure
supérieure de E, ou encore, d’aprés I'image géométrique, mesure intérieure et mesure
extérieure de E.

Remarquons qu’il suffit de supposer P et Q réunions finies d’intervalles pour assurer
quils sont mesurables. Ceci permet de concevoir I'importance d’une propriété que
peut avoir un ensemble, la compacité : un ensemble E est compact si de tout recouvrement
par des ouverts on peut extraire un recouvrement par un nombre fini d’ouverts (Condi-
tion de Borel-Lebesgue).

Ayant ainsi apergu les difficultés qui peuvent se présenter pour définir la longueur,
mesure d’un ensemble E inclus dans R, nous nous assurerons dans les cas simples qui
se présenteront que les conditions imposées sont vérifides.

Exemple. Soit le segment [a, b] pris comme unité. Utilisons la base de numération
deux et considérons les points définis par am, = m; b = 0,1, my n, =m, b=0,01...
m,_ym, = m, b = 0,00--01, avec r chiffres aprés la virgule.

| 1
1 |
a my my hig

—| ———

L’ensemble E considéré est
E = [a,m][ v [my, my[ U [my, my[ ..U [m,_, m,[ U ...

réunion d’une infinité d’ensembles disjoints.

Nous pouvons prendre P, = [a, bl et O, = [a, m;] de mesures p, = 1et . = 0,111...1
avec k chiffres apres la virgule. Ainsi p, — ¢, = 0,000, ..., 01 avec k chiffres apres la
virgule, différence qui tend vers zéro. Le nombre 1 est le seul nombre appartenant aux
intervalles fermé [gy, p,] ; nous concluons donc mes (E) = 1, ce qui est bien conforme
a Dintuition,
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Sous une autre forme la longueur de E est
2714272427 e 4 2R e = 1

Ainsi s’introduit une série, somme d’un nombre infini de termes, série convergente
car elle définit un nombre.

Voir aussi 'exemple de I'ensemble triadique de Cantor (Note I 4 la fin de la premiére
partie).

I1 peut sembler que de telles situations sont artificielles et que leur introduction n’est
qu'un jeu. Mais au contraire Iobligation de telles conceptions s’impose dans la
suite, en particulier dés 1’étude des aires.

§ II. MESURES BI-DIMENSIONNELLES, MULTI-DIMEN-
SIONNELLES (AIRES PLANES, VOLUMES).

11 s’agit ici de définir des aires planes. (Les autres mesures bi-dimensionnelles seront
abordées au chapitre 4.)

Qu’il y ait une liaison entre aire et longueur est bien mis en évidence par I’histoire de
Didon : devant délimiter une surface 4 l'aide d’une seule peau de beeuf, la reine la fit
découper en une étroite laniére, si longue qu’elle put délimiter un domaine assez étendu
pour y construire Carthage. C’est un aspect qui s’impose dans nos classes ot enfant
distingue mal ces deux notions : un quadrilatére articulé par exemple, dont le périmétre
est invariable délimite-t-il une région d’aire constante ? Sinon, quelle est la plus grande ?
De tels problémes appartiennent au chapitre mathématique nommé Calcul des Varia-
tions. Nous ne I’aborderons pas ici. Il nous faut bien toutefois faire découler une mesure
bi-dimensionnelle, une aire, des mesures unidimensionnelles, des longueurs, mais ces
derniéres seront attachées & des ensembles rectilignes, sous-ensembles de R, et, par

conséquent, a la mesure élémentaire : la longueur d’un segment de droite, mesure d’un
intervalle dans R.

Le domaine élémentaire auquel nous allons tout d’abord attacher une aire est le
produit ensembliste de deux intervalles, E = [a, b] x [c, d], C’est-a-dire I'ensemble des
couples (x, y), x € [a, b], yelc, d].

La représentation cartésienne est celle d’un parallélogramme si les axes sont quel-
conques, un rectangle si les axes sont rectangulaires. S’ils sont orthonormés, ¢’est-a-dire
rectangulaires avec méme unité de longueur valable dans tout le plan, il s’agit de géo-
métrie euclidienne métrique ou le théoréme de Pythagore détermine la distance de
deux points quelconques. Bien que ce ne soit pas utile au départ nous nous plagons
dans ce cas et d&s le début, parlons de carrés. Non seulement sera assurée linvariance
des aires aprés translation, ce qui résulte de I'invariance de la longueur par translation
dans R, mais encore se posera la question de I'invariance par rotation, ce qui est exigé
par le physicien qui s’occupe de corps solides.

A) Domaines ayant une aire.

Nous supposons donc le plan repéré en axes orthonormés.

1) Considérons le réseau C des carrés dont les sommets ont des coordonnées entiéres
de signes quelconques (éléments de Z). Ces carrés [p, p + 1[ x [g, ¢ + 1[, pel, qgel,
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sont deux a deux disjoints ; ils se déduisent les uns des autres par des translations.
Nous leur attribuons la mesure bi-dimensionnelle 1. Ce sont les carrés unités de surface.

2) Subdivisons ces carrés en partageant les cOtés en parties égales. Adoptons la
division par deux, et, donc, I’écriture des nombres en numération en base deux. Aux
stades successifs, les mailles auront pour sommets les points de coordonnées

z.2'; 22%; 2.2%;:...2.9% ..zeZ, ksN.

Chaque carré primitif [p, p + 1[ x [g, ¢ + 1] est, au k-iéme stade, réunion de 22*
carrés [p".27% (0" + D27 x [¢".27%, (¢’ + 1) i

A chacun de ces carrés est donc attribuée I'aire 2~ 2%, en conformité avec la formule
que nous rappelons

mes (4 U B) = mes (4) + mes (B) — mes (4 N B). @D

3) Considérons maintenant un ensemble E borné, ¢’est-a-dire inclus dans un domaine
€lémentaire connu: E < Ja, a’[ x 1b, b'[.

Nous considérons la suite des réseaux de carrés G, k € {1:2 ).

a) Si E est réunion de n carrés du réseau C, son aire est mes (E) = n.2" 2,
et nous vérifions immédiatement que, pour la famille d’ensembles considérés, la
formule (I) est vérifiée.

b) Dans le cas général, nous considérons dans C, la réunion Q,(E) des carrés inclus
dans E et la réunion P(E) des carrés ayant au moins un point commun avec E, donc
formant un recouvrement. Ces ensembles ont respectivement des aires pretg:

OE)S Ec P(E), ¢, = mes(Qy), D =mes(P), q, <p;.

Pour diminuer Iimprécision, il faut considérer la suite des réseaux de plus en plus
fins, d’ou

OE) s O EccEc P, P

1

ce qui introduit la suite des nombres
Gky S Gk, S S Pr, < Py -

Si la différence py, — g, tend vers zéro quand k, augmente indéfiniment, un nombre
élément de R® est défini par cette suite (g, p,). Cest la mesure que nous attribuons & E.

Il est clair que nous aurons chance d’obtenir une mesure si £ est délimité par un
contour de forme suffisamment simple pour que le domaine P, ~ 0, qui le recouvre
contienne peu de carrés. Cette intuition devrait étre précisée. Nous donnons seulement
une idée des difficultés qui peuvent se présenter dans la Note III.

D’une fagon générale, au lieu des suites, nous considérons I’ensemble des mesures p
des réunions finies de carrés formant un recouvrement et I’ensemble des mesures q
des réunions finies de carrés incluses dans E. Le premier de ces ensembles de nombres a
une borne inférieure s(E) et le second ensemble a une borne supérieure i(E), avec
i(E) < s(E). Si ces bornes sont égales elles définissent la mesure cherchée

mes (E) = i(E) = s(E).

Si ces bornes sont inégales 'ensemble E n’a pas d’aire, il n’est pas mesurable ; alors
les deux bornes sont dites respectivement mesures inférieure et supérieure de E (ou
encore, mesures intérieure et extérieure de E).

Un domaine auquel nous pouvons ainsi attribuer une aire est dit quarrable.
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¢) Cet exposé peut étre repris dans I’espace 4 trois dimensions R® ou méme dans R”;
les « carrés » deviennent « cubes» ou « pavés» Un domaine auquel une mesure,
aire, volume, hypervolume est ainsi attribuée est, d’une fagon générale dit cubable ;
nous pouvons adopter ce mot pour I’énoncé des théoremes généraux.

B) Théorémes.

Les définitions qui précédent sont les seules compatibles avec les conditions néces-
saires imposées. Il faut les justifier par les propriétés qu’elles assurent aux mesures.
Enongons d’abord ces théorémes.

1) Si A et B sont cubables, alors A U B et A 0 B le sont aussi et les mesures vérifient
mes (4 U B) = mes (4) + mes (B) — mes (4 N B). ¢

2) Etant donné un ensemble E, si, quel que soit le nombre absolu e donné il existe des
ensembles cubables A et B vérifiant

AcEc B, mes(B) —mes(4) <e,

alors E est cubable.

Ce théoréme s’emploie continuellement : on choisit 4 et B dans une famille dont
I’étude est bien connue, en général celle des polyédres, et il permet d’éviter de recourir
aux réseaux de pavés qui interviennent dans la définition.

3) Tout ensemble borné convexe est cubable dans R" s’il n’est pas contenu dans un
sous-ensemble R"~1. Ce théoréme est, peut-on dire, inespéré ! Il affirme en particulier
Pexistence de l’aire du disque, du volume d’une boule ; ces nombres seront recherchés
alors par application du théoréme 2.
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4) Dans I'espace R” considéré comme un ensemble produit
RP=RixR/, i+j=n

tout ensemble E défini par E = A x B, A = R}, B = RY, A ayant une mesure i-dimen-
sionnelle et B une mesure j-dimensionnelle, est cubable et a comme mesure n-dimensionnelle

mes, (E) = mes, (4).mes; (B) dan

C’est ce théoréme, démontré pour i = j = 1 qui fournit ’aire du rectangle, démontré
pour i = 2, j = 1 qui fournit le volume des parallélipipedes rectangles, prismes, puis
cylindres droits quand les aires planes sont évaluées.

5) Invariances. Puisqu’il en est ainsi pour les mesures de chaque maille du réseau,
les mesures obtenues sont invariantes par translation ; en outre les mesures n-dimen-
sionnelles sont multipliées par 4", # € R® par toute homothétie de rapport positif + A
ou négatif — A. Ceci est valable en géométrie affine. De plus, en géométrie euclidienne
métrique ou les déplacements (rotations, déplacements produits de translations et
rotations sont définis), on démontre que ces mesures sont invariantes par déplacement.
C’est bien une des conditions imposées par I’origine physique de la notion de mesure.

Conclusion.

Les mesures introduites sont les seules qui satisfont aux conditions d’ézre positives,
satisfaire a la condition (1) et étre invariantes par déplacement.

Le théoréme 3 nous permet d’opérer par « triangulation », c’est-a-dire de partir de
réunions de simplexes, un simplexe étant défini dans R* comme le plus petit convexe
contenant n + 1 points : segment fermé dans R, région triangulaire dans R2?, région
tétraédrale dans R3.

Mais notons bien que le point de vue adopté ne permet pas d’attribuer une mesure
unidimensionnelle (longueur) & une ligne courbe plane ou non, ni une mesure bi-dimen-
sionnelle (aire) a une surface non plane. 1l faudra donc étendre la notion de mesure,
méme pour ces questions qui s’imposent en géométrie, méme sans parler des grandeurs
physiques et d’ensembles non géométriques, tels que les ensembles de fonctions. Nous
en dirons quelques mots au chapitre 4.

C) Compléments : Apergus des démonstrations des théorémes.

1) Théorémes 1 et 2. Ils se démontrent par la considération des réseaux et retour a la
définition grice a des calculs d’algebre des ensembles. Dans le plan, nous avons une
vision intuitive de la situation en remarquant qu’a chaque stade k les frontiéres de A
et B sont recouvertes d’un nombre fini de carrés et les différences & étudier apparaissent.
Voyons seulement la démonstration la plus simple, celle qui concerne la réunion de deux
ensembles disjoints 4 et B.

SiANB =, Oud) < Ac P(d) et QuB) < B c P(B)
donne 0(A) U O(B) € AU B < P(A) U P(B).
Or la différence ensembliste du troisiéme et du premier membres est incluse dans
[Pid) ~ QuA)] U [Pu(B) ~ Qu(B)]

dont la mesure tend vers zéro quand & tend vers I'infini.
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2) Théoréme 4. 1l se démontre 2 partir des inclusions
Od) = 4 = P(4), QB)< Bc P(B)
qui donnent
Ou4) x Qu(B) = QA x B) = A x B < P4 x B) = P(A) x Py(B).

La différence des mesures du troisiéme et du premier membres tend vers zéro d’apres
une formule numérique du type

uv —uw =@Wu—-u)v+u.(v—-10).

3) Théoréme 3. Ce théoréme a un tout autre caractére, la démonstration est plus
délicate. Il est intéressant d’en connaitre I’esprit. Nous indiquons ici une démonstration
d’aprés une conférence faite 3 I’A. P. M. en 1958 par le Professeur Henri Cartan).

Définition de la convexité. Un ensemble E < R” est dit convexe si pour toute paire
{ m, p } de points de E, tout point du segment mp appartient a ’éensemble E :

VmeE, YpeE, [mp]cE.

Ceci assure I'existence de domaines cubables inclus dans E. En effet tout ensemble
de n + 1 points de E détermine un simplexe inclus dans E. Nous supposons que les
n + 1 points n’appartiennent pas 3 un R*~!. Alors dans un tel simplexe, considérons
un carré (Cy) (ou un cube, ou pavé suivant la dimension de I’espace. Nous prenons la
terminologie du plan et faisons une figure plane). Soit o le centre de ce carré inclus
dans E et d la longueur de son cbté. Nous considérons le réseau C, dont ce carré est
un des éléments. Comme E est supposé borné la réunion finie P, recouvrant E existe,
réunion des carrés ayant au moins un point en commun avec E. Puis, par le procédé
connu, nous considérons le réseau C, des carrés de coté d.27* et la réunion Py Py,

1/ /
i
/ [}
4y ’IJZ’/ 1y
Yn s
7 /Ch);(c .
// / ,l a
/T
AT
e e I Y A |
RT3 =
Fornoh
Ay SN
r—Hf g
I !
A// 0 |
/ 1
/ (CO)

Nous allons maintenant construire un ensemble quarrable P inclus dans E et peu
différent de P,. Nous prenons pour P; I'image de P, par une homothétie de centre o,
de rapport ¢ que nous allons déterminer. Nommons 7€ cette homothétie. - ‘

Notions de mesures et nombres réels 3
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Evidemment, il faut 0 < 7 < 1. Mais il faut s’assurer que tout carré constituant Py
a une image incluse dans E. Soit donc (C,) 'un de ces carrés ; il a au moins un point a
en commun avec E ; nommons (Cy) 'image de (C,) et @’ 'image de q, a’ € (Ch). Nous
connaissons un carré de centre o’ inclus dans E:le carré (C,) image de (Cy) dans
Phomothétie de centre a de rapport tel que o ait pour image a’, donc homothétie de
rapport 1 — ¢. Elle rapproche tout point de (Cy) du point a donc le laisse dans E.

Il nous reste a assurer (Cy) < (C,/) pour tout a.
! Ay —k
O (C) oy c?t? bt } Il suffit de prendre: ~ 2.£.27F < 1 — 1.
(C,) a pour coté d(1 — ¢)
C’est-a-dire, si ¢ est choisi
2t
k
2" > T—3"
Donc, quel que soit # choisi, on peut lui associer k assez grand pour assurer
P ,Ic & E =P ke
Mais
mes (P,) — mes (Py) = (1 — ").mes (P,) < (1 — ").mes (P,)
(dans I’espace 4 deux dimensions, faire n = 2), et cette différence est inférieure a tout
nombre choisi e si 'on a
e o P
mes (P,)
ce qui est assuré par un choix convenable de ¢. Ainsi, tout ensemble borné convexe
est quarrable (cubable dans R").

4) Le théoréme 5 résulte du résultat concernant I’ensemble élémentaire, carré dans

le plan, cube, pavé dans R”.
Contentons-nous d’examiner le cas du plan, en utilisant les résultats connus de géo-

]
Y
Cos o Sind
i i (e |
B’ T
D A }
!Cosok
A K c {
I
{
B
Y
0 X

métrie métrique. Le carré E de c6té unité faisant un angle o avec la direction du réseau
primitif, peut étre décomposé E=A U Bu CuDuUK. Le triangle 4 donne A’
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par translation et 4’ U C est un rectangle d’aire cos a.sin «. De méme pour B’ U D.
Enfin K est un carré d’aire (cos o — sin «)2. Donc E a une aire qui vaut

2 cos a.sina + (cos o — sin ®)* = (cos a)? + (sino)? = 1

(cette vérification ne convient évidemment pas dans R”).

Le théoréme résulterait de la connaissance de formules exprimant les aires en fonction
des cotés et angles des figures géométriques (et de méme pour les volumes), mais notre
¢tude ne nous a pas donné ces formules. C’est au contraire en admettant les théorémes
qui précédent que nous allons rechercher les formules qui nous permettront de calculer
effectivement ces aires quand nous avons démontré qu’elles existent, du moins pour
les figures les plus usuelles, ou quand nous admettons cette existence.




CHAPITRE 1l

DETERMINATION
DES AIRES ET VOLUMES

Dans le chapitre II, nous venons d’étudier les conditions d’existence des aires et
volumes aprés en avoir donné une définition, Nous allons supposer I’existence et 1'uni-
cité des aires des polygones et des volumes des polyeédres, nombres satisfaisant a la
formule I relative & la réunion d’ensembles et invariants par déplacement dans 1’espace
euclidien métrique.

Rappelons quelques définitions. Parmi les ensembles convexes, nous avons défini
les simplexes. Dans R", considérons p points :

Dans le cas p < n + 1, on nomme simplexe le plus petit ensemble convexe conte-
nant ces p points. Ainsi, dans R, les simplexes sont les segments fermés (images des
intervalles fermés). Dans R?, les simplexes sont les segments et les régions triangulaires.
Dans R3, ce sont les segments, les régions triangulaires (ou triangles) et les régions
tétraédrales (ou tétraedres).

Dans le cas p > n + 1, le plus petit convexe contenant les p points est nommé polyédre
convexe. Un tel domaine est une réunion finie de simplexes. En particulier, dans le plan,
c’est un polygone convexe, réunion finie de triangles.

§ I. EVALUATION D’AIRES ET VOLUMES PAR DECOMPO-
SITION FINIE.

A) Aires planes.

Nous démontrons des équivalences en considérant les domaines comme réunions
finies d’ensembles disjoints respectivement congruents (c’est-a-dire dérivant les uns des
autres par déplacement).

L’unité d’aire est celle du carré de cdté unité de longueur. Nous devrions donc par-
tager les domaines & étudier en un nombre fini de carrés. C’est évidemment impos-
sible sauf pour certains rectangles. En fait nous opérons de proche en proche. Nous par-
tons des rectangles, puis cherchons & transformer les domaines étudiés en rectangles.
11 est intéressant d’aboutir & un rectangle dont un coté est 'unité de longueur, car la
longueur du deuxiéme coté est alors le méme nombre que l'aire du domaine. Mais,
pour obtenir ce résultat, il suffit d’étudier le simplexe, donc ici, le triangle.
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1) Aire du rectangle.

La formule résulte du théoréme 4 du chapitre précédent pour le cas i = j = 1. Nous
m= reprenons pas la démonstration. L’aire est le produit a.b des longueurs des cotés.

2) Transformation d’un triangle en parallélogramme.

Un couple (coté, hauteur associée) étant choisi, couple que nous nommerons (a, 4),
e triangle est transformable en parallélogramme correspondant a (a, % 4) : il suffit de
construire le paraléllogramme sur le c6té a et la moitié d’un des autres c6tés du triangle.

FiG. 1.

3) Transformation d’un parallélogramme en rectangle.

Soit un parallélogramme et le couple choisi d’un c6té et de la hauteur correspondante,
couple (a, h). Le découpage n’est pas toujours simple :

1er cas. La projection orthogonale d’une des bases a sur I'autre contient un des som-
mets. Un des segments hauteur est alors intérieur au domaine ; on coupe suivant ce
segment et transporte par translation le triangle T en T’. D’ou le rectangle équivalent
de cotés (a, h).

2) h

Fre. 2.

2¢ cas. La projection d’un cdté a sur lautre est extérieure a cet autre. Remplagons a”
par o’ par translation ; coupant suivant la diagonale, on transporte par translation B”
en B”. En répétant ceci on retrouve le premier cas de figure au bout d’un nombre fini
d’opérations d’aprés axiome d’Archimede.

Ainsi tout parallélogramme correspondant a (a, 4) est équivalent au rectangle (a, h),
donc son aire est a.h. Revenant au triangle correspondant a (@, A), son aire est donc £ a. h..
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4) Variantes.

a) On peut transformer directement un triangle en rectangle mais il faut d’abord
éventuellement faire subir au sommet opposé au coté choisi des translations de lon-
gueur ¢ paralléles & la base pour se ramener au cas ol le découpage est possible.

Fic. 3.

b) Pour transformer un parallélogramme en rectangle, on peut opérer suivant le
procédé dessiné figure 4 qui montre mieux le nombre de morceaux a transporter.

K i/n HIAK
G G
F F |
£ E |
p' D
¢ ¢ h
B'l/8
A/]A
- - -
Fic. 4.

5) Exercice.

Décomposer un parallélogramme pour former un rectangle dont un coté soit 'unité U,
en utilisant le couple choisi (a, A).

1¢r cas h < 1. 1l suffit de porter la longueur 1 entre les parallgles supports des cdtés
de longueur a. Un transport de triangle par translation suffit pour obtenir un parallé-
logramme de cbtés (1, a). Il reste a le transformer en rectangle en conservant le coté
unité comme il a été dit en 3).

FiGc. 5.

0 B




DETERMINATION DES AIRES ET VOLUMES 39

Fi1G. 5 (bis).

2¢ cas h > 1. Entre les paralléles, on construira un segment de longueur entiére k > k
(sur la figure, k = 3). Aprés avoir obtenu un parallélogramme de cbtés (k, @), on le
transforme en parallélogrammes de c6tés (1, ka), puis en rectangle de coté (1, v). Le
nombre v est la mesure cherchée, aire du domaine donné.

B) Méthode par équivalence finie.

C’est un assouplissement de la méthode précédente, mais, en réalité, d’un esprit trés
différent. On accepte d’opérer suivant le schéma

AuUK congruenta BUK

AnK=g ,BAK=( } =>mes(A4) = mes(B) .

II ne s’agit plus d’un découpage et rangement des morceaux pour changer la forme
du domaine. Il faut ici supposer que les mesures existent et utiliser la formule (I) dans
le cas d’ensembles disjoints

An K= g =mes(4 U K)=mes (4) + mes (K).

¥
I
1

FiG. 6.

L’application essentielle de cette méthode est la démonstration de I’équivalence en
surface d’un parallélogramme correspondant & (g, ) et du rectangle de cotés (a, k),
ce qui raccourcit considérablement I’étude faite en A).

C) Volumes.

L’étude du parallélipipéde rectangle se fait par application du théoréme 4 du chapitre
précédent pour le cas i = 2, j = 1. Le volume est le produit a.b.c des longueurs des
trois arétes issues d’un des sommets.
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On peut penser que, pour étudier le simplexe, c’est-a-dire le #étraédre, on passe par
Pintermédiaire de ce qui semble jouer le role du parallélogramme, c’est-a-dire un paral-
Klipipéde quelconque. Mais on voit immédiatement que les découpages ne conviennent
plus : les morceaux ne sont plus congruents, mais apparaissent comme équivalents si
'on connait quelques théorémes sur I'équivalence. De cette étude peu simple, nous ne

I3

conservons ici que I'utilisation de la méthode B) pour I'équivalence d’un prisme oblique

FiG. 7.

et du prisme droit de méme aréte limité par la méme surface prismatique, ou, aussi
bien d’un cylindre oblique et d’un cylindre droit, en supposant toujours Iexistence des
mesures.

D) Valeur de la méthode.

1) Avant tout, nous devons dire que I'exposé qui précéde s’impose parce qu’il est
exactement adapté a P'activité de I’enfant qui fait, par des manipulations, 'apprentissage
de la notion d’aire et de volume, tout d’abord dans I’esprit de la méthode A), méthode
du puzzle, aussi bien sur un matériel plan que sur des objets qui s’ajustent pour consti-
tuer divers solides. Avant le choix des unités qui rendent privilégiés carrés et cubes,
la manipulation fait sentir ’existence de I'équivalence et de la relation d’ordre qui sont,
nous le savons, 4 la base de la notion de mesure. A un stade ultérieur, la méthode B)
est acceptée. Les résultats s’expriment par des formules, non pas démontrées, mais
acceptées comme conséquence de la phrase magique : « on admettra la notion d’aire et
la notion de volume ». Le chapitre Il nous a fait comprendre ce que cette phrase signifie,
c’est-a-dire ce qu'on demande d’admettre.

2) Valeur de I'exposé A. En acceptant seulement comme critére d’équivalence d’un
domaine et d’un rectangle la possibilité de passer de I’'un & I'autre par découpage fini il
mest pas possible de toujours réussir @ partir d’une unité carrée choisie une fois pour toute.
De plus I'unicité du nombre obtenu, si on en obtient un, ne serait prouvée que si on
avait démontré qu’on ne peut pas partager un domaine en un nombre fini de morceaux qui,
disposés autrement, formeraient un domaine intérieur au premier. Or, pour démontrer
ce résultat, il faut introduire I'ensemble des nombres réels et faire une étude analogue
a celle du chapitre II.

Mais quels résultats sont atteints par les méthodes finies A) et B) ? Pour les aires
planes, on atteint les réunions finies de simplexes, donc les polygones convexes ou non.
Mais ceci ne nous donne aucun procédé pour étudier, par exemple I'aire du disque.

Dans P'espace, c’est plus grave. Des démonstrations de Bricard (1897) complétées par
celles de Dehn (1902) ont prouvé que deux polyédres équivalents en volume (du point
de vue du chapitre IT) ne peuvent étre associés par découpage fini que si certaines rela-
tions sont vérifiées entre leurs di¢dres : ainsi, un tétraédre régulier ne peut étre trans-
formé en cube de cette fagon.

Ul
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Une méthode aussi peu féconde, acceptable et méme nécessaire comme introduction,
== doit pas étre poursuivie dans enseignement ; en particulier la suite des théorémes
1o ctaient traditionnels pour P’étude de certains volumes était arbitraire, incohérente,
" 'zst un appel inutile & la mémoire sans prolongements possibles.

Des que Iéleve a pris conscience du probléme et posséde une certaine technique du
zzlcul numérique, une autre méthode s’impose que nous exposons au § IT un peu plus loin.

E) Remarque 1.

Si, au niveau élémentaire, il est indiqué d’obtenir quelques formules relatives aux
zires des polygones aprés avoir admis Pexistence et 'unicité de la mesure, il faut évi-
demment tirer profit du travail accompli. En particulier il faut énoncer des conséquences
qui permettent aux éléves de concevoir comment les figures géométriques se prétent
zux calculs, ce qui est pour eux une grande nouveauté. Ainsi I’étude de l'aire d’un triangle,
si elle a un sens, prouve I'égalité des trois produits a.h,, b.h,, c.h, concernant chaque
coté et la hauteur associée.

Mais la plus remarquable des formules démontrables immédiatement est la formule
de Pythagore vérifiée dans tout triangle rectangle, visible sur la figure célébre et prouvée
par les considérations du type A) dés qu’on connait la formule donnant I’aire du rec-
tangle :

4% a.b) + ¢* = 4L a.b) + a® + b?

donc
c? =a* + b%.

£ “

a b
a GG
a
b
b / b
=
o] b

Fig. 8.

Ce puissant outil de calcul fournit en méme temps I'occasion de commencer, par lin-
troduction des radicaux carrés, une classification des nombres réels, introduits « en
vrac » suivant I’expression d’Henri Lebesgue, par les considérations du chapitre IL.

Lorsque plus tard, dans un exposé systématique de la géométrie euclidienne métrique
construite indépendamment de la notion d’aire, ce théoréme apparaitra comme consé-
quence de I'étude de la similitude, il prendra une toute autre importance et une réflexion
sur la valeur de son introduction précoce s’imposera.

Remarque II. — Le découpage fini et I'aire du triangle sphérique. Nous pouvons rat-
tacher a ce qui précéde le beau théoréme démontré par Albert Girard en 1626.

Il s’agit, supposant I’existence de I’aire s de la sphére, ensemble de référence, d’en
déduire l'aire du triangle sphérique de diedres donnés.
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Un triangle sphérique T est I'un des domaines de la sphére délimités par trois grands
cercles. 7 autres triangles apparaissent en méme temps, deux & deux symétriques par
rapport au centre. Nommons les triangles d’une demi-sphére T, Ty, T, T et leurs symé-

triques, T", T1, T3, T3. Soient ¢, ¢,, t,, t3, t', t1, t5, t3 leurs aires supposées exister.

Par symétrie,
t=t', tHi=1, =13, t3=13
Deplus T'u T estle fuseau d’aréte x’ x, de diedre 4 mesuré par exemple en droits. Or

Paire du fuseau est proportionnelle & son diédre (d’aprés les symétries de la sphére) et
Paire totale s correspond au diédre 4 avec I'unité choisie. D’ou le systéme d’égalités

{t+tl+t2+t3=%s
t+t;=%A.s, t+t,=2%2B.s, t+t;=2%C.s

et, par suite

t=—21§(A+B+C—2).s,

formule qui donne bien en particulier pour I'aire du triangle trirectangle ¢ = 1/8 s.

Notons que le plan peut, certes, &tre considéré comme une sphére de rayon infini
mais, dans le plan euclidien A + B + C = 2, de sorte que, s tendant vers I’infini et la
parenthese tendant vers zéro, la formule ne donne aucune indication sur I'aire d’un
triangle plan. Alors que, sur la sphére, ’ensemble des trois angles diédres détermine le
triangle &4 un déplacement prés, dans le plan, 'ensemble des angles est respecté par
homothétie, donc ne peut déterminer Iaire.

§ . EVALUATION DES AIRES ET VOLUMES PAR LA
METHODE D’EXHAUSTION.

Nous utilisons toujours les résultats du chapitre II, définition des mesures et intro-
duction de I’ensemble des réels, et tout particuliérement le théoréme 2 : nous considérons
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sour approcher les domaines étudiés des réunions de rectangles dans R?, de cylindres
Zroits dans R3. L’aire fondamentale, celle du rectangle, et le volume fondamental, celui
2z cylindre droit, sont donnés par le théoréme 4.

A) Préliminaires de calcul numérique.

Indiquons les formules sommatoires qui seront nécessaires pour terminer les calculs
zui vont se présenter. Nous voulons exprimer en fonction de I’entier k£ les sommes

s;=14+2+3+~+k
5y w12 4 2% 4 32 o o 4 K2,

Le tableau suivant donne les formules cherchées par addition :

1?2 = 1 1® = 1

=122l 1 22 =13 +31%243.1 +1

3 =2"422+1 3P =% 1 32% 432 41

p+1)>*=p*+2p+1 p+1)*=p*+3.p°+3.p+1

k+12=K4+2k+1 k+1)2=K+3.k* +3k+1

(k + 1)* = 259 + (k + 1) (k+1)3 = 3s; + 35, +(k+1)
d’ol

_ktk+1D 1., 1
Sl——2—_2k +2k
_kk+DQE+1) 1

e W |
2 . =3k +5K + 2k, |

On voit plus généralement la formule qui donne le terme de plus haut degré en k

1
Sp—1 =;k gl -

en désignant par T; un polyndme de degré i en k. Nous verrons que ce renseignement
partiel nous suffira pour conclure dans certains cas fondamentaux.

B) Calcul d’aires planes.

Nous considérons des domaines D limités par une courbe coupée en deux points par
toute paralléle a4 une direction prise par exemple comme axe y' y de coordonnées, et
comprise dans la bande correspondant & a < x < b. Nous posons b —a = h.

o ; : 1
1) Divisons l'intervalle [a, 5] en k parties égales, de longueur

-« h.
k
Dans la bande B; correspondant &
i i+ 1
a+%-h<x<a+ e - h.
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considérons unrectangle P,; recouvrant D N B,
et unrectangle Q,; inclusdans D n B;.

Les réunions P, des Py ; et Oy des O, ; vérifient OrcDc P,

7 y%%?;@%
N\
A

FiG. 1.

Si k augmente, on doit choisir les nouveaux rectangles pour assurer

k<F, O.c0s et P B,

et obtenir ainsi ‘
QlCQZc---c:ch---ch---cPkc:---chcPl,

d’olr pour les aires

91 <‘]2<"'<qk<"'<pk<---<p2<p1, et ez

AT

By
Fia. 2.

La différence d, = Pr — g, diminue donc quand k augmente.

Si 'on peut déterminer les réunions de rectangles de fagon que d, tende vers zéro,
un seul nombre appartient a tous les intervalles fermés [gq,, p,]: c’est Paire de D, mesure
du domaine qui est ainsi quarrable.

2) Exemple : aire du triangle de coté d, hauteur associée 4. Les rectangles Py ; et Q, ,
+ 1 i .
! -; hoet % h donc pour aire

1 .
de largeur Eh’ ont pour hauteur respectivement,

: P .
respectivement - ;:2 dhet é da .

R oy

|\ ; —
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y
f
o L Ni+1 6
d
FiG. 3.
Ainsi
e gpbi ¥ t=tlkglf] =Dk _ dh(i__i)
k? 2k2 2 2k
pk=dh[1 + 2 # ok Gl Dy Moot 1)=dh(1+41_)
k? 2 k? Z 2k
La différence
dyi= —;Edh

tend vers zéro ; les suites définissent le nombre ¥ dh.
Ainsi tout triangle de coté d et hauteur associée h a une aire qui vaut 4 dh .

C) Relation avec la représentation graphique des fonctions numériques.

Nous allons considérer des domaines plus particuliers que les précédents, ces derniers
du reste, étant des réunions de ceux qui sont définis de la fagon suivante :

Le domaine D est limité par un segment [a, 5] de la droite prise comme axe x’ x des
abscisses, par deux segments perpendiculaires d’abscisses a et b et par une courbe coupée
en un seul point par toute paralléle 4 y’ y. Cette courbe est donc représentation graphique
d’une fonction f: x — y.

Ag ' -
|
I
-l
ERNE
i (]
| L1 -
0 a x cd b x
Fic. 4.

Alors les longueurs des rectangles a introduire dépendent des propriétés de la fonc-
tion f.
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S f(x) croit quand x croit de ¢ & d, dans toute bande B; correspondant 3
C<xX;Sx<x,,<d,

les longueurs des rectangles inclus et recouvrant devront étre respectivement f (x;)
et f(x;41). Cest l'inverse dans un intervalle [¢’, d'] ot y décroit, quand x croit. Une
étude des conditions de validité de la méthode appartient donc a I’étude des fonctions,
spécialement de leur continuité (Analyse mathématique, chapitre de la Topologie).
Nous aborderons ce nouveau point de vue au § ITI. Poursuivons ici I'étude des suites
(> Py) -

1) Reprenons I’étude du triangle. Nous opérons donc sur un triangle rectangle, le
cdté h porté sur x’ x. Le coté perpendiculaire, de longueur d, détermine la fonction

fix—>y.

e,
. h X 7’[4.1 b x
FiG. 5.
Prenant @ = 0 par choix de Porigine des abscisses :
e
y = h o
Par suite,
i i+1
Sx) = Eh’ S(iyq) = —k—h‘

Le calcul se poursuit exactement comme il a €té fait plus haut,

2) Aire limitée par une parabole. Une parabole peut étre considérée comme représen-
tation graphique d’une fonction du second degré f: x — y = cx2. La condition fh=d
donne ¢ = djn? .

Ainsi e i - o
h?
K= Elh donne
=2
i
Vi = P d.
Comme la fonction est croissante sur Pintervalle considéré,
1 d d(k — = 1)
qx = mes (Q,) = (]; h) kT[IZ EI, N S (k — 1)2] = E(L%I;(ZL_}_)_;

i
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l‘ o= mes (Py) = *[12 +22 4+ (k= D + K] = i +611c)3 @&+ D)
[ f(xi) 1 1
t. Une § 5 1Y
ctions,
logie). n "

suites d / V
ole, le A_.

1ction 0 h xg X u’ 0 v x
FiG. 6.
Finalement
hd ( 3 1 )
=—\{1-—4+
L Tk S
D= hd (1 + i + __1__)
o 2k 2K¥°

La différence dj tend vers zéro. La suite (g, p,) définit le nombre, qui est la mesure

cherchée :
mes (D) = E .
3

Nous obtenons ainsi le résultat d’Archiméde : le segment (uov) de parabole a pour
zire les £ de Paire du rectangle (uu’ v' v).

3) Généralisation. Partons de la fonction f:x —» y = ¢x", ne N avec comme plus
maut ¢ = dfh". Cette fonction est croissante dans l’mtervalle considéré. Le calcul,
calqué sur le précédent, donne

1 T,
1"+ 2" 4 o k—1"=hd( ")
en- 5= k"“[ * T Y] n+1+k"+1
] hd 1 T
= 1"+ 2" o k-—1"+k"=hd(——+ ").
D k"“[ ( ) ] w41 g

Fic. 7.
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T,et T, désignant des polyndmes de degré n en k, qui donc, par division par ke
donnent des termes tendant vers zéro.
La suite (g, p,) détermine donc un nombre. L aire cherchée existe et vaut

hd
n+1"°

mes (D) =

4) Aire du disque.

La réussite de la méthode conduit & I'essayer dans le cas du demi-disque, limité par
un demi-cercle et son diamétre. Mais les valeurs données par la fonction

fix—y=xth =)

contiennent des radicaux (quelle que soit ’origine des abscisses) de sorte que les for-
mules sommatoires écrites sont insuffisantes.

Mais en quoi une telle formule serait-elle utile dans le cas du disque ? Nous savons
que tout disque est homothétique du disque de rayon unité, le rapport d’homothétie
étant la mesure r du rayon. Le disque étant un domaine convexe, nous avons démontré
(ou bien, nous admettons) qu’il a une aire. Nommons 7 l'aire du disque de rayon
unité ; Paire du disque de rayon r est donc nr?.

a) La formule sommatoire qui nous manque aurait pour rdle de permettre le calcul
du nombre 7. Mais, pour utiliser la définition du disque, les réunions de rectangles ne

¥ Fic. 8.

sont pas indiquées ; nous utiliserons des réunions de triangles isoctles obtenus au moyen
de 2 k rayons formant entre eux des angles égaux. Nommons oy, ces angles.

Dans le disque de rayon unité, les triangles dont la réunion constitue Q, ont pour
aire,  sin o et ceux qui constituent P, ont pour aire } tg op. (Nous utilisons la nota-
tion trigonométrique plus concise que celle des relations métriques).

ol

M
(T

g

[l
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+1
k7, Les aires de Q, et P, sont donc
G =ksino, p=k.tga,.
Pour Iétude élémentaire de la différence dy, remarquons que P, dérive de O, par
somothétie de rapport 1/cos (4 ;). Ainsi
1 1
o = mes (P) — mes (0 = mes (@) |1 — 1] = mes (0 1 ().
 par cos” (1 o) 2
Or Q, est inclus dans le carré circonscrit, dont la mesure est 4. Nous utiliserons I'iné-
2=l 4 < 4tg® (3 o) qui prouve que d, tend vers zéro, ce qui justifie la méthode.
%) Pour le calcul approché de = par la suite des nombres par défaut g, = k sin a,,
for- e . : .
szlisons des tables (sans nous preoccuper de la méthode employée pour le calcul de
== tables). Nous utilisons par exemple une table donnant sin o ou I'angle « est mesuré
s = degrés.
16tie =
e k 12 36 60
yon
Icul 180
o = 15 5 3
' ne Tk
sin a 0,258 0,087 0,052 3
qx 3,096 3:132 3,138
Pour
o 2 0
=60, tgi < 0,027, 4tg 5 < 0,003
Zone 3,138 < 1 < 3,142,
Nous adoptons 7 2 3,14 avec une erreur inférieure 4 0,002.
¢) La méthode de calcul de 7 consistant 2 calculer le nombre de plus en plus petit ¢, et
= Iz multiplier par le nombre de plus en plus grand k, multipliant par k Perreur commise
4T G, ne peut Etre satisfaisante en pratique. On évite ce produit par la méthode des
“sopérimétres,
On considére une suite de polygones réguliers P, de méme périmétre et Pon étudie la
suite des rayons et apothémes quand le nombre des cHtés double indéfiniment.
A9
n
r
FiG. 9.
Notions de mesures et nombres réels 4
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Représentons une corde uv d’un cercle ; soient u’ et v’ les milieux respectifs des cotés wu, e
wv du triangle isocéle inscrit de base uv. Les relations i e

P e

long (u’, v') = % long (u, v) et u' ov' = % uov

montrent que si uv est coté du polygone inscrit de k cotés, u’ v” est co6té du polygone ins-
crit concentrique de 2 #n cdtés. Posons donc

a / ’
; , , r>r>ad >a.

{ long (uv) =c¢ long (ou) = r long (oh)
long (u' v") = ¢ long (ou”) = r long (oh') = a

Dans ou’ w, on trouve r?=ra.

D’autre part, 4’ est milieu de hw et w' est pied de bissectrice de A’ u’ w, donc
a=%a+r et V—ad=Ww<ihw=1ir—a.

Finalement, le calcul utilisera, & partir de (ay, ry),

aj s ry Y
a, = 3(a; +ry),

ape1 = 3ay + 1), Thor = ‘\/rk A1 Inew

[ay, r] 2 [az, 73] @ = 2 & el =i o

avec
1
P — 8y =y = )
4
qui tend vers zéro.
Le nombre x = lim @, = lim r, est le rayon cherché. Pour un périmétre égal 4 p,
27X =ps
Prenant p = 2, et partant du carré, on aura n = 1/x, x obtenu & partir de

a=%, r=1.2.

Calcul : a (par défaut) | r (par exces)
0,25 0,353 554 Prenant x ~ 0,318 3
0,301 776 0,326 703 il vient # = 1/x =~ 3,141 6
0,314 239 0,320 414
0,317 326 0,318 866
0,318 096 0,318 481
D) Calcul de volumes. e

Dans R? nous considérons un domaine D limité par deux plans parall¢les que nous
prenons perpendiculaires & I'axe x' x, d’abscisses x = a et x = b, a < b et par une
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S wu, surface telle que la section par un plan perpendiculaire 2 x’ x soit un domaine plan qui a
e aire v. Celle-ci est déterminée pour chaque valeur de x par une fonction

fix-v=[f(x).

> ins-

Posons b—a=h.

) y ; 1
Nous divisons [a, b] en k segments égaux [x: x;44], de mesure % h. et nous devons

<hoisir deux familles de cylindres ayant cette hauteur et de bases telles que ces cylin-
“res encadrent la tranche de D correspondant & X; < X < X;44. Il faudra de plus étu-

CItc

Zier la différence d, pour s’assurer qu’elle tende vers zéro.

1) Volume d’une pyramide ou d’un céone.

Soit / la hauteur. Nous supposons que la base, domaine plan, a une aire w. D’aprés.
“homothétie de rapport x/k, la section par le plan d’abscisse x a pour aire

0=10=(3) w,

p!

Fic. 11.

c’est-a-dire

1S e i W1
b f(x)-;l-z—x .
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La fonction est croissante sur le se

gment considéré [0, 4]. Nous prendrons donc pour
chaque tranche

h h w/( h\? i2 i+ 1)2
qi(x) = Ef(x;) = ; 2 h—z(l *") = wh 7= et P = wh ( P )
D’ou, pour les réunions de cylindres,

il 1 3 1
=wh(-)-12+22+---+ k — 1) =—wh(1—»—+
qr PE [ ( )] 3 2k
et

)
2k 2Kk

Toutes les conditions sont assurées et le domaine a un volume qui est 1 wh.
2) Volume du paraboloide de révolution,

L’axe de révolution est pris comme axe des abscisses. La parabole méridienne est
définie, dans le plan xOy, par x = cy* ; mais introduisons I’aire w du cercle de base et
la hauteur 4. Les trois nombres donnés sont liés par 4 = cr

2w =12 sirestle rayon
du cercle de base, donc ¢ = nhiw. Ainsi, I'équation de la méridienne est

o of
c’est-a-dire
ny? = wx
Bt
La fonction est donc ici
fix -y’ = z X5
h
D’aprés des calculs déja faits, nous obtenons
hw hw 1 hv 1
. e s = — — ~:——“——
%=ry [T+2+4+ + (& D] 3 (1 k) et D:
D’ou le volume cherché

3 wh, moitié de celui du cylindre de méme base et méme h
(résultat d’Archimede).

a>C CL
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(98]

3) Volume de la boule.

Considérons la demi-boule correspondant & 0 < x < r. La méridienne est donnée
par x* + y* = r? L’aire de la section plane d’abscisse x est

) = P = an(r> = x?).

i

Fic. 13.

| i e .
Nous avons ici x; = %! et f(x) décroit quand x croit ; donc, dans chaque tranche,

les aires de section & utiliser sont

o (<ol (4]

F 2[ T b kz] 3[k 1(113 )]
={jarl-—+1-=++ +1-J=md|Z - — [+ T
& (k) k2 k2 k> kK k3\3 2

2 3 3T2
Q=" =" S gr: —,
g k?
et, de méme
2 3 3 Iy
=—gar’ + nr’ ==,
g k3

T, et T, sont des polyndmes en k de degré 2 qui, divisés par k3 donnent des termes
tendant vers zéro. y -

Ainsi, la demi-boule a pour volume % nr3, et la boule a pour volume 4 qur’, Cest-a-
dire % du volume du cylindre circonscrit.

Nous pourrions multiplier les exemples. Ils montrent la puissance de la méthode,
mais en méme temps font apparaitre que les calculs sont inutilement lourds, un seul
des termes dans g, et p, intervenant dans le résultat. C’est ce qui a donné naissance 3
la théorie des « infiniments petits », c’est-a-dire, des termes négligeables dans les calculs
de cette sorte.




54 MESURES — INTRODUCTION DE L’ENSEMBLE r DES REELS

D’autre part, 'importance de notre fonction f est primordiale : c’est sur elle que
porte I’étude qui suit, oll apparaissent les notions d’intégrale et de dérivée.

Concluons pour la méthode d’exhaustion qu’elle est bien adaptée aux éléves qui font
Papprentissage du calcul numérique. Elle donne rapidement les résultats demandés par
la géométrie élémentaire et elle conduit 3 un niveau supérieur par une voie naturelle.

§ III. NOTIONS SUR L’INTRODUCTION DES INTEGRALES.

Nous considérons les domaines qui viennent d’étre étudiés grice a des sommes que
nous avons nommées g et p,.

A) Intégrale de Riemann.

Le domaine D étant définipar ¢ < x < b, 0 <y < f(x) estdonné. Nous consi-
dérons au contraire un domaine X, fonction de #, défini pour a < ¢ < b par

D={xy}, afx£f, 0Vgy£f@.

Son aire w est une fonction de ¢ F:t—-w=F@).
Si cette fonction F est connue mes (D) = F(b).

Nous savons aussi F(a) = 0.

Considérons une des bandes de la méthode précédente en attribuant & ¢ deux valeurs
voisines x;, x,. Si dans I'intervalle [x;, x,] la valeur de y = f(x) varie peu, Iaire de la
bande intérieure au domaine D est peu différente de

(x2 = %,1).0(), te [x; x,].

51\

0 X
Fic. 1.
La différence des valeurs prises par ¢ s’écrit
At = x, — x;
et 'aire considérée de la bande, différence des valeurs prises par F(r) s'écrit

AF = F(x,) — F(x,) .
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Ainsi, lorsque f'(¢) varie peu au voisinage de x,, et si ¢ € [xy, X,], nous avons légalité
approchée AF ~ f(t) At, c’est-a-dire

AF

,E;f(t)‘

Si T’aire variable du domaine X existe, la fonction F existe. Quand la longueur Af
tend vers zéro, il en est de méme de AF. Or nous concevons que, pour les fonctions f
suffisamment simples, f(¢) peut &tre minoré et majoré dans [x,, x,] par deux nombres g
et p tels que [p — f(x)] et [ f (1) — g] tendent vers zéro. Comme alors on a

<é'li<
q At P,

on dit que «f(x,) est limite de AF/At quand ¢ tend vers x, ». Dans ces conditions, la
fonction f est dite la dérivée de la fonction F, et la fonction F est celle des primitives de
la fonction f qui est nulle pour t = a. On écrit ceci

f= F et F=jf(t)dt.
Pour une valeur x attribuée a ¢, on écrit
f(x) = F'(x) et F(x) = j f()dt.

Le signe j d’intégrale rappelle les sommes qui nous ont permis au § IT de définir

l’aire ; on marque en bas et en haut les noms des extrémités de lintervalle de x’ x sur
lequel s’étend le domaine. Ainsi, pour le domaine D, nous aurons

mes (D) = F(b) = jbf(t) dt .

On écrit aussi j f@)de
D
Pour préciser ceci, il faut une étude des fonctions qui constitue ’Analyse Mathéma-

tique. (Pour un exposé élémentaire, cf. L. Félix, Analyse, classe terminale, éd. Dunod.)

L’intégrale ainsi introduite se nomme intégrale de Riemann, de sorte que les sommes
introduites au § Il dans le méme esprit se nomment sommes de Riemann de cette inté-
grale.

B) Complément : Intégrales de Lebesgue.

Pour assurer une bonne compréhension de la notion d’aire, il est bon de rappeler
que les sommes de Riemann ne sont pas indispensables et que ’on peut varier le choix
des réunions Q, et P,.

Puisque nous devons utiliser des bandes ot les valeurs de y = f(x) varient peu, il
n’y a pas de raison de diviser en parties égales le segment porté par I’axe des abscisses :
c’est ensemble des valeurs de y qu’il faudrait diviser en petits intervalles. Si donc la
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projection du domaine sur y’ y est le segment [¢, d], nous le partageons en k parties
égales par des segments [y;, y,, ,]. Mais & un tel intervalle correspond & tout un ensemble

'y
d
H:LH A
5" C A \/
Q a b x

Fi1G. 2.

d’arcs de la courbe frontitre, qui déterminent un ensemble de bandes paralléles
a y' y. Ces bandes découpent dans [a, b] un ensemble 4; de segments. La longueur de
ces bandes est voisine de ¢; si y; < #;, < Yi+q mais il faut lui associer la longueur de
Pensemble 4;, d’olt un probléme de mesure d’ensembles inclus dans R qui peut étre
trés compliqué. 1l restera 4 faire la somme de ces aires t;.mes (A4;) et & voir si elle
tend vers une limite quand k grandit indéfiniment.

Cette méthode est celle de 'intégrale de Lebesgue qui permet d’attribuer une mesure
a des domaines définis par des fonctions J plus compliquées que celles que permet
Pintégrale de Riemann. Nous n’avons indiqué ceci que pour faire deviner quelques voies
qui s’ouvrent aisément, bien que les suivre puisse présenter de grandes difficultés. Nous
sommes maintenant mieux préparés pour étendre la notion de mesures aux plus simples
des grandeurs que le physicien introduit.




CHAPITRE IV

NOTION GENERALE
DE GRANDEUR
MESURES ET INTEGRALES

§ I. RETOUR AUX DEFINITIONS.

1) Nous avons attribué une mesure & certains ensembles E < R” de fagon & assurer :
(I) mes (4 U B) = mes (4) + mes (B) — mes (4 0 B);
(IT) invariance par déplacement dans l'espace euclidien métrique ;

(III) attribution du nombre 1 au domaine choisi comme unité : tel segment dans R,
carré dans R?, cube dans R?, pavé dans R";

(IV) la mesure est un nombre positif.

Mais nous n’atteignons pas ainsi toutes les grandeurs qu’exige la physique, méme trés
élémentaire, car nous n’avons introduit que les grandeurs géométriques. Un méme objet
peut &tre étudié du point de vue volume, ou masse, ou charge électrique, etc. D’autre
part, il faut introduire des domaines autres que ceux de la géométrie. Parfois cependant
on peut se ramener & R". Par exemple on peut considérer une quantité de chaleur atta-
chée 3 un domaine de I'espace pendant une certaine durée, c’est-a-dire un domaine de
’espace & 4 dimensions E = { x,y, z, t} = R*. Ce sera un domaine simple s’il est
défini par

XE[XI,XZ], ye[)’u)’z], Ze[zlazz]a te[t15t2]'

Pour obtenir les mesures physiques, nous devons abandonner (II), invariance par
déplacement, et pour (III), prendre une unité quelconque de T'espéce considérée. La
condition (IV) est conservée sauf conventions spéciales.

Ainsi la seule condition essentielle est (I). Il s’agit donc d’attribuer des mesures aux
ensembles d’une famille F assez riche pour que

AedF R AUBe&

Bed¥ HlimaE AnBedJ
De proche en proche, il en résulte 'appartenance a F de la réunion et de l'intersection
d’un nombre fini d’ensembles de la famille. La famille F est dite «un clan ». Ainsi,
dans un ensemble borné E e N, nous pouvons opérer dans le clan, ensemble & (E) des
parties de E. La famille ¥ est alors souvent nommeée « une fribu ». Mais on doit étendre
ce résultat A la réunion d’un nombre infini dénombrable d’ensembles (c’est-a-dire
numérotables : E; U E; U =),
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2) Les études qui précédent ont mis en évidence deux sortes de fonctions :

a) Les fonctions d’ensembles, qui attribuent un nombre 3 chaque ensemble d’une
famille d’ensembles :

' AeF, F: 4 - F(4) R

Parmi ces fonctions figurent les mesures : longueur, volume, masse, etc. Dans les
exemples physiques, nous adopterons la terminologie de la masse. Ces fonctions ont
¢t¢ nommées F dans le chapitre III.

b) Les fonctions de points, qui attribuent un nombre 3 un point d’un espace R” géo-
métrique ou abstrait, c’est-a-dire 2 un ensemble de nombres coordonnées dans cet
espace ; par exemple,

f:(x,9,2eR =0 =f(x,y, z)eR®,
ou bien
fimeE=f(m)eR®.

Telles sont les fonctions que nous avons nommées S dans le chapitre précédent.

Suivant Henri Lebesgue, « Iintégrale est, au fond, un procédé pour passer d’une
mesure, fonction d’ensemble F(4), 4 une autre G(A) sur la méme famille  d’ensembles ».

C’est ce que nous allons mettre en évidence.

3) Les domaines auxquels nous attacherons des mesures sont des sous-ensembles de
Pespace euclidien métrique, a 1, 2, ou 3 dimensions. Une distance y est définic : 3 toute
paire d’éléments (m, p) est attaché un nombre positif, nul seulement si les points ne
sont pas distincts, et satisfaisant a I'inégalité triangulaire :

Vm, Np, Vg, dist(m, p) + dist (p, q) = dist (m, q) .

Diamétre d’un ensemble E. C’est la borne supérieure des nombres dist (m, D),
mekE, peE.

Dire que cette borne existe, c’est dire que I'ensemble est borné.

Nous supposerons que dans la famille 7 figurent, pour tout point du domaine étudié,
des sous-ensembles contenant ce point dont le diamétre soit arbitrairement
a-dire inférieur A tout nombre e choisi. Nous pourrons ainsi parler d’ensembles cor
nant a et dont le diamétre « tend vers zéro ».

Ces restrictions laissent supposer des généralisations que nous n’aborderons pas.

§ II. MESURES N-DIMENSIONNELLES DANS R-,

A) n = 1. Grandeurs attachées . un sous-ensemble de R.

1) Soit Tintervalle 4 = [a, b]. Il lui est attaché la longueur F(4) = 5 — 2 si nous
supposons b > a.

Fic. 1.
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Comment lui attacher une masse G(4) ? A chaque point m € 4, d’abscisse x est atta-
ché un nombre y par une fonction de point f: x > y = f(x) nommée densité linéaire.
Faisons de cette fonction une représentation graphique cartésienne dans R? au moyen
d’un arc C de courbe, ensemble des points (x, I (x)), a < x < b, puis recouvrons I'in-
tervalle [a, b] par de petits intervalles [x;, x;+,]. Si dans chacun de ces intervalles f (x)
varie peu, la somme des produits f (x;).(x;+; — x;) différe peu de la masse totale de 4,
soit G(4), que nous voulons introduire. Nous avons donc la une somme de Riemann
pour I'intégrale qui donne ’aire du domaine compris entre 4 et C. Ainsila masse de 4

b
muni de la densité linéaire f est j f(¢) d¢, qui s’écrit aussi j f()de.
a A

Concluons que la masse d’un segment se calcule comme une aire, par lintégrale de
la fonction densité linéaire.

2) Sile domaine 4 = R est non un segment mais une réunion de segments, on utili-
sera les propriétés de I'intégrale,

[B=A1nA2=g]=>UBf(t)dt=0]

et, dans ce cas,

=0 a=|] soa=| soa+ | 1o a,

en accord avec les conditions impliquées par la notion de mesure.
mes (@) =0 et [4; N A, =] =[mes (4, U A4,) =mes(4,) + mes (4,)] -
En particulier la Jongueur de A est la mesure qui est introduite par la fonction
Vied, t->f()=1,

fonction caractéristique de I'ensemble A.

Remarquons que, dans ce cas, si f; est la fonction caractéristique de A4, et /> celle
de 4,,

4, 0 4, = gl=[Vie d, f(1) = /() + /(1)]

et

JAlfl(t) dt = [ 4f1(t) dt, j.Azfz(t) = JAfz(t),

Vg

de sorte que

| sdi= Llflm ar + jAzfzm dar,

c’est-a-dire

long (4) = long (4,) + long (4,) .
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B) n = 2. Grandeurs attachées 3 un domaine 4 — R2.

Le domaine A est supposé quarrable ; soit F(A) son aire. A chacun de ses points est
attaché un nombre z par une fonction de point f: me 4 — z = f{m) e R. Cette fonc-
tion est nommée densité superficielle. Nous en faisons une représentation graphique
dans R? au moyen d’une surface S ensemble des points (x, y, z = f(m), me A.

3

Fic. 2.

Nous faisons maintenant une partition de A en domaines quarrables 4; de diamétres
assez petits pour que f (1) varie peu sur chaque 4,. Dans ces conditions la somme des
produits f(m,).F(A,), m; € A; différe peu de la masse totale de A, soit G(4) que nous
voulons introduire. Nous devons étudier cette somme comme nous avons étudié les
sommes de Riemann quand le diamétre de tous les A, tend vers zéro ; elle nous fournit
le volume du domaine compris entre A4 et S.

Ainsi, la masse du domaine plan A se calcule comme volume dans un domaine de Ies-
pace, par une intégrale que I’on nomme intégrale de surface plane, qui s’écrit

G(A) = L f(m)dF .

Pour rappeler le systéme de coordonnées cartésiennes utilisées pour repérer 4 et le fait
qu’on peut prendre comme A; des rectangles A cotés paralidles a ces axes, on écrit aussi

G(4) = JJ S(x, y)dx dy (intégrale double) .
4

C) n = 3. Grandeur attachée 4 un domaine 4 « R3.

Ce domaine 4 est muni d’un volume F(4). A chaque point de ce domaine est attaché
un nombre w par une fonction de point f: me 4 - w = f(m).

Nous ne pouvons pas faire de représentation graphique, mais le raisonz.ement est
le méme : L’ensemble des points (%, ¥, 2, f (m)) formerait une « hypersurface » dans R*
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et nous considérons la mesure, « hypervolume », du domaine qu’elle délimite avec A.
Pour ceci, nous partageons A en domaines quarrables 4; assez petits pour que 7 (m)
y varie peu, et 'on considére la somme des produits f(m;). F(4;) quand le diameétre
des A; tend vers zéro. Ces sommes conduisent & une intégrale dite intégrale de volume

j f(m) dF notée aussi comme intégrale triple
4

G(A) = JJJ‘Af(x, y,z)dxdydz.

Ainsi, la masse d’un domaine de R? s’interpréte comme un hypervolume dans R*.

L’étude se poursuit dans les espaces a n dimensions.

De toute facon, la fonction f: m — f(m) est la fonction de point dérivée de la fonction
d’ensemble G(A) par rapport a la fonction d’ensemble F(A). La fonction G{A) est linté-
grale de la fonction de point f par rapport a la fonction F(A) sur le domaine A.

En faisant £ (m) = 1 pour m € 4. c’est-a-dire, en utilisant la fonction caractéristique
de Pensemble, on obtient la mesure de 4, aire ou volume.

§ III. MESURES p-DIMENSIONNELLE DANS R*, p < n.

Ce qui précede ne peut fournir une longueur pour un arc de courbe dans le plan ou
I’espace, ni une aire pour une surface non plane. Il est donc indispensable pour les exi-
gences de la physique et les applications pratiques de faire des extensions de la notion
de mesure telle que nous l'avons envisagée jusqu’ici. Nous sommes mieux préparés 2
le faire maintenant que nous avons déja abandonné la condition d’invariance par
déplacement, car le long d’une courbe ou sur une surface non plane il n’est en général
pas possible de trouver des arcs ou morceaux de surfaces congruents.

Drautre part, gardant comme unité de longueur un segment rectiligne et comme unité
de surface un carré, le domaine 4 étudier ne peut étre recouvert par une réunion de ces
unités ni des unités dérivées. On utilisera de telles réunions que I’on puisse considérées
comme approchées de la fonction F: A — F(A) et satisfaisant & la condition d’addi-
tion (D).

A) Mesure unidimensionnelle : longueur d’un arc de courbe.

Soit la courbe C incluse dans R? ou R?. Nous cherchons une famille de fignes polygo-
nales qui puissent étre considérées comme « approchées en longueur » del’arc 4 = C
pour assurer (I) sur C.

L’intuition montre qu’une proximité ponctuelle entre les deux lignes ne peut suffire ;
il faut aussi une proximité en direction.

Il faut considérer une famille de lignes polygonales P,. Chaque ligne doit &tre en
correspondance avec l'arc 4, me A ~ p e P, telle que dist (m, p) tende vers zéro
quand k augmente indéfiniment et qu’il en soit de méme de I’angle formé du coté de P,
portant p avec la tangente en p & A4, tangente supposée exister.

1) On réalise ces conditions en prenant comme sommets de P, des points

My, My, ey My
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appartenant a A tels que toutes les longueurs s, = dist (m;, m;, ) tendent vers zéro
quand k tend vers I'infini.

La longueur de P, est la somme > 5

Si cette longueur a une limite quand k augmente indéfiniment, toutes les longueurs s,
tendant vers zéro, cette limite est adoptée comme longueur de I’arc 4. On s’assure que

m;+1 !:

o A/”\\C

a' | lxi Jlxist | b

% 0 w/\.b x

F1G. 1.

la condition (I) est vérifiée sur la courbe C portant les arcs A et que la limite ne dépend
pas des points intermédiaires choisis. Cette longueur est notée F(A) = I ds: inté-
4

grale curviligne attachée a C.
La courbe est dite rectifiable.

2) Longueur d’une courbe comme intégrale rectiligne.

La longueur s; du segment m; m; ., peut étre attachée a la projection de ce segment
sur x’ x. La donnée de la courbe C détermine P'angle fait par la corde et I’axe x’ x, donc
la fonction g telle que

5y =80x) (i1 — X))
On reconnait donc que F(4) peut étre exprimé par P'intégrale rectiligne
F(A) = j g(x) dx
[a’d’]
qui, comme on sait, s’exprime aussi par une aire dans R2.

3) Masse de I'arc A de la courbe C.

A chaque point m de C est attaché un nombre f(m), nommé densité linéaire en m.
La masse de A est la limite (supposée exister) de la somme ), f(m,) s; quand k tend
vers linfini. Cette limite s’exprime sous deux formes, comme la longueur : I'intégrale

curviligne attachée a C,
G(A) = j Sf(m) ds
A

~u I'intégrale rectiligne

)= [ fomgna.

a
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B) Mesures bidimensionnelles dans R3.

1) Aire d’un domaine A inclus dans une surface non plane S.

Pour attribuer une aire au domaine 4 < S, il faut considérer une surface polyédrale
« approchée en surface ». On pourrait croire, par analogie avec le cas de la longueur

)

/
7]

wid)

FiG. 2.

d’une courbe, qu’il suffirait de réunir des facettes triangulaires dont les sommets appar-
tiennent & 4 et dont le diamétre tendra vers zéro (c’est-a-dire dont les longueurs des
trois cotés tendent vers zéro). Mais on démontre que c’est insuffisant pour assurer la
proximité nécessaire entre la direction de la facette et celle du plan tangent & la surface
(supposé exister). Dans les conditions exigées, si la somme des aires des facettes a une
limite quand leur nombre augmente infiniment, cette limite est ’aire attribuée au domaine

F(A) =1lm} s; = f ds: intégrale de surface sur S.
4

On doit s’assurer de I'indépendance du choix des sommets et de la convenance i la
formule (I).

2) Aire F(A) comme intégrale de surface plane ou intégrale double.

Nous pouvons considérer 'aire s; de chaque facette comme attachée & la projection
de cette facette sur un des plans de coordonnées. La direction du plan tangent en chaque
point m € S détermine une fonction de point g(m) telle que, ¢; étant l'aire de la projec-
tion de la facette d’aire s;, on a

s; = g(my) t;.

Par suite I'intégrale curviligne s’écrit sous forme d’une intégrale de surface plane, donc
aussi d’intégrale double

Fa) = | _ Em e = [T swnaray.

Ax)’
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3) Masse du domaine A = S = R>.

A chaque point m e 4 est attaché un nombre f () nommé densité superficielle au
point m. Par le procédé déja utilisé deux fois, quand les limites nécessaires existent, la
masse s’exprime par Uintégrale de surface G(4) = f(m) ds ou I'une des intégrales

J f(n) g(m)dt (intégrale de surface plane)
Axy

ou

H’ Sf(x, ) g(x, y)dx dy (intégrale double) .

C) Applications.

1) Longueur du cercle.

D’apres ce qui préceéde, nous avons le droit d’utiliser les lignes polygonales régulitres
qui ont servi, dans I'étude de Iaire du disque, a la détermination de 7. Soit P, la ligne
correspondant au nombre k. La relation vérifiée pour chaque triangle est vérifiée aussi
pour les sommes :

aire (P) = %.long (P).hy .

2

Or lim (k) = ¢, lim (aire P,) = nr* donc

lim [long (P,)] = 2 nr .
2) Aire de la sphére.

Par analogie, nous tenterons d’approcher la surface par un polyedre 2 facettes trian-
gulaires. Mais il n’y a pas de famille de poly&dres réguliers dont le nombre des faces
augmente comme il nous le faudrait. Il faut donc préciser un choix de facettes conve-
nables, dont le plan tende bien vers le plan tangent a la sphére et dont tous les cotés
tende vers zéro. Ceci supposé fait, la formule cherchée résulte de la formule connue
concernant le volume. Pour chaque pyramide dont le sommet est au centre, donc pour
leur somme, nous avons

vol (P,) = 1 aire (P,).h .

Or, lim (&) =r, lim[vol (P)] = % nr®, donc le volume cherché est 4 nr.

§ IV. AUTRES PROBLEMES.

A) Liaison entre intégrales de surface et intégrales curvilignes sur une méme surface S.

Nous partons de la formule fondamentale (I) d’addition. Soit un domaine 4 = §
de la famille de ceux auxquels sont attachées les aires, et C sa ligne frontiére. Partager 4
en deux domaines A4, 4, oblige & adjoindre un arc C’ & C, courbe partagée en C, et C,.
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Les frontiéres sont ainsi
Di=fr{d)=CiuC; Diy=fr(d,)=Cul; C=fr(d,vd; =Ciulsy
Si 'on veut exprimer une intégrale de surface par une intégrale curviligne sur so=

lisée dans la réunion. Ceci est réalisé par une convention de sens sur les contours.

Si un point m e C’ est affecté d’une densité f (m), I’élément de la somme qui approchs
I'intégrale curviligne relatif & une corde s; interviendra avec un signe : cet élément serz
+ f(m;).s; pour A, par exemple, — f(m,).s; pour 4,. Ainsi,

A=4,04, et C#H£D,vD, car D, U.Dy =CIC";

mais une intégrale de surface F(A4) = F(A4;) + F(4,) peut &tre associée a une intégrals
curviligne F(C) = F(D,) + F(D,) = F(C,) + F(C,) sur des contours fermés.

De méme, griace a des conditions d’orientation des surfaces fermées délimitant des
domaines qui ont des volumes, on congoit la possibilité, dans des conditions favorables
d’exprimer les intégrales de volumes (intégrales triples) a I'aide d’intégrales de surfaces
étendues & des surfaces fermées.

B) Le probléme des géodésiques.

Indiquons encore un probléme lié aux précédents : sur une surface S, on demande de
déterminer la ligne de plus petite longueur joignant deux points donnés quelconques.

Soient m et p ces points. On congoit qu’il faut considérer 'ensemble des lignes recti-
fiables joignant sur .S les points m, p. L’ensemble des longueurs a, dans R, une borne
inférieure, mais cette borne correspond-elle au moins & une courbe ? Si oui, la courbe
se nomme géodésique de S passant par m et p.

Si S est un plan, la géodésique déterminée par le couple (m1, p) est le segment de

roite mp. Si S est une sphére, le couple (rn, p) détermine une géodésique, plus petit arc
du grand cercle intersection de la sphére et du plan (o, m, p), o étant centre de la sphere.
Mais si m et p sont diamétralement opposés, tout demi-grand cercle joignant m et p
convient.

Si S est un cylindre ou un céne, qui, comme on sait, peut étre « développé », appliqué
sur un plan avec conservation des longueurs, les géodésiques sont les images des droites
du plan. Ces courbes sont nommées hélices du cylindre ou du cone.

On sait combien ces questions sont importantes en géographie (pour les questions de
navigation) et en mécanique (vis et écrous, mouvements sur une surface), en optique
(trajet des rayons lumineux), etc.

§ V. MESURES PROBABILISTES.

La théorie des probabilités introduit des mesures sur des ensembles d’événements.
Donnons seulement un exemple, le plus classique et le plus simple.

On jette une piéce de monnaie et on la laisse retomber. A chaque épreuve on obtient
«pile » ou « face », que nous noterons p ou f. Pour que ce soit plus intéressant, consi-

Notions de mesures et nombres réels 5
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dérons trois jets successifs ce qui nous conduit a distinguer 8 résultats possibles d’aprés
le schéma d’arbre dichotomique oli chaque chalne est un résultat possible.

ScuEMA 1

Dans cette situation, nous définissons un ensemble d’événements E; qui chacun est
est associé a un ensemble de chaines : celui des chaines dont chacune réalise I’événement :

ScHEMA 2

Définition
de I’événement E;

Ensemble C

L Fonction caractéristique
des chaines

Il y a 3 fois p.

1
g SR ACROR B S G S Cl = {Cl} 0
Cq 9 €q Cy Cq 6 C» Cg
Ily a 2 fois p. 1
D 5w e e v W ) R CZ = {CZ, C3, C4} 0
Ci Cp Cy Cy Cs Cg {7 Cp
Il 'y a 1 fois p. 1

B e em s WEREEE EBER b

G = {04, Ces 07}

iy

: e
€1 Cp C3 C, C5 Cg C7 Cy

Le second jet donne p.

C, = { €15 €2, Cs, Cg }

O-"

]
Cyq CE% Cqy aa

ete.

A T’ensemb
des chaines, ¢
En accord
«jai trois ch

Ce nombre e

et est positif.
Si nous co
nement CoOrr:
Pour cons
nous définiss
blistes conni
de ces opéra
a) Compli
c’est I’événe
Nous con
réalisé dans
b) Interse
et E” sont ti
avoir E’ et .
c) Réunic
des événem

En partic

Sur notrt
vérifie bien
et I’événem

D’une fz
leurs propi
parties d’u

On défir
que la mes

L’ensem

Sur notr
tion carac!

Dans le
donne la
faut avoir

Comme
passe de
méme ici

ou face, ¢
Pon consi




NOTION GENERALE DE GRANDEUR. MESURES ET INTEGRALES 67

A Pensemble C, de toutes les chaines est associé I’événement E, réalisé par chacune
des chaines, donc réalisé quel que soit le résultat de I’épreuve.

En accord avec la notion intuitive « il y a 3 chaines sur 8 qui réalisent E, », ou encore
«Jai trois chances sur 8 de réaliser cet événement », nous attribuons a C; le nombre :

_ card (C)

e 3
p(C) = card (C,) Ainsi p(C,) = 3

Ce nombre est une mesure sur ’ensemble (C,) des parties de C, car il vérifie
p(Civ C) = p(Cy) + p(Cj) — p(C; n C))

et est positif,

Si nous considérons I’ensemble C; vide, nous devons lui attribuer le nombre 0. L’évé-
nement correspondant n’est réalisé pour aucune des chaines. Nommons-le E,.

Pour considérer ces nombres comme mesures attachées ¢ Iensemble des événements,
nous définissons daus cet ensemble des opérations qui traduisent les opérations ensem-
blistes connues dans 9(C,) et nous transférons le méme vocabulaire. La signification
de ces opérations est claire : nous en donnons les définitions générales :

a) Complémentarité : L’événement [E; est réalisé si et seulement si E; ne P’est pas :
C’est I’événement contraire de E,.

Nous considérons I’événement E, qui ne peut étre réalisé et 'événement E, toujours
réalisé dans la situation. Ainsi E, et E, sont complémentaires.

b) Intersection E' n E” de deux événements : c’est I'événement qui est réalisé si E’
et E” sont tous deux réalisés. (On impose donc la réunion des conditions imposées pour
avoir E’' et E”.)

¢) Réunion E' U E” de deux événements : c’est I'événement réalisé si I'un au moins
des événements E’ ou E” est réalisé.

En particulier, E; n (E; = E,, E;u (E, =E,

Sur notre exemple, on vérifie que I'ensemble des événements muni de ces opérations
vérifie bien les propriétés de & (C,), I'événement E,, dit « univers » jouant le role de C,
et événement E, jouant le role de I'ensemble vide. ‘

D’une fagon générale, ces opérations étant définies dans I'ensemble des événements,
leurs propriétés sont définies axiomatiquement en accord avec celles de 1'ensemble des
parties d’un ensemble référentiel.

On définit alors une probabilité sur I'ensemble des événements comme une mesure telle
que la mesure de I'univers soit égale a 1.

L’ensemble des événements considérés doit donc étre un clan ou une tribu.

Sur notre exemple, nous avons défini la probabilité « naturelle », en utilisant la fonc-
tion caractéristique de I'ensemble C, des épreuves qui réalisent ’événement.

Dans le cas d’une infinité d’épreuves, nous avons vu comment la notion d’intégrale
donne la mesure associée & la fonction caractéristique (longueur, aire...). Mais ici il
faut avoir pris comme unité de mesure la mesure de I'univers.

Comme il a été signalé, nous savons qu’en pondérant par une fonction densité, on
passe de la mesure naturelle & d’autres mesures (masse de ’ensemble). On fera de
méme ici pour définir des probabilités diverses: Par exemple, dans notre jeu de pile
ou face, on peut parier des sommes d’argent, chaque événement étant ainsi pondéré, et
'on considérera la probabilité d’obtenir un certain gain a lissu des trois jets.
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Dans le cas du continu, on est conduit & considérer des fonctions dites « aléatoires »
sur un ensemble d’événements.

Nous n’insistons pas sur ces questions ; mais nous ne pouvions pas, dans une intro-
duction 2 la notion de mesure, passer sous silence le fait que la théorie de la probabilité,
si essentielle dans les études de physique, d’économie et méme de certains chapitres de
mathématique pure, est un prolongement direct de la théorie de la mesure.

CONCLUSION

Nous devons remarquer combien d’études sont nécessaires pour préciser tout ce qui
précéde : nous avons utilisé des mots tels que courbes, contours, surfaces, frontiéres,
limites, qu’il faudrait, sinon définir, du moins placer dans des énoncés qui en précisent
I’emploi avec rigueur, et ce peut &tre trés difficile.

Mais la profonde unité du sujet, malgré la diversité des problémes posés et des métho-
des d’approche, doit étre bien comprise. Les propriétés communes justifient Pemploi
dans les circonstances variées des mémes mots : grandeur, mesure, intégrale.

Dans I’enseignement, quelle que soit la partie plus oumoins restreinte de I’étude qui
est entreprise, cette unité doit apparaitre, reliant des chapitres qui, trop souvent semblent
rapprochés seulement par ’emploi non justifié des mémes mots. Les mesures naives,
puis les découpages, conduisent & la méthode d’exhaustion, qui, bien congue dans ses
diverses formes, méne a toutes les espéces d’intégrales. Il est impossible de ne pas asso-
cier cette étude 2 celle de ’ensemble R des nombres réels.

Nous ne faisons que signaler la possibilité &’ introduction axiomatique de R et, direc-
tement, des mesures et intégrales p-dimensionnelles dans I’espace n-dimensionnel a
partir de la propriété d’additivité et des propriétés des espaces introduits. (Ainsi, nous
n’avons utilisé que des espaces métriques ol une distance est attribuée a tout couple
d’éléments.)

11 est clair que, dans nos classes, nous ne pouvons ni passer sous silence les problémes
de la mesure, ni en donner des solutions mathématiquement valables pour les exigences
actuelles. Mais I'histoire doit nous rassurer : « Possesseurs de méthodes que, faute de
notions et définitions générales, ils ne pouvaient rédiger sous forme de théorémes ni
méme formuler avec quelque précision, les mathématiciens (du xvie® sitcle) en étaient
réduits A en faire I’essai sur des foules de cas particuliers... Il faut bien constater que
la voie n’est ouverte & ’analyse moderne que lorsque Newton et Leibniz, tournant le
dos au passé, acceptent de rechercher provisoirement la justification des nouvelles
méthodes, non dans des démonstrations rigourcuses, mais dans la fécondité et dans la
cohérence des résultats. » (Bourbaki.)

Nous espérons que nos lecteurs, enseignant dans leurs classes, pourront éclairer un
peu la voie, nécessairement titonnante, qu’ils proposent aux éléves peu & peu encouragés
par « la fécondité et la cohérence des résultats », en attendant d’atteindre le niveau ou
ils pourront entreprendre une étude rigoureuse de quelques-uns des plus simples parmi
les problémes posés.




NOTEI. IRRATIONALITE DU RAPPORT DE LA DIAGONALE
AU COTE DU CARRE.

Soit ab la diagonale A, du carré et ac = ¢b le cdté 4, de ce carré. Pour comparer
ces deux longueurs nous considérons le cercle C, de centre a qui rabat ac en ac’ sur ab.
Soit A5 le segment be’. Si les mesures existent,

mes (4;) = mes (4,) + mes (45) .

Puis construisons le cercle C, orthogonal & C, en ¢ et ¢’. Comme le triangle bc’ @’
est rectangle avec un angle de % droit, il est isocele et

be! =dle' =a g=q ¢
Ainsi C, reporte A3 sur A, comme le demande I'algorithme d’Euclide : Si A4, est le
segment bc”,

mes (4,) = 2.mes (43) + mes(4,).

a c

Mais la figure (bacc’) est semblable & (ba’ ¢’ ¢”) et aussi a la ﬁgure (ba" ¢" ), le point
étant construit & P'aide du cercle C; orthogonal & C, en ¢’ et ¢”. Par suite, A5 étant
le segment bc”,

/I/

mes (43) = 2.mes (4,) + mes (4s)

et ainsi de suite.

Il est donc prouvé que P’algorithme ne se termine pas. Or toute partie aliquote com-
mune, §’il en existait une, & 4, et 4, le serait aussi & A5, 44, ...

D’autre part,

mes (4,) > 2 mes (4;3) > 2% mes (4,) > - > 2 mes (4,4 ,)

et par suite

mes (4g42) < %‘ mes (4,)

qui tend vers zéro.
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Ainsi aucune longueur n’est ’atome de ’ensemble des longueurs. On exprime le fait
que deux grandeurs de méme espéce n’ont pas de partie aliquote commune en disant
quelles sont incommensurables entre elles, ou que leur rapport est un nombre irrationnel.
(Ne pas confondre ceci avec le fait que le nombre a une infinité de chiffres décimaux,
ce qui dépend de la base de numération.) La théorie des nombres permet de reconnalire
par la suite des chiffres, une base étant choisie, si le nombre est rationnel ou irrationnel.

Le rapport de 4, 4 4,, vaut, d’aprés la formule de Pythagore, le nombre qui s’écrit
\/ 2, solution de x? = 2. Il est facile de démontrer par les propriétés des entiers concer-
nant la divisibilité Iirrationalité de ce nombre particulier et de remplacer 1’étude
géométrique précédente par une étude arithmétique.

Remarque. Lorsque 1'algorithme d’Euclide se termine, la derniére grandeur est la
plus grande partie aliquote commune aux grandeurs 4, et 4, de départ. Le rapport des
mesures de ces grandeurs est alors une fraction. Si I'algorithme ne se termine pas, le
rapport est évalué sous une forme que I’on nomme « fraction continue ».

Voyons ceci sur ’exemple traité :

mes(A1)=1+mes(A3)=1+ 1 e 1 s
mes (4,) mes (4,) mes (4,) mes (4,)
mes (A4;) mes (A43)
=1+ - - =1+ ! =
1 1
mes (A4;) mes (A4s)
mes (4,) mes (4,)

Le procédé se poursuit sans fin et ’on écrira, avec des points de suspension dont la
signification est claire,
mes (A4 1
Ees‘% = g
Z 24—
T
On congoit que 1’étude des fractions continues ait été introduite par ’étude des rap-
ports de grandeurs en liaison avec les questions de rationalité. Depuis qu'on introduit
directement I’ensemble R des réels, la portée de I’étude des fractions continues a beau-

coup diminué.




NOTE II. ENSEMBLE TRIADIQUE DE CANTOR.

Soit le segment S = [0, 1] de longueur 1. Nous le divisons
en 3 intervalles égaux, chacun encore en 3 et ainsi de suite.
Pour numéroter les points obtenus, il est indiqué d’utiliser
la numération 2 base trois. Les points sont donc numérotés e
aux stades successifs 0; 1 puis entre eux, 0,1; 0,2; puis 0,01 2
0,01; 0,02; 0,11; 0,12; 0,21; 0,22, puis 0,001 ; 0,002,
etc. 2

A chaque stade, on supprime maintenant les intervalles 0.02 RACX Z
médians : ainsi, on retire : P

— au premier stade les x vérifiant 0,1 < x < 0,2, c’est-a- and
dire tous les nombres dont le premier chiffre est 1 ; 0[1 |

— au deuxiéme stade, on retire les nombres x véri-
fiant 0,01 < x < 0,02 ou 0,21 < x < 0,22, c’est-a-dire
tous ceux dont le deuxiéme chiffre est 1 ; ,

— au troisiéme stade ceux qui vérifient 0,011 < x < 0,012 0,11 gASOE—
ou 0,021 < x < 0,022 ou 0201 € x < 0202 ou ;
0,221 < x < 0,222, c’est-a-dire tous ceux dont le troisiéme
chiffre est 1.

042

En continuant ainsi indéfiniment, on retire tous les
nombres qui contiennent le chiffre 1. L’ensemble restant
est formé des nombres compris entre 0 et 1 écrits avec les 02 k
chiffres 0 et 2, cet ensemble est donc en correspondance L
biunivoque avec I’ensemble des nombres écrits avec les chiffres
0 et 1. Mais nous savons que cet ensemble est 'ensemble de i
tous les nombres réels compris entre 0 et 1, c’est-a-dire 0=
I'ensemble S lui-méme. Donc ’ensemble E restant est en
correspondance biunivoque avec Iintervalle S.

Mais quelle est la mesure de ’ensemble E ? Il ne contient
évidemment aucun intervalle. Pour nous assurer que sa 0,27
mesure est nulle, évaluons la mesure de son complémen-

“:"r‘vgv 7

taire dans S, c’est-d-dire F = S\E, ce qui reste de S: B ;
c’est une réunion de segments que nous mesurons en =
base dix : 1
’,' 1 2 n
1 segment de longueur1 long (F) = = [1 + (z) + (g) five o (g) + ]
3 3 3 3 3
2 segments de longueur % somme des termes d’une progression géométrique

infinie, qui Vaut% 1—-—1——5 =1. Donc long(F)=1.
=%

2” segments de longueur L3 Ainsi card (E) = card (S),
33

..................... mais

2" segments de longueur

long (S) =1 et long (E) = 0.

3n+1




NOTE III. DEUX COURBES REMARQUABLES.

1) COURBE DE PEANO.

Il s’agit d’une courbe| remplissant un carré et pourtant en correspon-
: /. x
dance continue avec un f€gment de droite. Une telle courbe, naturellement ne peut étre
dessinée puisqu’elle pasfle par tous les points du carré ; elle est définie comme limite
d’une suite de courbes. #Nous allons définir une suite de lignes polygonales P, et cons-
truire les premiéres d’entre elles.

Le carré donné est partagé par un quadrillage en 4, puis 42, puis 43, ... petits carrés
qu’il s’agit de parcourir en ordre tel que les centres successifs soient les sommets cher-
chés. A chaque stade la ligne passe par tous les centres et se referme au premier centre
choisi. Il est donc indiqué de numéroter ces centres au moyen de la base quatre. Au
stade (1), les numéros sont 0; 1; 2; 3. Au stade (2), ce sont 00; 01;02;03; 10; 11;
12;13;20;21;22;23;30;31;32;33. Au stade (3), ce sont 000 ; 001 ; ... ; 332 ; 333.

Si la ligne est tracée au stade k, le tracé au stade suivant se fait suivant I'un ou l'autre
des dessins de la figure 1, sans ambiguité car on connait les directions d’entrée et de
sortie aprés avoir choisi le point de départ : Nous nommons 00...0 le carré (au stade
considéré) qui est au « sud-est » du centre du carré et adoptons pour le stade (1) le sens
inverse des aiguilles d’une montre.

Les carrés successifs a4 chaque stade forment en réalité une bande qui recouvre tout
le carré donné C, bande bien visible si 'on coupe le papier suivant les traits indiqués
en vert.

Au carré (et a son centre) de numéro (a, a, ... @), les a; appartenant a I’ensemble
{0;1;2;3} des chiffres, associons le nombre x = 0, @, a; ... @, nombre apparte-
nant & l'intervalle 7 = [0, 1[.

Si k augmente indéfiniment, tous les carrés ont leur dimension qui tend vers zéro de
sorte qu’a tout nombre de I'intervalle I correspond un point du carré : si x 2 un nombre
fini de chifires, c’est le centre d’un carré connu. Si x a une infinité de chiffres, ces chiffres
successifs définissent une suite de carrés inclus chacun dans le précédent et tendant vers
un point déterminé. A deux points voisins de I correspondent des points voisins du
carré C donné.

Inversement un point du carré peut étre associé 2 1 ou 2 ou 3, ou 4 nombres appar-
tenant & 1, car un point d’une coupure est proche de 2 ou exceptionnellement 3 ou
4 points, non voisins sur les courbes, qui sont donc associés a des points différents de 1.

La fonction f: I — C n’est donc pas bijective, mais elle est continue.

Du point de vue aire, la région intérieure & P, a une aire g, pour chaque valeur de k,
mais cette aire tend vers zéro puisque la courbe limite L n’a pas s intérieurs.
La mesure intérieure de L est nulle. La mesure extérieure est celle du carré C, donc 1.
A la courbe L ne peut donc étre attribuée une aire.

Quant a la longueur de L, elle est infinie. En effet, en passant dz P, 2 P, ., le nombre
des cotés est multiplié par 4 et la longueur de chacun divisés par nous considérons
éventuellement dans ce dénombrement des cdtés qui se prolongzs la longueur de la
ligne est ainsi doublée d’un stade 4 l'autre et par conséquent tend vers Uinfini.

D (] > %




Note 3

Vers une courbe de Peano

i
Le—t-—e1
!
s ]
l
30 : b O
i
]
 J S |
\
+ - e
!
I bo
i
|
/N
| 22 21| 12 A
129 ¢ i 410
20 1% '
33 oo :
30 ¢ 403
%31 32| 01 ozé




(33av> na s1wvnd)

() v (5) 30

3Jovssvd

IITII IR XY

[IEE YRR EY X ¥




Note 3

Vers une courbe
de Brouwer
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2) COURBE DE BROUWER (OU DE KEREKJARTO).

C’est une courbe qui sépare Pintérieur d’un carré en 3 régions de méme frontiére !

Au départ, dans un carré blanc, trois régions sont respectivement noire, rouge, verte.
On agrandit ces régions vers I'extérieur en suivant les contours. La frontiére F de la
région blanche la sépare de chacune des trois surfaces colorées. Indiquons le début de
la construction.

17¢ érape : figure (1).

2¢ étape : agrandir 1° Le noir en partant en bas a droite, fin en bas & gauche.
20 Le rouge : en haut 2 droite, fin en haut & gauche.
3° Le vert : en bas vers la droite, fin en bas & gauche.

3¢ étape : agrandir 1° Le noir : en haut & gauche.
20 Le rouge : en bas & gauche.
3° Le vert : en haut & gauche.

Il faudrait préciser la suite de la construction et la largeur des bandes de fagon que,
quand le blanc disparait, tout point de sa frontiére F soit limite de points des trois
couleurs. F donne 2 la limite une frontiere commune aux trois régions colorées.

Evidemment, il nous faudrait préciser la notion de frontidre, question esentielle de
la topologie. Nous avons indiqué cette courbe étrange pour montrer I'insuffisance d’une
notion intuitive de « courbe » dans une étude de mesure ; dans les pages précédantes
nous avons donc fait des restrictions beaucoup plus importantes que ce qu’un examen
rapide pourrait laisser croire.




DEUXIEME PARTIE

ETUDE DE L’ENSEMBLE R
DES REELS RELATIFS

Préliminaires.

Les nombres ont été définis 4 partir de la mesure des grandeurs. Les opérations entre
nombres seront définies & partir d’opérations dans I'ensemble des grandeurs. En parti-
culier, rappelons que les nombres décimaux ont été introduits en accord avec le choix
d’unités dérivées a partir d’une unité fondamentale choisie parallélement aux conven-
tions de la numération de position de base dix : par exemple, mes;; (U’) = 0,01 est écrit
pour mesy. (U) = 100.

Dans ce qui suit, nous supposons ainsi que 'on opére en base dix : « les nombres a
virgule » sont alors les « nombres décimaux ».

Tout nombre décimal absolu, ayant k chiffres décimaux, est une mesure entiére pour
une unité dérivée connue. Nous nommerons D* ’ensemble des décimaux absolus (d’un
nombre fini de chiffres décimaux). L’étude & partir de celle qui concerne 'ensemble N
des naturels ne pose des problémes que si ’on considére un ensemble infini d’éléments
de D* puisqu’on n’introduit pas de nombres ayant une infinité de chiffres décimaux.

En effet, si ’'on considére un nombre fini de décimaux introduits par 'unité U, par
exemple 3,25 ; 5,4 ; 7,481, on opérera sur les entiers 3 250 ; 5400 ; 7 481 en considérant
I'unité dérivée U’ telle que mesy. (U) = 1 000. La nouvelle unité est ainsi déterminée par
le nombre ayant le plus de chiffres décimaux.

Remarquons que le fait d’avoir un nombre fini de chiffres dépend de la base choisie,
dix ou tout autre naturel au moins égal & deux : cette remarque montre bien que, d’un
point de vue théorique, D? ne peut suffire.

Nous avons vu que les nombres réels absolus sont introduits, une fois la base choisie,
par une suite d’intervalles emboités (a;, b,) dont la longueur tend vers zéro lorsque k
augmente indéfiniment, g, et b, ayant le nombre & de chiffres aprés la virgule.

Nous faisons d’abord I’étude de I’ensemble R“ des réels absolus pour introduire
ensuite ’ensemble R des réels relatifs et les opérations dans cet ensemble.




CHAPITRE |

OPERATION
DANS L’ENSEMBLE R®
DES REELS ABSOLUS

Les nombres ont été introduits par la mesure des grandeurs : d’abord I'ensemble N
des naturels pour lesquels le modéle privilégié est celui des cardinaux des collections et
ensembles finis, puis celui D* des décimaux absolus. (Nous rappelons que nous faisons
ici le choix de la base dix, a la fois pour la numération et pour le systéme d’unités dérivées.)

Les définitions 2 introduire dans D® puis dans R” seront construites sur le modéle des
mesures rectilignes qui se prétent aisément a une représentation graphique. Sur la demi-
droite X d’origine O congue intuitivement sont des graduations entiéres, numérotées
1;2;3;... Réservant les minuscules a, b.,.., X, ¥, ... pour les nombres, les capitales 4, B, ...
pour les ensembles, nous utiliserons les lettres de I'alphabet grec ., f, 7, ... pour les points
du modgle : ainsi, au nombre a correspond le point « par mes (oo) = @. Mais quand il
n’y a pas de confusion possible, nous emploierons la méme lettre pour le nombre et le
point qui le représente, point nommé point indicateur du nombre sur X, 'origine o
étant choisie ainsi que I'unité U. Le nombre est dit /’abscisse du point.

§ I. RELATION D’ORDRE TOTAL.

Il est clair, sur le modéle géométrique, que N et D” sont totalement ordonnés. La défi-
nition abstraite s’exprime par la regle :

1) Dans N, deux entiers distincts sont ordonnés d’apres leurs chiffres : ou bien ils
n’ont pas le méme nombre de chiffres et e plus grand nombre est celui qui a le plus
grand nombre de chiffres, ou bien ils ont le méme nombre de chiffres, mais au moins a
un certain rang les chiffres différent : c’est le plus & gauche des rangs ou les chiffres dif-
ferent qui indique le plus grand nombre.

2) Dans D° la régle se déduit de la précédente si ’on raméne les décimaux 4 des entiers
par un changement d’unité. Finalement, il suffit de comparer les parties entitres et, si
celles-ci sont les mémes, de comparer les premiers chiffres différents & partir de la virgule.

3) Ordre total dans R°. Montrons que la régle qui précede est valable dans R”. En effet,
un réel absolu est défini par la suite de ses chiffres dans la base choisie. Soient par exerple :

a = 37,246 85... et b = 37,24701...
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Ils sont définis respectivement par des suites
[a;, =37 § a} = 38 [ wy =372 | ol = 373 [ ay = 37,24 i a} = 37,25

by =37 § b)) =38 1 =372 § b =373 b =374 | b = 37,25

mais
[ag = 37,246 as = 37,247 [ ay = 37,246 8 a, = 37,246 9 e
5 =37,247 i b3 =37,248 | b} =372470 § b} = 37,2471
Les troisiémes chiffres décimaux étant différents, nous obtenons pour k > 4,
ap < a; < b, < b}

de sorte que a et b sont séparés, appartenant chacun 2 des intervalles disjoints.
Ceci est valable sauf si tous les chiffres décimaux devenant égaux a 0 pour 'un
deviennent égaux 4 9 pour lautre, par exemple pour

a = 37,246 999... et b = 37,247 000...

Nous devons dire qu’il s’agit du méme nombre écrit de deux fagons et nous nous
interdisons d’utiliser la 1°* forme, dite forme impropre qui comprend une infinité de 9.
Les deux formes écrites représentent le méme décimal 37,247 dont on ne peut pas les
Séparer par nos suites.

§ Il. L’ADDITION.

1) L’addition des mesures a été définie & partir des opérations ensemblistes par
ANnB = = mes(4du B) = mes(4) + mes(B).

Pour N, on peut opérer sur les modeles des cardinaux de collections. Sur notre modéle
géométrique des longueurs rectilignes, la somme des longueurs s’obtient en « portant
des segments bout 4 bout ». Qu’est-ce a dire ? Une relation d’équivalence entre couple
de points permet, & partir des nombres a et b d’obtenir, non seulement les points « et f
par absg) (¢) = a, absy, (B) = b mais aussi le point y par absg, (y) = b.

L’addition correspond alors & un changement d’origine

absgy (o) = a, abs,, (y) = b donne absy () =a+b.

a ¢ b §

& -

o

f

0 5 ﬂ

ScH. 1.

Autrement dit, quels que soient « et y correspondant 4 a < c,

absgy (y) = abs(gy («) + abs, () | - (A)
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D’apres cette formule (A) la somme de deux nombres semble dépendre du systéme
de mesure. En déterminant la régle opératoire, nous verrons qu’il n’en est rien: Ia
somme est déterminée par les chiffres des deux nombres.

2) Reégle d’addition.

a) Dans N, la régle d’addition résulte des propriétés de cette opération, vérifices
expérimentalement et que nous prenons comme axiomes :

Commutativité : Yae N, VbeN, a + b =0b + a;

Associativité : YVae N, YVbeN,VeceN,(a+ b))+ c=a+ (b + ¢);

Possibilité de simplification [a + b =a + b']=[b = D'].

Concernant 'ordre :

a+b>a, [a+b=cl=>[a<c et b<c]
[a<d e b<bl=>la+b<a +0].

Ces propriétés et les conventions de la numération de position conduisent & la regle
d’addition dans N, donc aussi dans D“. Exemple :

3724 37,24
+ 850  + 85
4574 45,74

b) Addition dans R
Les nombres ay, ay, et by, by qui définissent @ et b vont permettre de définir
a+b par ay + by, et ay + by.
Voyons ceci sur un exemple :
a = 37,24675... et b = 8,592 48...
a; =372 <a<ai=23173
b, = 85 <b<bl= 86
ay + by =457 ai+ b] =459

ay = 3724 < a < aj =3725
b, 8,59 < b < by = 8,60
a, + by, = 4583 a; + b, = 4585

etc...

I

'

Les intervalles successifs [a, + b), a + b}] sont bien emboités et leur longueur
0,00...02, avec k chiffres décimaux, tend bien vers zéro. Cette suite définit donc un nombre
qui, par définition, est a + b. Les chiffres apparaissent progressivement. Ainsi, sur
notre exemple,

k=3 donne [45,838 ; 45,840]
k=4 [45,839 1 ;45,839 3] .
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Naturellement, du point de vue pratique, on se contente de valeurs approchées et
I’on calcule dans D%
Les propriétés énoncées en a) subsistent dans R?,

¢) Soustraction. Par définition a + b = ¢ s’écrit aussi
a=c—b>b et b=c—a.
Ainsi
x=y—-zl=>[y=x+z].

La différence y — z est définie a la condition y > z, c’est le résultat de I'opération de
soustraction.

Régle de soustraction. La régle résulte de la régle connue dans N et, par conséquent,
dans D°. En effet, soit & calculer @ — b avec a > b. Nous avons vu qu’on peut séparer
ces nombres : pour k assez grand, b, < b} < a; < a;. On peut donc, & partir de ce
stade, considérer [a; — b}, a] — b;]; on voit sans peine que ces intervalles sont emboités
et tendent vers zéro.

Par exemple, avec les valeurs choisies en (b), nous obtenons :

[28,6; 28,8], [28,64; 28,66], etc.
Les chiffres apparaissent progressivement.

d) Distance de deux nombres éléments de R,

Soient deux nombres distincts a et ¢, a < ¢ et les points « et y qui les représentent,
Porigine étant o, I'unité U. Nous avions écrit

abs(gy (7) = abs («) + abs ().
L’égalité s’écrit maintenant
absy (7) = absgg) (y) — abs() (@) .
Du point de vue géométrique, ceci signifie
dist (ay) = dist (oy) — dist (0y) .
Par analogie, on définit la distance de deux nombres
dist(a,¢) =c¢c —a.

Cette distance ne dépend pas de I'origine o pourvu que P'inégalité a < ¢ soit respectée,
restriction qui sera levée quand nous aurons introduit les nombres relatifs.

§ . LA MULTIPLICATION.

La multiplication est une opération introduite par un changemen: d"unité. Le cas du
cardinal, mesure d’une collection, est spécial & ce point de vue par suite de I’existence
d’une unité absolue. Traitons d’abord ce cas :
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A) Multiplication dans le cas des cardinaux.
Du point de vue changement d’unité, le schéma (1) s’impose :

A ={up,usus}, Uy={o,v},00,0"}, deméme U, et U,

$={U1’U2’U3}9 C=U,vU,uU,

Schema 1

Schema 2

Schema 3

ainsi
card (B) = card (4), card (U,) = card (U,) = card U,) =4,
card (C) =4+ 4+ 4=4.3

Notions de mesures et nombres réels

W

81
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Mais, par composition, nous obtenons le schéma (2) qui montre
card(C)=3+3+3+3=3.4

Il'y a « multiplication par 4, puisque chaque élément de 4 en donne 4 ». « Il y a 4 fois
plus d’éléments ». :

La situation conduit & affirmer la commutativité : ceci est mis en évidence sur le
schéma (3) qui montre un produit d’ensembles. Un produit d’ensembles n’est pas commu-
tatif mais le produit des cardinaux est commutatif :

card (4 x U) = card (U x A) = card (4).card (U) = card (U).card (4) .

Ainsi le produit apparait comme une opération interne dans Pensemble des entiers
naturels, opération commutative et simplifiable. L’associativité apparait sur une repré-
sentation analogue dans I’espace qui montre un produit de trois ensembles. Le schéma
montre aussi la distributivité de la multiplication sur I’addition dans N.

B) Mesures entiéres.

Interprétons 1'opération introduite dans N comme opération sur des mesures entieres
en reprenant le modéle des longueurs rectilignes. Nous revenons au changement d’unité
qui correspond, pour les cardinaux, au schéma (1).

Nous associons deux droites réglées, placées cote-a-cdte pour plus de clarté, avec
deux unités, telles que mesy (U’) = a, entier naturel et nous mesurons une méme lon-
gueur L telle que

mesy (L) = Db,
b supposé aussi appartenir & N.
o U1 2 3 4 § 6 7 & 9 40 M 42 43
i »
1
- T c E L
¢
0! L ;

La figure, par dénombrement de segmenté, montre bien
mesy (L) = a.b = b.a

(sur la figure, a = 3, b = 4).
La définition, dans le cas des mesures entiéres est bien en accord avec ce que donne
le modéle des cardinaux.

C) Multiplication dans R“.

Nous nommons grandeurs de méme espéce celles qui peuvent étre mesurées en pre-
nant P'une quelconque d’entre elles comme unité : par exemple les longueurs rectilignes,
les volumes, etc.

Soient deux grandeurs de méme espéce U et U’, permettant toutes deux la mesure
d’une grandeur G. A I'aide de I'unité U, nous déterminons mesy; (U’) et mesy (G). AT aide
de FPunité U’, nous déterminons mesy.(U) et mesy(G).
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Par définition, la multiplication dans R” est 'opération qui fournit mes, (G)  partir
de mesy (U’) et mesy{G).
On écrit

mesy (G) = mesy (U').mesy. (G)) . - : (P)

Si nous considérons la mesure comme fonction de passage de I'unité  la grandeur
mesurée, on est conduit au schéma (1) et 4 la notation -

f1:U->U = f,(U) } f(G) = £, f1(U)]
f2:U > G =f,(U) ) donc f=f, of;

Mais, introduisant le produit des nombres,

{ a = mesy (U") mesy (G) =m = a.b.

b = mesy.(G)

Comme nous savons que mesy (G) est définie directement sans intervention de U’
autrement dit, est indépendante du choix de U’, nous pouvons utiliser des schémas
du type 3, ou

m= g.b=c.d

et raisonner sur ces schémas.

D) Mesures inverses des mesures entiéres.

Sia = mesy (U’) est un entier, nous savons qu’il ne peut en étre de méme de mesy, (U).
sauf si, U et U’ étant équivalentes, on ait mesy (U’) = mesy, (U) = 1.

G




84 ETUDE DE L’ENSEMBLE I DES REELS RELATIFS

e 1P ,
Dans le cas général, nous posons mesy. (U) = - « inverse de a », ce qui crée l'en-
a

semble des inverses des naturels.
Dans le cas ol a est une puissance de la base de numération (nous avons choisi dix),
U’ est une unité dérivée de U et ’inverse de a appartient & 'ensemble D? des décimaux :

a= 10\;'1 =0,1; W= 100\»1— = 0,01 etc.
a a

Si @ = 10% son inverse 0,000...01, avec k chiffres décimaux, s’écrit 5); ou d’une

fagon plus pratique 107%,

Convenons de nommer M la réunion de N et de I’ensemble des inverses des éléments
de N.

Propriétés de la multiplication dans M.

1) L’introduction des mesures inverses conduit a compléter le schéma (2) de la mul-
tiplication. Nous y lisons les propriétés :

1 1 ;
S mais d«b = b.a donc

Q[ =

L
b

S| -
Q| =

4 t
q .- U

\~_ —
e
a-b
2) Démontrons maintenant la formule
P
B O
e 1 1 ,
" Soit a3 =mesy G et 5" @ = mesy G

Le schéma donne f sous deux formes :
f=b.a et f=a.c.b=(b.a).c (propriétés dans N).

" Par suite, b.a = (b.a).c, donc ¢ = 1 et G= G, ce qui démontre la formule.

\31 (3
o/ X AG
\ 8
1 Chw




OPERATION DANS L’ENSEMBLE r* DES REELS ABSOLUS 85

Ainsi, dans M, ensemble des naturels et de leurs inverses, la multiplication est associa-
tive et commutative, le nombre 1 étant I'élément neutre et son propre inverse.

Remarque : On peut voir ces résultats sur le modéle des segments rectilignes en
comptant des segments.

Nous allons, grice & ces formules, chercher les régles qui donnent les chiffres
d’un produit de deux nombres, ce qui démontrera que ce produit est bien indépendant
du systéme de mesure utilisé pour I'introduire.

E) Régle de multiplication.

1) Produit d’entiers. Dans N, les conventions de la numération de position, par appli-
cation des propriétés (associativité, commutativité et distributivité sur I’addition),
conduisent aux régles bien connues sur lesquelles nous ne revenons pas ici. En particu-
lier, multiplier par 10" s’exécute en écrivant n chiffres 0 & droite du nombre donné.

2) Multiplication d’un décimal par 10™". D’aprés les conventions de la numération
étendues aux nombres 4 virgule, il faut augmenter de n le nombre des chiffres décimaux
par déplacement de la virgule.

3) Produit de deux nombres décimaux. Pour travailler dans D” nous utilisons les
schémas valables plus généralement dans M, qui concernent I’associativité et la commu-
tativité, Faisons par exemple le schéma relatif a

mes; (V) = 4,6, mesy (G) = 37,42.

Nous cherchons le produit de ces nombres x = mesy (G).

L6 37,42
/I e T~
\ / G
U Us /1,5 S Ve e
oA ‘

Le schéma justifie la décomposition :

x = (0,1 . 46).(0,01 . 3 742)
= (0,1 . 0,01).(46 . 3742)
= 0,001 . 172132 = 172,132

Ainsi, il faut multiplier les nombres comme s’ils étaient entiers puis placer la virgule
en sachant que le nombre de chiffres décimaux du produit est la somme des nombres
de chiffres décimaux des facteurs.

4) Produit de deux nombres réels absolus. Pour travailler dans R” nous devons uti-
liser les suites d’intervalles fermés qui définissent les nombres donnés a et b et chercher
un encadrement pour x = a.b.

Suivons ceci sur ’exemple

a = mesy (V) =4,6327..., b = mes, (G) = 37,426 3...
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Commengons par exemple par garder 2 chiffres décimaux de chaque nombre. Le
schéma montre ’encadrement

x5 = 1072.463.1072.3 742 = 10 4(463.3 742) = 173,254 6
1072.464.1072.3 743 = 104(464.3 742) = 173,6752.

U
110'2
UZ
My \\41,
VieV < V'
10'2J 102 110'2

V. < Vp < Ve
37421 13743

%

‘G'<G<G”

Ainsi, nous ne sommes assuré que de la partie entiére, ignorant les chiffres décimaux,
Pouvions-nous prévoir, avant le calcul, un majorant de la différence des valeurs appro-
chées ? Sur les entiers,

(463 + 1).(3 742 + 1) — (463.3742) = 463 + 3742 + 1
< 500 + 3800 = 4300

donc |
Xy — %, < 107*.4300 = 107243 < 1072100 = 1.
Sinous avions gardé k chiffres décimaux, nous aurions
xp — x, < 107%.43 < 10762

La différence tend bien vers zéro lorsque k augmente indéfiniment de sorte que la
suite des intervalles définit un nombre. Par définition, c’est le produit des deux nombres
donnés.

Ainsi est définie une opération, la multiplication dans R°. En utilisant de plus en
plus de chiffres décimaux, on fait apparaitre progressivement les chiﬁ"res du prodmt
ainsi, sur notre exemple, en prenant ¥ = 4, on obtient

173,384 8... < x < 173,389 0...

Deux chiffres décimaux sont acquis. Sur notre exemple, pour assurer h chiffres au
produit, il faut en utiliser # + 2 pour chaque facteur a et b (ceci parce que le nombre 43
qui intervient est inférieur a 10%).

Remarquons que si les facteurs sont des décimaux ayant reulproquement i et j chiffres
décimaux, le produit exact en a i + j mais le cas utile est celui o les nombres donnés
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sont -connus avec une certaine approximation dont il faut tenir compte. Sur notre
exemple, on concluera, si cela semble suffisant

x =~ 173,387 4 moins de 0,003 pres.

F) Calcul de Pinverse d’un nombre réel absolu.

C’est la seule régle qui nous manque encore pour pouvoir traiter tous les problémes
de changement d’unité, c’est-a-dire d’opérer dans R* considéré comme groupe pour la
multiplication.

1) Inverse d’un entier ou d’un décimal exact.

Soit, par exemple, @ = 37,42 ; nous cherchons & calculer son inverse x défini par
3742.x=1.
La technique de la division euclidienne dans N nous donne

1000000000 | 3742
251 60
27 080 2672...
08860
1376

10000 = 3 742.2 + 2516

100000 = 3742.26 + 2708
1000000 = 3742.267 + 886
10000 000 = 3 742.2 672 + 11 376

Suite d’égalités en général infinie, qui ne s’arréte que s’il advient un reste nul. Ce qui
importe est que tous ces restes r; vérifient '
' Ty 3742.

Utilisons par exemple
r; < 3800.

Concernant le nombre donné, 37,42, il faut écrire

100 = 37,42.2 + 25,16

1000 = 37,42.26  + 27,08

10000 = 37,42.267 + 8,86
100 000 = 37,42.2 672 + 13,76.

Mais, pour répondre 4 la question posée, il faut ramener les premiers membres 4 1

1 = 37,42.0,02 + 10~2,25.16
1 =37,42.0,026 + 1073.27,08
1 = 37,42.0,026 7 + 107%.8,86

1 = 37,42.0,026 72 + 1075.13,76

Les restes sont, au stade k, inférieurs 2 107*.38 et tendent vers zéro.




88 ETUDE DE L’ENSEMBLE I DES REELS RELATIFS
Ainsi, nous trouverons de proche en proche, les chiffres de I'inverse du nombre donné

x = 0,026 72...

2) Inverse d’un réel quelconque absolu.

Le nombre a € R® est défini par les suites

’ ”
[ak, ak] »
Posons
1 1 o 1
X =iy Ye=—, Iy = —
a ay ay
nous savons définir
’ Ua r’ "
Yi par [y, vk et zy par [z, z;] .

Mais a; < a < a donne y, > X > z;; il nous faut donc, pour définir x, utiliser
[zi ¥i] -
Exemple : soit a = 37,426 3... ; prenons k = 2.

100 000 3743
25140
26820 | 2671
061 90
24 47

3742 < a < 3743
0,067 < x < 0,068 .

Il reste & prouver que la démarche indiquée définit bien un nombre. Or les intervalles
fermés [z, y;] sont emboités, et leur longueur est

de=yi — 2=k = y) + O — 20 + (2 — 2))
donc si m est un minorant de a,
.5 ” o 1 _ 1
dp £ 2.007% 1 B T gp ".(2+—;)
klak m
donc dj tend bien vers zéro.

Conclusion : Dans I'’ensemble R® la multiplication fait apparaitre un élément neutre :
1 et associe a tout nombre son inverse. De plus I'opération est associative. C’est dire que
cette opération confére i I'ensemble R® une structure de groupe. L’opération étant
commutative, le groupe est dit « commutatif ».

Il en résulte que I’équation a.x = b admet une solution. En effet, 'équation équivaut a

- b

Q| =

1 1
;-(a.x)—-a-b, donc N =
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x est dit le quotient de b par a ; on D'écrit, sous forme de produit

x=l.b=b.-1—,
a a

QIS

ou, sous forme de quotient x =

§ IV. RAPPORT DE DEUX GRANDEURS, RAPPORT DE
DEUX NOMBRES.

A) Rapport de deux grandeurs de méme espéce.
La formule fondamentale
mesy (G) = mesy (U').mesy(G)
s’écrit avec la notation de quotient
mesy (G) _ mes,(G) ‘
mesy (U} mes,(U')

mesy (G) =

quelle que soit 'unité V.

1) Définition. On nomme rapport d’une grandeur A a une grandeur B de méme
espéce le quotient des mesures faites avec une méme unité quelconque, et I'on écrit,

rappelant la notation de quotient :
(/_1) _ mes (4)
B/ mes(B) |’

I'unité de mesure ayant été précisée. En particulier

@) -restd - G)-G)-1 G- G)E)-C)

Inversement, tout nombre réel absolu est, par définition, le rapport de deux grandeurs
d’une espéce choisie, I'une de ces grandeurs étant arbitraire.

X : A
2) Produit d’une grandeur par un nombre. On convient d’écrire x = (E) sous la

forme A = xB. C’est une écriture de produit externe d’un élément de I'ensemble S
des grandeurs d’une espéce déterminée par un élément de R®, qui joue ici le rdle d’ensem-
ble d’opérateurs.

Les formules écrites entre rapports de grandeurs donnent

A=1A4, [A=xB]=>[B=§A],

[4=xB et B=yC]=[4=(x.y)C]

donc

x(yC) = (x.y) C




90 ETUDE DE L’ENSEMBLE r DES REELS RELATIFS

3) Soient maintenant 4 grandeurs de méme espéce A, B, C, D, telles que
(5)- )
B/ \D/"

A = xB

{ C = J‘D N

Posons (g) =y, c’est-a-dire C = yA. On en déduit

_lon=2a=2 _@.) _
D—x(yA)—-xA——x(xB)— i B = yB

)~ (5)]-1(5)-3)]

B) Rapport de deux nombres.

Soient @ = mesy (4) et b = mesy (B), donc

G5 -

Par analogie avec le rapport de deux grandeurs, le quotient 5

des deux nombres a et b, ou, mieux, « rapport du nombre a au nombre b ».
La formule de changement d’unité fournit ’occasion d’écrire la formule

donc

est nommé [« rapport »

-]
Q

=
b

G~
o

pour tout nombre p. Vérifions ceci & partir ‘de la définition d’un rapport de nombre ;
[q = %] <> [a = q.b] = [p.a = p.q.b] < [q = IP;_Z]

Enfin, rappelons les égalités qui résultent de la structure de groupe :

Q
o
SHela

et les équivalences importantes
A O R A
d c b a

eg-b-4k

<> [ad = bc] .
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C) Structure additive et multiplicative de R”.

1) Par définition, deux grandeurs 4 et B de méme espéce étant mesurées avec la
méme unité U, la somme des grandeurs a pour mesure la somme des mesures :

a = mesy(A); b= mes,(B), mesy(4 + B)=a+b.
/A
: t. AiB
t-v_a—/ |
a+b

Changeons d’unité et posons p = mes,(U). Les trois mesures sont multipliées par p,
donc

U

p.(a + b) = (p.a) +(p.b)

Ainsi, dans ’ensemble des réels absolus, la multiplication est distributive sur I'addition.
Aussi bien, posanta + b = ¢, il vient: ¢ > a et Vp,p(c — a) = p.c — p.a.

1
2) Introduisons Pinverse du nombre quelconque p en posant p = ¢ La formule
de distributivité s’écrit

1 | 1
~(a@a+b)y=—-a+-+b
q ; q q
c’est-a-dire
at+tb_a £ b .
q q P
Plus généralement, comme nous avons vu
& oy g
b pg’ a pq’

il vient

a b _ aq+bg

p q pq

formule valable pour tous les réels absolus, qui n’est qu’une conséquence de la structure
étudiée, mais est utile dans les calculs. (Elle prend une autre signification si a, b, p, g
sont entiers et que 1’on étudie 'ensemble des fractions.)
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Enfin, revenant aux grandeurs elles-mémes, nous obtenons

8- (0-

D) Grandeurs proportionnelles. Nombres proportionnels.

) x+y»C=xC+yC

aU + bU =(a+ b)U

1) Nous considérons deux espéces de grandeurs G et H appartenant respectivement
a des ensembles § et J€. Une correspondance biunivoque est supposée définie entre
ces ensembles.

Les unités G, et H, de chaque espéce étant associées dans la correspondance, si les
mesures des grandeurs associées G et H sont égales, les grandeurs sont dites proportion-
nelles. Cette condition, si elle est vérifiée quand les unités sont G, et H, associées, de
mesure 1, reste vérifiée si les unités sont tout autre couple associé G, et H,.

Si les unités, respectivement U et ¥ ne sont pas associées, V' étant associé 3 U, on a

mesy (G) = mesy. (H) = mes,. (V).mesy, (H) .

Posant p = mesy(V), il vient
VGeS , mesy(G) = p.mesy, (H) ou encore

mesy (G) . .
mes, (H) p, rapport constant quand G variedans G .

Remargque : bien noter qu’on ne peut ici considérer (17 qui n’a aucune signification

puisque G et H ne sont pas de méme espéce.

Quand deux grandeurs sont proportionnelles, si G, et G, correspondent respectivement
a H, et H,, alors G; 4 G, correspond & H; 4. H,. En outre, si la mesure de G tend
vers z€ro, il en est de méme de celle de H.

2) Entre nombres, si nous posons g = mesy (G) et & = mes, (H), la proportionnalité
des grandeurs s’exprime par

Vge EcR®, g=p.h, ouencore = p, nombre constant.

>0
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Par analogie avec les grandeurs, on dit que les nombres associés sont proportionnels ;
p est le coefficient de proportionnalité :

p=%=§l=&=... =§=---.Parsuitel=b=_}}_2=.n—_—_:_}_1:....

1 hy  hy h P & g2 g

La fonction f:g — h est dite fonction linéaire de méme que la fonction inverse
flih—g.

Remarque. Des nombres associés g et i sont dits inversement proportionnels si
le produit g.h est constant. Sous cette forme, ce ne peut &tre traduit en relation entre
grandeurs, mais revenant aux rapports, on écrira

g1 h, (G1) (Hz)
2 == donc —1={5")-
g h G, H,

Cette relation s’étend bien & G et J€ car

(-G « @)-G)]=1@)-E)]
G, H, G; H, G, H,

Mais, si G, et G, correspondent & H; et H,, Gy + G, ne correspond pas & H; + H,.
La correspondance n’est donc pas liée 2 la notion de mesure. Elle est de peu d’impor-
tance par comparaison avec la proportionnalité dont le role est essentiel. Dans la termi-
nologie moderne, c’est I'expression relation linéaire qui est utilisée pour introduire
nombres proportionnels ou grandeurs proportionnelles.

Exemple géométrique fondamental. Soit F une figure, ensemble de points et I’homo-
thétie de centre s, de rapport k, fonction f: m — m’' définie par I'alignement s, m, m'

’
avec Yme F, f;m— = k.
sm
Cette homothétie laisse invariant tout rapport interne,

1] pl

! 1.3

3

Vm, Vp,Vge F , £ =

mqg mq
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: ! : m'p’
alors que le rapport de toute distance 4 son image est constant : e = |kl
donc Vim,VpeF m'p' = |k|mp.

Ainsi m’ p’ est fonction linéaire de mp.
Conclusion.

L’ensemble R* des réels absolus est muni de deux opérations : la multiplication qui lui
confere une structure de groupe commutatif, ’addition qui ne donne pas une structure
de groupe, car, si I'on a pu déja introduire le zéro, élément neutre de Paddition, il n’y a
pas dans I’ensemble d’éléments opposés et I’équation a + x = b n’a pas de solution
dans R* pour a > b.

Bien que la multiplication soit bien distributive sur I'addition, il n’y a pas structure
de corps. Il faudra, pour obtenir cette structure, tout en gardant les propriétés énoncées,
faire une extension pour que le nouvel ensemble ait une structure de groupe pour
P'addition. On y est conduit lorsque les grandeurs peuvent étre orientées dans 'un ou
'autre de deux sens, leurs mesures étant alors affectées de I'un ou autre de deux signes.
L’ensemble de ces mesures constitue alors ’ensemble des réels relatifs R que nous allons
maintenant introduire.




CHAPITRE I

ENSEMBLE R
DES REELS RELATIFS

Il s’agit d’étendre I’étude faite dans ce qui précede de I’ensemble R® des réels absolus
a I'ensemble R des réels relatifs.

§ I. PRELIMINAIRES INTUITIFS.

Nous utilisons comme modeéle ensemble des longueurs rectilignes. Nous avons, pour
introduire N, utilisé d’abord le modéle des cardinaux ce qui ne peut nous servir mainte-
nant, puis nous avons introduit la demi-droite graduée: Un transport de baguettes
nous a permis de numéroter 1, 2, 3, ... des points et ainsi, de mettre en évidence des
longueurs entiéres qui sont des mesures.

1) Si l'on doit opérer sur une droite, congue globalement d’une fagon intuitive, il
faut considérer deux demi-droites opposées qui correspondent, sur la droite, & deux
sens. Nous distinguons ces deux sens en disant par exemple « vers la droite, vers la
gauche », ou « vers le haut, vers le bas», ou bien en dessinant une fiéche et disant
« sens de la fieche, sens inverse du sens de la fieche ». Il y a ainsi deux graduations et
chaque numéro 1, 2, 3, ... doit étre associé a I'un ou 'autre de deux signes correspondant
aux deux sens. Que choisir ? Le lecteur sait bien qu'on a choisi { +, — }. Mais ces
signes ont déja des significations ; ils indiquent les opérations d’addition et de soustrac-
tion, ce qui n’est aucunement associé aux qualificatifs « positif » et « négatif ». Pour
ne pas commencer I’étude dans la confusion, nous n’acceptons au début, ni ces signes,
ni ces mots. Aprés I’étude, nous montrerons que ces ambiguités ne conduisent pas &
des erreurs de calcul et permettent une simplification d’écriture.

Adoptons deux signes de couleur, donc, dans ce texte imprimé, le noir et le blanc.
Nous écrirons °1, ®2, *3, ..., °x, ... pour un des sous-ensembles d’entiers, et °1, 2, °3, ...,
°n, ... pour I’autre. Nous pourrons dire « noir un, noir deux » et « blanc un, blanc deux »,
etc. On dit que, par exemple, 35 est la valeur absolue des deux nombres relatifs opposés
35 et °35. Un nombre relatif étant nommé x, sa valeur absolue est notée | x |.

La graduation entiére compléte de la droite comprend donc trois sous-ensembles :
celui °N des entiers « noirs », celui °N des entiers « blancs » et 'ensemble d’un élément
unique { 0 }, zéro étant un entier relatif « sans couleur », le nombre le plus important,
choisi comme origine.

2) Pour lenrichissement en points de chaque demi-droite, nous suivons le principe

décimal (puisque nous avons adopté, pour la pratique, la base dix). L’ensemble D*
des décimaux absolus (ayant un nombre fini de chiffres) donne par dédoublement les
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sous-ensembles { 0 }, °D, et °D dont la réunion constitue I’ensemble D des décimaux
relatifs. Ainsi, 35,4 est la valeur absolue de °35,4 et de °35,4, donc

354 =|°354| =|°354].
1l s’agit d’attribuer & D une structure analogue 2 celle de D°.

3) Relation d’ordre dans D. En accord avec I'ordre «naturel» introduit dans D° on
peut songer a ordonner les relatifs d’aprés leur valeur absolue, mais ceci ne convient
pas a notre intuition. Le modéle suggére la solution : conserver I’ordre sur un des sous-
ensembles défini par sa couleur en lui donnant en quelque sorte une priorité, et inverser
Pordre sur 'autre sous-ensemble. Quant au zéro, il sera considéré comme entre tous
nombres de couleurs différentes. Choisissons par exemple I'ensemble *D comme priori-
taire ; la demi-droite qui porte 'ensemble des points correspondants indique ce qu’on
nomme le « sens positif » sur la droite ; son opposé indique le « sens négatif ».

Ainsi, nous écrirons °3,4 < °5,1 °3,4 > °51,

[xeD]=[0<x], [ye°D]=[y <0],
donc, par transitivité,
[xe*D et ye°D]=[y <x].

Tout ceci peut étre rassemblé dans des énoncés qui constituent une définition axio-
matique de I’ensemble des décimaux relatifs.

§ II. ETUDE DE L’ENSEMBLE D DES DECIMAUX RELA-
TIFS.

A) Introduction de D.

1) L’ensemble D des décimaux absolus étant connu, ’ensemble D est la réunion
de trois sous-ensembles, I'un comprenant un élément nommé zéro, écrit 0. Tout autre
élément appartient & un couple associé A un élément de D :

me ‘D
me°D

meD{ , D={0}uDuU°D.

m est dit 1a valeur absolue de °*m et de °m ce qui s’écrit
m=|°m|=|°n]|.
2) D est totalement ordonné par les conditions
‘m< °p
Om > Op
2) Vm,Vp,°m < °p et °m <0< °p.

m e D*® 1)m<p=>{

Ces définitions obligent A vérifier la transitivité :

Hyp:x <y et y <z; conclusion x < z.
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Il faut considérer plusieurs cas suivant les signes de x, y, z mais 4 cas seulement sont
compatibles avec les hypothéses :

x<y=|x|<|yl

}::»|x|<lz[=>x<z
y<z=|y|<|z|

x<y}
N =X L Z
ODODODy<Z

Appartenance

x<y=|x|>]y]|

=|x|>lz|=>x<
y<2=>IyI>IZI} ! o

°D|°D|°D

3) D est partout dense, cest-a-dire que, quels que soient deux éléments x et y, il
existe au moins un élément de D entre x et y. En effet : Si x = 0, on obtient un élément
convenable 7 entre x et y en prenant | 7| < | y |, r du méme signe que y.

Si x et y n’ont pas le méme signe, on peut prendre 7 = 0.

Si x et y ont le méme signe, on prend ¢ du méme signe, avec | ¢ | entre | x | et | y |.

Par suite, & partir d’un couple quelconque (x,, ¥1), on peut former une infinité de
couples (x;, y,) dont les éléments vérifient

X KX < <X < Xy << Yy K<<y <Yy,
sans jamais étre arrété. En particulier, on peut former de telles suites de sorte que x;
et y, aient k chiffres aprés la virgule. Par exemple
3.4 "33 LR

Type I 3,46 °3,47 , [°3,47 °346
°3,462 °3,463 °3,463 °3,462

TypeIl |°0,37 °0,37

S’y raménent des exemples tels que
0 <*1 °0,4 < °0,5
‘0,4 < °0,5 °0,4 < 0,4

B) Distance. Longueur d’un intervalle.
Nous nommons intervalle dans D I'ensemble des décimaux compris entre deux
€léments de cet ensemble, intervalles fermés [x, ¥] ou ouverts lx, y[ ou semi-fermés

[x,y[ ou Jx,y]
Nous définissons la distance de deux nombres, ou des deux points qui lesreprésentent :

a) La distance dist (x, ) des nombres x et y est un nombre absolu, élément de D%
b) dist (0, x) = | x|.

Notions de mesures et mombres réel
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¢) Si x et y sont de méme signeetsi|[x| < |y |, alors

dist(x,y):dist(y,x)= [yl —=1x].

d) Si x et y sont de signes contraires

dist (x, y) = dist (, x) = | x| + || .

Conséquence : Si z est entre x et y, alors
dist (x, y) = dist (x, z) + dist (Z, y).

Par suite, sur ’ensemble des intervalles, avec [x, z [Nlz,y) =g

[x, y] =[x,z [U] Yl < dist (x, y) = dist (x, z) + dist (z, y) .
Ainsi, la distance est une mesure attachée a Iintervalle ; on la nomme Jongueur de
lintervalle. ‘

Nous pouvons donc maintenant parler d’une suite d’intervalles emboités dont Ia
longueur tend vers zéro.

§ IIl. ETUDE DE R, ENSEMBLE DES NOMBRES REELS.

A) Définition.

Soit [x,, y,] une suite d’intervalles fermés emboités inclus dans D et dont la longueur
tend vers zéro. ’

1€ cas. Au stade A, Xp €t y; sont de méme signe. Ce signe est conservé pour k > h,
de sorte que '

dist (x, y,) = dist (EANEA .
Or les intervalles [0, ] V% |] définissent un nombre réel absolu r € R, r appartenant
ou non i D“.

Nous devons attribuer 3 r le signe commun i Xy et y,. Ainsi sont définis °r et °F,
éléments de R, appartenant ou non a D,

28 cas. A un stade h, x, et y, sont de signes contraires, donc, 0 appartient i tous
les intervalles fermés pour k < h. Si 0 cesse d’appartenir 4 Pintervalle fermé pour une
valeur /', cest que X €t y,, sont de méme signe : c’est le premier cas.

Si au contraire 0 appartient & tous les intervalles fermds de la suite illimitée, cette
suite définit ce nombre 0.

Finalement, notons °R et °R respectivement les ensembles des nombres °r et °r,
I’ensemble des réels relatifs (ou ensemble des réels) est R = *R U °Ru{0}.

- Les réels *r et °r sont dits Opposés.

Relation d’ordre total. or < * pour tous r et ', et
[r<*rler < rler<r].

On vérifie la transitivité.
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B) Addition dans R.

1) Vecteurs.

Nous allons introduire une relation d’équivalence entre couples (a, b)) de nombres
réels en utilisant I'image ponctuelle sur la « droite réelle », image de R, Iorigine o et
P'unité U étant choisis. Tout nombre g est abscisse d’un point o de la droite réelle, le
point étant indicateur du nombre.

Soit a € R et r € R® 1l existe deux nombres b et b’ satisfaisant &

dist (a, b) = dist (a, b") = r,
C’est-a-dire, sur I'image ponctuelle
dist (o, f) = dist (, ) = r.
Le nombre a est entre b et b'. Supposons b’ < a < b. En particulier, si @ = 0,

r étant donné, on a b = °r, b’ = °r,

Associer les couples (ay, b,) et (a,, b,) au méme nombre r,avec a; < by eta, < b,,
c’est définir une relation d’équivalence dans I’ensemble de couples de réels :

(ala bl) = (a27 bz) == (0, 'I’) = (or’ 0) .
De méme,

(a5, b)) = (ay, by) = -

A chaque classe d’équivalence correspond un nombre ¢, second élément du couple
dont le premier est 0. Le couple (0, ¢) est ainsi représentant privilégié de la classe.
Dans I'image ponctuelle, les couples de points équivalents

(1, 1) = (22, 85) = = = (0, 7)

appartiennent & une classe d’équivalence nommée vecreur. Le nombre relatif c est la
mesure relative du vecteur, le nombre absolu | ¢ | est la longueur du vecteur. Le signe de ¢
est le signe du vecteur. Le point y est le point indicateur du vecteur. Le vecteur est dit de
sens positif si ¢ € °R, de sens négatif si r € °R.

Un vecteur se note au moyen de ’un quelconque des couples de la classe surmonté
1 S o r r =2 . 14 1
d’une fleche aff = o0y, ou par une seule lettre fléchée V. Sa mesure relative s’écrit en
surlignant : «ff = oy = c.

il

0,°) =(r,0).

—_—
Translation. Etant donné un vecteur V, 3 tout point « est associé un point  par
-— — — . , y i
la condition aff = V (Cest-a-dire («, f) € V). La fonction f: o« — B, ainsi définie, qui
—
applique la droite réelle sur elle-méme est nommée translation de vecteur V.

Ces notions vont permettre d’introduire une addition dans R en accord avec ce qui
a été fait plus haut.

2) Addition. Comme il a été fait dans R nous définissons I’addition par change-
ment d’origine des abscisses. Soient donnés deux vecteurs T/)l et ?2, -I;l =7§, _V>'2 =—c7,§ :
nous prenons 5; = 172

Par définition, le vecteur 173, défini par (o, y) est dit la somme des vecteurs 71 et T’;.
— — — — — - —
[Vl = oo, Vz = Oﬁ = ocy] = [Vl ..i_ VZ = 0‘)}]

en notant { l’addition dans ’ensemble des vecteurs.
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Ceci détermine le nombre ¢ abscisse de 7y, & partir des nombres a et b, abscisses des
points a et f. Nous disons que ¢ est la somme des nombres a et b et écrivons ¢ = a + b.

Cette introduction sur le modeéle rectiligne conduit & poser comme définition de
Paddition dans R ’opération dont la régle est indiquée dans le tableau :

)ae*R,be*R:a+b="(al+|b|)
2) ae°R,be°R:a+b="(al+|b])

3)ae‘R,be°R:{si la|>|b|, alors a+b="al—-|0b])
si |a|l<|b|, alors a+b="°(b|—-]al).

En outre 0 est élément neutre a+0=0+a=a
et la somme de deux nombres opposés est nulle °| a| + °la| = 0.

Propriétés. On reconnait immédiatement que 'opération est commutative. L’asso-
ciativité, moins directement visible sur la définition abstraite, est en évidence sur la
définition vectorielle :

?1 = 671) — - -
> — — = Vl + V2 = 0Y1
V, = 0B = ay,

- R = I -—
Vi=0B=717 } =¥ 1 V5 = &y,

i —— -—_ | — —_ -
0y; = 0Y1 + Y1 Y2 = 00 + &Y,
donc
e N~ = > =
Vi +V) +Va=V + (V24 V3)
et

(a+b1)+b2=a+(b1+b2).

Conclusion : Paddition confére a R une structure de groupe commutatif. Nous savons
donc résoudre toute équation a + x = b dans le groupe : nommant @’ 'opposé de aq,

[a+x=0b] © [d+a+x=a +b] « [x=a +b],
ce qui s’écrit

x=b-—a

Ainsi, par définition, b —a=a + b =5b+ d'.

L’opération qui, a partir de @ et b donne b — a se nomme soustraction. Soustraire a,
c’est donc ajouter 'opposé de a. Dans un calcul numérique, on ne conserve aucune indi-
cation de soustraction, opération qui ne figure que dans des expressions littérales.

Sur le modele ponctuel, la formule qui met en évidence ’addition :

af + Py =ay (1)
peut s’écrire b

By = ay — af, @)

qui traduit I’énoncé suivant :
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Une origine quelconque étant choisie ainsi qu’un des couples de points représentant

le vecteur, la mesure relative d’un vecteur est égale a ’abscisse du second point moins

Pabscisse du premier. Les formules équivalentes (1) et (2) sont les formules de Chasies

relatives & trois points alignés sur une droite munie d’une origine, un sens positif et une
unité, c’est a dire sur un axe.

C) Multiplication dans R.

1) Dans R* la multiplication a été définie par changement d’unité dans la mesure
des grandeurs :

mesy (G) = mesy (U').mesy. (G) .
Le modele rectiligne permet d’étendre cette formule aux mesures relatives : Les unités
U et U’ étant représentées respectivement par ox et o', et la grandeur G par oy, soient :

-

—_
x, lamesurede oy avecl'unité o«

—

Jes S
x, lamesurede o0y aveclunité oo

—>

—>
u, lamesurede oo’ aveclunité ox.

’
o oy o 4

] ']

Ul
G
ScH. 1.
Nous savons que dans R?,

Xy =y . Xy

Dans R, nous définissons la multiplication par

| %, = | u,

JXe]

B . . . - i g gl » == . .
et la régle des signes qu’indique le modéle : I'unité choisie au départ, ox permet de distin-
guer le sens positif qui lui est associé et définit la relation d’ordre ; tout vecteur de
meéme sens que lui a une mesure de méme signe (noire ou positive). Donc

{ u, positif donne x, et x,, de méme signe
u, negatifdonne x, et x,. de signes contraires .

e g g0 ol Y
1 10 %05 1 45 05 10 115
g DLE S o U de
02 01 -1 :2 03 -1 o 01 nz 073

(‘05)+('3) ="15 (%05)+(°3) =*15
(05)+(°2) = 1 (°05)+ (2) =°1
o U ol o d
] T 1°05 °f B TR LTS [V V I
] o U' P utle
oy 53 .1—'—'—""" 7 o 0 o1 o)

ScH. 2.
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C’est-a-dire :

’ - ’

Uy Xy Uy Xy
{ pos. pos.

pos.
nég. nég.
pos. nég.

nég.
nég. pos.

Cette introduction conduit & la régle abstraite suivante :

2) Définition de la multiplication dans R.

a) Le produit de deux nombres relatifs est un nombre relatif dont la valeur absolue
est le produit des valeurs absolues des facteurs, le produit étant positif si les deux facteurs
sont de méme signe, négatif si les facteurs sont de signes contraires. Le produit est nul si
I'un au moins des facteurs est nul et dans ce cas seulement.

De cette régle résultent les propriétés, commutativité, associativité du produit. On
remarque qu’un produit de z facteurs, est positif ou négatif suivant que le nombre de
facteurs négatifs est pair ou impair.

b) Distributivité de la multiplication sur I'addition.

Ayant convenu que la valeur absolue d’un produit est le produit des valeurs absolues
des facteurs, et que tout produit dont un facteur est nul est lui-méme nul, démontrons
que la régle des signes admise plus haut est la seule compatible avec la distributivité de
la multiplication sur 1’addition.

Par définition de I’addition,

YaeR?, *a+°a=0.
La distributivité impose
(°a + °a).*b = (®*a.*b) + (°a.®b).

Dong, par I’hypothése sur le zéro

(*a.*b) + (°a.®b) = 0. )
De méme, °b + °b = 0 donne ,

(®a.*b) + (*a.°b) =0 1n
et aussi bien

(°a.*b) + (°a.°h) =0 . (I

Entre les 4 parenthéses, deux a deux opposés, les deux signes doivent €tre distribucs,
nous donnons priorité aux nombres « positifs », éléments de *R en posant

°a.*b = *(a.b).
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Par suite, I donne °a.*h = °(a.b), II donne °a.°h = °(a.b), 1II donne °a.°b = *(a.b).
Autrement dit, dans R,

[ xe°R ou {xe°R

It

(Ax11y1)

donne x.y

| ye°R y€e°R
xe‘R x e°R a
{ye°R ou {ye'R donne x.y =°(Ix[.|y]).
En particulier, Punité fondamentale °1 vérifie
YxeR, °’lox = %.%1 =.%.

°1 est I’élément neutre de la multiplication.

Quant a I'unité négative °1, par multiplication, elle respecte la valeur absolue mais
change le signe. Une jeune éléve proposa de le nommer « élément contrariant » pour la
multiplication.

Quel que soit x non nul, il est associé & un nombre x’ que ’on nomme son inverse
par la condition x.x’ = °l, relation symétrique. Deux nombres inverses 'un de l'autre

ont le méme signe et des valeurs absolues inverses dans R® autrement dit

1
x =‘a, a € R"{0} donne x" = .(}z) gt = %g dome %" &= °(5).

. - 1 b 3 ;
On convient d’écrire x' = % par une écriture de quotient dans R\{ 0 }.

Conclusion. La multiplication confére & R\{ 0 } une structure de groupe commutatif.
D’autre part, nous savons que R est un groupe commutatif pour I’addition et que la
multiplication est distributive sur Paddition. Tout ceci s’exprime en disant que ces
deux opérations donnent & R une structure de corps commutatif.

Conséquence : Résolution dans R de ’équation (#.x) + v =0.
La condition équivaut a u.x=0—no.

1er cas : u # 0 la condition équivaut &

o a=(Yo-w o x=() 0= (e =0-(})

une valeur de x convient. C’est la solution de I’équation.
2¢ cas:u = 0.
L’équation s’écrit 0.x=0—no.
Or VxeR , 0.x=0 et 0 — o, opposé de v est nul sietseulementsi v = 0.

si v # 0, aucune valeur de x ne convient,

Done { si v =0, toute valeur de x convient.

Exemple u = °3, v =°*5. Equation (°3).x = °5.

o]
Alors 0—v="° et 1— = (1)
u 3
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o L

On pourra, si Papproximation convient, prendre x = °1,66.

La solution est

3) Formules fondamentales dans R.

La structure de groupe additif rend inutile la notation de la soustraction si nous savons
nommer I'opposé de tout nombre. De méme la structure multiplicative dans R\ {0 }
rend inutile Ia notation de quotient si nous savons noter I'inverse de tout élément, mais
dans les expressions littérales nous utilisons la notation de soustraction, désignant par

% ’ . s 1....
0 — x Popposé de x et la notation de quotient, désignant par 3 Pinverse de x non nul.

Les formules contenant ces signes de soustraction et de quotient ne sont que des consé-
quences immédiates de celles qui ne concernent que les signes d’addition et de multi-
plication.

1) Formules additives. Nommons ici d’une fagon générale x’ 'opposé de x. Les for-
mules fondamentales sont
@)y =a donc 0—-(0—a)=a;
D@+b=a+b, donc 0—-(@a+b=0—-a +@0—5);
N@+b)+c=a+@G+c) donc (@a+b)—c=a+ (b —c);
H@+b)+c=a+@® +c) donc (@—b)—c=a—-(b+c);
SH@+b)+c=a+G +c)=a+@Cc+b)y=a—-0B+c)
donne (a-b+c=a+(c—-b=a—-(b-c)

2) Formules multiplicatives, dans R\{ 0 }. Ce sont celles que nous avons vu dans R*:

a

1 1 b 1 b a

(z)"’-”'(;)—z;’ 1% The
a

3) Formules mixtes dans le corps R :
(@ + b).c = (a.c) + (b.c); (a — b).c = (a.c) — (b.c);
(@a—0).(c —d)=(a.c) — (a.d) — (b.c) + (b.4);
@+ b)?=a®>+2.a.b+b*; (a+Db).(a-0b)=a —b* et

¢ _(a.d) + (b.c)
d b.d )

Q
=

I‘I :

alSa
o
Sl Q
S
w

e

S Q

4) Conventions d’écriture :

a) Pour les expressions littérales.

1) Suppression des parenthéses comprenant un produit. Ainsi, on écrira, en suppri-
mant méme le point qui indique la multiplication :

(@ —b)(c—d)=ac—ad — bc + bd.
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2) Suppression des zéros dans la structure additive méme en cas de soustraction.

Ainsi, dorénavant, pour x' = 0 — x, nous écrirons x’ = — x.
La commutativité x + y' =y’ + x sécrira x —y = — y + x;

X+ =0—-x)+ (0 —y) sécrit —x —y;

X+ =x+y séerit 0 —(x+3))= —(x+y)= —x — .

b) Pour les expressions numériques.

Des conventions vont permettre de supprimer les signes qui distinguent les nombres
positifs et les nombres négatifs, ceux que nous avions provisoirement choisi : points
noirs ou blancs, en ne conservant que les signes + et — de ’addition et de la soustrac-
tion. Nous accepterons quelques ambiguités, mais cela ne conduira pas & des erreurs
de calcul et la grande simplification d’écriture sera une justification suffisante.

1) L’ensemble des réels positifs °R a, pour la relation d’ordre total, I’addition et la
multiplication, les mémes lois que I’ensemble R“ des réels absolus. On dit quil y a
isomorphisme pour les structures introduites en associant chaque réel positif et sa valeur
absolue. Alors on convient de faire une confusion d’écriture et de supprimer le signe
des nombres positifs.

Ainsi,
°3,4 s’écrira 3,4
3= %5, » 3«57
34+ °5="8 sécrira 3+5=28
*3.°5 ="15 » 3.5=15
°5 '( 5 ) 5
= » =
4. \53 17
5—-°3="2 » 5—3=2 graiced 5>3.

2) L’élément neutre 0 peut toujours &tre supprimé dans la structure additive. Ainsi

0+ °5="5 s’écrira +5=35
0—°5=05 s’écrira 0—-5= -5,

3) Ce qui précede nous a conduits 4 la convention d’écriture des nombres négatifs :
nous venons de voir que °5 s’écrira — 5.
Rassemblons quelques exemples :

°3,24 =0 — *3,24 s’écrira — 3,24

*5 +°3,24 = °5 — *324 = °1,76 s’écrit 5-324 =176

°5 + *3,24 = °1,76 s’écrit —54+324=—1,76

°5 4 ©324 = °8 24 s’écrit —5—-324 = —38,24
95.%4 = 920 s’écrit (=54=-05.49=-20
05 o4 == D0 s’écrit (=-5(—4=54=20.

Lorsque I’on veut souligner qu'un nombre est positif, par opposition aux nombres
négatifs, on écrit le signe + ; ainsi, 5 s’écrira + 5 par opposition & — 5, avec le signe
obligatoire pour un nombre négatif.
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Exempie de calcul dans R. (On suivra les signes + et — dans ce qui suit.) Calculer
x=(@—-Db+d)—(@+b(c—-4d
avec les attributions
a:=2; b:=—-34; ¢c:=—-1; d= —05.
1) Simplification de la forme littérale :

y=(a—>b)(c+d) =ac+ ad — bc — bd
=(@+b)(c—d) =ac—ad +bc—bd | = x=2ad —2bc =2ad — bc).
-z = — ac + ad — bc + bd

N
|

2) Calcul numérique sur la forme littérale donnée :

a—b=2+34=54 ' 5
P I TIE T s e it

)
a+b=2-34=—14 |
c—d=—1+05=—0,5 )

=x= —§1-0,7= — 8,8
=(a+b)(c—d)= + 0,7

3) Calcul sous la forme littérale simplifiée :

ad = 2(~0,5) = — 1

be (1) = 34T ad=be= —1-34= —dd=x =244 = —88.

5) Utilisation des nombres relatifs.

a) Comme repéres. Les nombres relatifs sont indispensables pour repérer les élé-
ments d’un domaine non borné au départ de I’étude. Pour un repérage sur une droite,
ou un repérage cartésien de I'espace & deux ou trois dimensions, on choisit comme ori-
gine un point d’une région considérée comme centrale et le repérage se fait de part et
d’autre en orientant dans des sens considérés comme positifs ou négatifs. De méme,
pour le repérage dans le temps, 1'origine est une date considérée comme importante & -
partir de laquelle on repére les autres dates antérieures ou postérieures, les premicres
considérées comme négatives, les secondes comme positives. On sait aussi comment
on repére les températures en prenant arbitrairement comme zéro la température du
mélange en équilibre thermique d’eau et de glace. Dans ces questions, la structure d’ordre
total et la structure additive sont seules utilisées.

b) Comme mesures. Pour utiliser les nombres relatifs comme mesures, il faut changer
la définition qui n’introduisait que des mesures absolues. Nous avons vu dans I'exemple
des longueurs rectilignes que nous ne conservions que la condition d’additivité.

Des conventions permettent d’attribuer des signes & des aires en orientant le contour
des domaines introduits, mais il ne s’agit plus, en réalité de mesurer des ensembles de
points mais des ensembles de domaines.

Dans I'esquisse que nous avons faite de Pintroduction des intégrales, les fonctions de
points peuvent donner des nombres de signes quelconques, d’ol, dans les sommes
considérées, des termes de signes quelconques et de méme pour les intégrales gu’on en
déduit.

De toute fagon, aucune étude numérique générale ne peut aboutir si I’on n’introduit
pas I’ensemble des réels relatifs.
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CONCLUSION

En analysant la notion de mesure telle que les besoins expérimentaux I'introduisent,
nous avons €té conduits a concevoir des ensembles de nombres de plus en plus étendus.
Parmi ces « nombres mesurants » figurent les « nombres dénombrants », les entiers
naturels. D’autres extensions de la notion de nombre sont nécessaires en mathématiques
en particulier vers les nombres complexes. « Une généralisation faite, non pour le vain
plaisir de généraliser mais pour résoudre des problémes antérieurement posés, est tou-
jours une généralisation féconde. » Suivant toujours Henri Lebesgue, nous concluons
que, ne nous ayant pas posé ici d’autre probléme que celui de la mesure, notre étude
est parvenue 2 son terme.

Nous avons indiqué comment, historiquement, il a fallu faire un choix, opter pour
une théorie philosophique concernant la continuité de I’espace, du temps, de la matiére.
« Bien avant de faire axiomatique systématiquement, les mathématiciens furent obli-
gés de traduire les points de départ métaphysiques en termes logiques qui servirent de
bases 2 leur raisonnement, mais cette traduction était si indiquée qu’elle se fit sans qu’on
s’en rende nettement compte et dés le début de la science. Si bien que, tandis que la défi-
nition axiomatique des aires et des volumes, par exemple, n’a été expressément formulée
qu'au xIx¢ siécle, c’est pourtant cette méme définition qui a toujours été utilisée dans
toutes les recherches élémentaires ou élevées. » Ces remarques de Lebesgue nous encou-
ragent, justifient le point de vue adopté pour un enseignement progressif o1, peu a peu,
la vision du sujet change sans qu’il y ait contradiction. Mais cet élargissement n’est
possible que si le maitre prend soin de ne pas « fermer » I’étude par la prétention de
donner des définitions prématurées.

Nous sommes bien loin d’avoir tout démontré, d’avoir délimité avec précision le
champ d’application des notions apergues, mais nous espérons avoir donné une idée
de ce passage d’une étude intuitive & un exposé rigoureux. Les exigences s’aggravent au
fur et & mesure que la logique s’affine, mais, dans ce sujet si fondamental : la mesure,
les idées de base s’imposent si bien qu’il n’y a aucun danger, & condition de rester dans
des cas simples bien délimités, & se laisser guider par I'intuition. Indiquons 2 nos éleves
les chemins siirs dans un premier domaine d’exploration, sans leur montrer au début
tous les effrayants dangers d’un voyage dans le vaste monde de la mathématique : ces
difficultés apparaitront au fur et & mesure que le voyageur aura pris des forces et de
Pexpérience, qu’il sera devenu digne de les affronter.
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