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Introduction.

Les présentations classiques des statistiques s'appuient sur une
construction préalable de la théorie des probabilités, construite elle méme comme
une partie de la théorie de la mesure. Elles permettent ainsi des définitions et un
contrdle mathématiques rigoureux et assez progressif, mais aussi elles s'éloignent
des bases intuitives et des sources historiques de la pensée statistique, si nécessaire a
la compréhension des concepts et a leurs applications pratiques.

L'axiomatique de Kolmogorov permet en effet d'éviter les paradoxes
fondamentaux et les considérations embarrassées qui servaient au début du siécle
d'introduction au calcul des probabilités et d'échapper aux errements empiriques de
la logistique statistique. Mais elle conduit ! s éléves a interpréter directement les
probabilités (ces mesures momentanément apparemment arbitraires) par des
fréquences et par conséquent de ne plus comprendre non seulement l'enjeu de la loi
des grands nombres mais aussi tous les rapports entre la théorie, les modéles et la
contingence.

En réalit¢ l'explication d'une statistique par un processus stochastique,
I'explication d'une probabilité par la considération d'une machine de hasard, la
preuve de la régularité d'une machine par ses comportements statistiques constituent
les trois poles d'une dialectique qui est le véritable moteur épistémologique de cet
étrange secteur des mathématiques. S'il est un endroit ot la présentation axiomatique
s'éloigne et €loigne le lecteur du fonctionnement de la pensée scientifique, c'est bien
la statistique.

Dans ce cours, nous allons tenter une réorganisation des connaissances de
statistiques et de probabilités qui essaie de concilier ces deux approches.

[l s'agit de permettre un accés plus rapide a tout un un ensemble de techniques
statistiques, utiles dans de nombreux types d'analyses, en leur conservant une
signification "concréte" et "théorique" et en ne sacrifiant pas trop l'ordre "statistique"
a l'ordre d'acquisition des mathématiques nécessaires. C'est 3 dire en ne faisant
apparaitre les mathématiques qu'au moment ou elles se révélent indispensables.

Le cours suit une progression fondée sur une stratégie générale d'analyse
statistique. Il est divisé en trois parties de chacune deux chapitres. Certains passages
trés classiques n'ont pas été détaillés alors qu'on s'est attardé sur les raisonnements,
les heuristiques et les démonstrations élémentaires mais fondamentaux.

Nous espérons que cette tentative de transposition didactique permettra au
lecteur de rencontrer au moins quelques unes des idées dont fourmille la statistique
mathématique.
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"Les méthodes générales sont
faites pour étre exposées, non
pour étre appliquées.

Henni LEBESGUE.

Stratégies
de I'analyse statistique.

Partie A

PREMIERE STRATEGIE:
CHOISIR UN MODELE ET INDIQUER SA VALEUR

Chapitre 1. Principes généraux

1. Décrire, communiquer:

Le premier but de I'analyse statistique est de décrire un ensemble de données
de fagon fidéle et économique, c'est A dire d'en donner un résumé.

Ces deux conditions sont assez contradictoires: pour étre tout a fait fidele il
faut communiquer TOUTE l'information. 11 existe déja des conditions pour le faire
de fagon optimale selon les caractéristiques des systémes en communication. Mais si
la quantité d'information est limitée a prior, le probléme se pose de choisir un
résumé, le meilleur si possible, et donc de convenir d'une méthode de choix du
resumé qui permette au récepteur de reconstituer le plus possible des informations
qui l'intéressent.

2. La contingence, sa structure a priori.
2.1. La contingence.
La contingence est ce qui est et qui pourrait ne pas étre ou qui pourrait étre

différent. Envisager méme de fagon trés grossiére ces autres possibilités fait donc
partie de la détermination des faits de contingence.



Exemples de faits contingents: Tel éléve a réussi son exercice. Telle machine
est tombée en panne a tel moment. La longueur de la piece est de 7,56 m.
L'ensemble des notes attribuées aux éléves d'une classe. Un tableau de températures
3 différents endroits et a différents moments. Une page de chaix.

Considérer un fait comme contingent, c'est donc déja envisager que d'autres
faits auraient pu se produire a sa place et donc le placer dans un ensemble de
possibles c'est & dire une structure. S'il s'agit d'un nombre, on imagine quel genre
d'autres nombres auraient pu apparaitre etc.

Pratiquement la contingence est constituée par les observations, les données
recueillies...

2.2. Les Variables.

Ces données doivent donc étre structurées "a priori", c'est a dire reconnues,
avant tout traitement, comme un objet mathématique d'un certain type: nom,
nombre, vecteur, élément d'une suite, tableau, relation... Plus précisément, chaque
fait sera considéré comme une "valeur" prise dans un certain ensemble, appelé
variable, sur lequel certaines opérations sont définies. Cette structure peut d'ailleurs
atre modifiée en cours d'étude. Les variables sont en fait des structures
mathématiques: ensembles amorphes, ordres, nombres naturels, entiers, rationnels,
réels, espaces vectoriels, applications, etc.

Souvent la structure peut étre reconnue a I'écriture d'un de ses €léments. Mais
on utilise souvent aussi des notations qui évoquent une autre structure que celle
réellement utilisée et tous les éléments ou toutes les propriétés de la structure
apparente peuvent ne pas €tre pertinents.

Par exemple il arrive que chaque observation soit désignée par un nombre,
mais que cette écriture ne soit qu'une étiquette (comme le numéro minéralogique
pour les voitures): la somme n'a pas de signification, (rien ne relie I'observation 7
aux observations 4 et 3) et peut étre méme 1'ordre des étiquettes non plus.

11 est donc important d'identifier a priori la structure pertinente la plus riche.
C'est celle qui retient toutes les opérations correspondent a des relations signifiantes
entre les données: leur présence ou leur absence correspond a des modalites
différentes des faits envisagés. Exemple de structures: Variables nominales,
variables ordinales, variables d'intervalles, variables numeériques...

2.3. Les types de variables.

a) Une variable est dite numérique lorsque ses valeurs sont sont non seulement
exprimées par des nombres (qui peuvent étre des naturels, des décimaux, des
fractions...) mais encore que les opérations numériques que I'on peut faire sur ces
nombres ont un sens pour la variable.




En particulier I'addition de deux valeurs doit étre une valeur possible de la
variable. Toutefois le temps (principalement les dates) constitue une varnable
particuliere qui doit étre traitée en général a part.

b) Une variable est dite d'intervalle lorsque seules les différences entre les
valeurs qui l'expriment ont un sens alors que la somme n'en a pas. En géneral cela
vient de ce le choix de l'origine des valeurs est indifférent.

Par exemple la somme de scores obtenus dans différentes disciplines sportives
peuvent constituer une variable d'intervalle. Une différence de scores correspond a
une différence entre les performances sans que ce soit vrai pour la somme de scores
quelcoques.

c) Une variable est dite ordinale si ses valeurs expriment un ordre entre les
observations (par exemple des lettres de I'alphabet pour désigner par a la premére
observation ... en particulier lorsque ses valeurs s'expriment par des nombres ces
nombres sont des rangs.

Dans une variable ordinale, la somme de deux valeurs n'est pas une valeur: par
exemple aucune opération sur I'observation de rang 3 et sur celle de rang 5 ne
permet de trouver l'observation qui occupe le rang 8.

d) Une vaniable est dite nominale si ses valeurs sont des caractéres ou des
attributs. Cette variable peut étre a deux valeurs: un seul attribut et sa négation; ou a
plusieurs valeurs, lorsqu'elle est composée de plusieurs attributs exclusifs les uns des
autres. par exemple l'appartenance d'un éléve a l'une des classes de 6éme d'un
€tablissement. Toute variable nominale peut s'expimer sous forme d'un produit de
variables binaires.

Méme si elle est exprimée par des nombres comme "0" ou "1", une variable
nominale n'est pas numérique: I'addition de deux caracteres n'est pas définie, ni leur
ordre en général.Les seules opérations que supportent les valeurs des variables
nominales sont des opérations logiques (ensemblistes).

Une variable numérique est toujours transformable en variable d'intervalle,
ordinale ou nominale (au prix d'une certaine perte d'information); de méme une
variable d'intervalle peut étre transformée en variable ordinale ou nominale, une
variable ordinale peut étre transformée en variable nominale. L'inverse n'est pas vrai.

2.4. Les structures des données.

Un ensemble de variables peut, a son tour, étre structuré a priori et (presque)

arbitrairement de fagons diverses.
Par exemple un tableau n X p de données peut étre considéré comme une

er}lsimble unique, un ensemble de n-uplets, de p-uplets, une application de R™ dans
R etc.




3 Les résumés ou modeles.
3.1. La Statistique.

Pratiquement, la contingence va étre représentée par des résumés. Les
meilleurs résumés sont ceux qui, a longueur égale, permettent de reconstituer
I'information initiale de la fagon la plus "précise". Cette reconstitution demande de la
part du récepteur la connaissance du code utilisé par l'auteur du résumé. 11 sera utile
d'indiquer aussi la fidélit¢ du résumé par une mesure de sa ressemblance a la
contingence initiale.

Mais représenter la contingence par des systémes mathématiques et leurs
propriétés est aussi l'objet de la modélisation. Une méme contingence peut étre
modélisée de plusieurs fagons. Les résumés seront donc des modeéles et il faudra les
choisir au mieux.

La statistique mathématique est 1'étude de ces codes, des différentes
modélisations de la contingence, de leurs propriétés, et des méthodes de choix.

3.2. Propriétés des modéles.

a) Le modéle devra donc en premiére approche

- 1) bien représenter les observations, (pertinence)

- 11) étre un résumé plus simple qu'elles (communicabilité)

- 111) permettre de reconstituer au mieux l'ensemble des observations (fidélité),

- iv) permettre de comprendre les données, c'est a dire de les placer par rapport
a des modeles familiers, universels et donc de le comparer avec d'autres modéles
(intelligibilité).

- v) et étre accessible au controle mathématique (consistance)

Exemples de modeles: un nombre, une mesure, une distribution, un tableau,
une fonction, une loi, un automate etc. Un quelconque élément d'un ensemble peut
étre pris comme représentant de cet ensemble. mais I'élément générique serait un
"meilleur" représentant.

Exemple: Dans une classe on obtient 22 réussites pour 27 devoirs. Une réussite
représente mieux ce résultat qu'un échec.

b) Deux stratégies se présentent a l'analyste:

* Stratégie ascendante: commencer par la plus petite déperdition d'information
possible: on garde toute I'information recueillie et on n'en abandonne une partie que
si nécessaire.

* Stratégie descendante: commencer par la plus petite taille de modéle
possible et I'augmenter ensuite si nécessaire: par exemple on ne veut que un ou que
deux renseignements.




3.3. Distributions contingentes. Présentation des données.

Pourquoi ne pas prendre pour modeéle I'ensemble de toutes les données lui
méme, en le présentant de fagon a pouvoir facilement retrouver une observation
suivant sa valeur?

a) La distribution des observations est l'application qui 4 chaque valeur de la
variable fait correspondre I'ensemble des objets auxquels cette valeur a été attribuée.

Dans le cas d'une application numérique c'est donc une application de R dans
I'ensemble des parties de I'ensemble des données qui a chaque valeur observée fait
correspondre I'ensemble des observations (représentées par exemple par les nom des
sujets observés) qui prennent cette valeur.

Cette distribution contient toute I'information, elle n'est pas un résumé.

Statistique Distribution
A 1
B | > 1 CE
1
C ?3 2 A
D —] 4 3 BDG
E Vd
/ 4 F
F 7
c |
\__/ \____/ N/ \_)
Observations Valeurs Valeurs Ens. Observations

b) La distribution des effectifs est l'application qui & chaque valeur observée
fait correspondre 'effectif des observations de cette valeur.

Dans ce cas lidentité des observations est négligée. On ne peut plus
reconstituer a partir de la distribution des effectifs les données initiales.

. - } . +

Pour une vanable numérique, c'est donc une application de R dans R’ ou
plutét dans N.

Dans l'exemple ci dessus la distribution des effectifs est:

Valeurs 1 2 3 4

Effectifs 2 1 3 1

Ce modele est assez fidele, mais il est aussi, peu maniable, car il conserve
encore une trop grande quantité d'informations.

c) La représentation et ['utilisation des distributions seront étudiées au ch. 4.




3.4. Modéles a un élément.

a) 11 est aussi naturel de choisir le modele unique dans la méme catégorie
d'objets que les données, c'est a dire la catégorie qui leur est attribuée par la structure
a priori. Ainsi on essaiera de représenter un ensemble amorphe de nombres par un
nombre, une famille de fonctions par une fonction etc.

Exemples pour des ensembles de dimension 1:

Le mode: clest le modéle qui posséde le plus de représentants dans la
contingence.

La meédiane. c'est un modeéle qui posséde dans la contingence autant de
représentants plus petits que lui que de représentants plus grands que lui.

b) Parmi tous les modéles possibles il faut choisir "le meilleur". A quel point
de vue?

Une idée simple, mais elle constituera la premiére stratégie de l'analyste,
consiste a utiliser les distances entre objets mathématiques et, pour une distance
donnée 2 choisir le modéle qui est le plus prés de la contingence, c'est a dire celiu
qui minimise cette distance.

4. Les distances d'un modele a la contingence.
4.1. Proximités et distances
Mais comment savoir si un modeéle est un BON représentant?

Ainsi la premiére stratégie statistique consiste a représenter la qualité¢ de la
représentation par un nombre, une mesure de qualité, et plus précisément par une
distance entre le modeéle et les données, ou a défaut par un indice de distance, ou de
proximité.

a) Rappel: Une mesure est définie sur une famille d'ensembles T (formant une
tribu,ou une algebre)

o +
- comme une application dans R~ (

positive)
- telle que, pour toute famille (An)uows Bn € T

_Si " différent de j" implique " A: ° &5 = 9 "alors

n(lJa,) = 3 m(a,)

n

Le fait de choisir le modéle dans la méme catégorie mathématique que la
contingence permet d'utiliser toutes sortes de distances et d'indices.




b) Rappel: Une distance est une application dans R telle que

* X, YY) = 0 implique X =7
* il XKy Y)Y = @Y X)
*d(X,Z)= Ad(X,Y)+ A(Y, Z)

On peut les classer suivant la structure: distances entre ensembles amorphes,
entre nombres, entre vecteurs, entre applications, entre distributions, entre ordres...

Dans certaines applications il est fait usage d'indices de distances qui
expriment une idée de différence mais ne satisfont pas toutes ces propriétés.

c¢) La plupart de ces distances sont construites a partir des distances
- entre deux nombres réels :

d,(x,y) = |x - y| = y(x - y)

- ou entre deux ensembles. (Voir plus loin la distance d7)

¢) Un indice de proximité s'obtient a partir d'un indice de distance ou d'une
distance par des transformations décroissante du genre 1 - d ou 1/d.

4.2. Distances entre un nombre et UNE variable numérique (un ensemble de
nombres par exemple).

Soit une collection de nombres (réels):

E = {xl,xz, xg,...,xi,...,xn} *)

disons par exemple: E = {3 5: 1: 28 5}
et un nombre a, disons 44

Pour apprécier la distance de a, le candidat modele, a E, la contingence, nous
pouvons choisir:

- a) d'abord une distance entre deux nombres: par exemple LA
VALEUR ABSOLUE DE LA DIFFERENCE, |la distance de a a chacun des
¢léments de E fournit n valeurs

- b) puis, soit UNE parmi ces n valeurs obtenues:

* la plus petite par exmple:

dl(a’ E) = infl{a = Xi dl(a,E) :44—28,5 = 15’5




* ou la plus grande

dyla, B) = sup, (8 = %

dz(a,E) =44-1=43

* ou toute autre.
- ¢) soit une formule de SOMME: si tous les éléments doivent
"compter” et non pas seulement le plus grand ou le plus petit on peut considérer la
distance entre un nombre et une famille de nombres comme une somme de
contributions, chacune constituée par la distance du nombre modele 3 un des
nombres de la famille:
Par exemple

d,(a,E) = ) ‘a = By
i d3(a,E)= 138,5

- d) Mais une suite de n nombres peut étre considérée comme les
composantes d'un vecteur de R™. On peut donc utiliser les distances entre vecteurs.
Chercher un nombre représentant le vecteur X consiste alors a chercher un vecteur
constant, (celui qui sera a la distance la plus petite de X):

X = Ry Xoyp Koggoons Kogorns X ) (contingence)
222273 1 n
A= (a,aa,.,a,..,a) (vecteur constant)

* Dans ce cas, la distance la plus connue est celle de la géométrie élémentaire:
la distance euclidienne, racine carrée de la somme des écarts quadratiques:

d,(a, E) = ‘/2 (a - x,)

i soit

d,(44,E) = (44 - 28,50 + (44 - 57 + (44 - 3) + (44 - 1)

= 3 5291,2% = 72,74

On peut aussi diviser la somme des écarts quadratiques par la dimension de
I'espace, pour que le résultat soit du méme ordre de grandeur que les données, quel
que soit leur nombre. On obtient alors la distance euclidienne relative:

.....

Vo)




* Mais d'autres distances sont utilisées, aménagées selon les besoins.

On peut considérer par exemple que

X; est d'autant mieux approché par a que (a-x. ) est petit par rapport a X, ou
mieux par rapport a a

et par conséquent mesurer la distance de a a x. par (a-x.)¥ a.

On obtient donc une nouvelle "distance": la distance du Khi carré.

(a - =x, )2
Z 1
a (distance du Chi carré).

d.(a, E) =

En fait cette ne formule ne satisfait pas tous les axiomes des distances: il s 'agit
d'un indice de distance.

- d) Les différentes distances entre une variable et un nombre (ou plus
précisément entre une variable et un vecteur constant) que nous venons de présenter,
se définissent évidemment aussi bien comme distances entre deux variables: il suffit
de remplacer a par ¥ dans les formules.

Nous utiliserons d'autres distances. Le lecteur désireux d'examiner une liste
plus complete se rapportera a l'excellent ouvrage de J.L. Chandon et S. Pinson:
"Analyse Typologique" chez Masson(1981)

4.3. Distances entre une valeur et UNE variable booléienne.

a) Une variable booléienne ne peut prendre que deux valeurs: 0 u 1. Elle peut
représenter par exemple une propriété (binaire) de l'objet observé ou encore son
appartenance a un ensemble.

Considérons un modele a un élément d'une telle variable: ce sera 0 ou 1

La distance entre deux valeurs est donc elle aussi 0 (identité) ou 1 (différence).

b) Comme ci dessus il est possible de considérer I'ensemble des données
assocnees a une méme variable comme un n-uplet: X _ {0,1}et a_{0,1}
(xl s Xy X35 xi-,...,xn) (contmgence)
A (a, a,a,..,a,..,a) (n-uplet constant)
Les deux n-uplets constants possibles sont

AO ={0, 10, ....0) et A1 =4{1; L ...l}

Les nombres suivants expriment la "distance" (ou un indice de distance) de Ao
ax:

X, = &
-1) le nombre de différences: ’ : ’ C'est la distance d%‘
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-11) la proportion des différences par rapport aux nombre de différences

1
_Zi: 'Xi - a‘

possibles: 10

-ii1) La racine carrée de d, qui coincide ici avec d,.

- 1v) La distance d_ est ici la racine carrée de la proportion des différences.

La distance du X? n'est utilisable qu'avec A .

¢) Mais si on accepte comme modéle un nombre réel, la distance euclidienne
détermine alors comme modele la fréquence:

1
a = — X.

d) Plus généralement chaque variable booléienne peut étre associée a un sous
ensemble des observations: celles qui sont affectées de la valeur 1. Des distances ou
des indices de distances entre deux variables booléiennes X et Y peuvent donc étre
définies en considérant les ensembles A et B qui leur correspondent.

La distance entre ensembles la plus utilisée est:

card(A A B)

d.,(A, B) =
card(A u B)

ou A A B représente la différence symétrique de A et B:
(An CB)U(CAn B)=ABUB\A
et ou card(A) représente le nombre d'éléments de A.

Par contre de nombreux indices de proximité ont été utilisés:

- L'indice de Jaccard):

card(An B)/ [card(An CB)+ card(An B) + card(CAn B)]

estégalal-d.,.

- L'indice de Sokal et Michener:

[card(An B) + card(CAn CB)] /n est égal a la proportion des accords, c'est a
dire 1 - (la proportion des différences)

- L'indice de Russel et Rao:

card(An B) /n est la proportion des co-présences, utile lorsque 0 ne signifie pas
la négation des propriétés mais l'absence d'information; par exemple les 1
représentent le nombre de cas détectés dans une population.

- L'indice d'Ochiai:

card(An B)/ card(A).card(B)

Pour plus d'information et d'autres indices consulter Chandon et Pinson (ouv.
cité)




4.4. Distance entre d'autres types de données.

Nous étudierons au § 7 et au chapitre suivant des distances entre d'autres
objets: droites, distributions, fonctions.

S. Le choix du meilleur modéle; Premiére stratégie statistique: Principes
pour la modélisation.

5.1. Une analyse statistique.

Pour une formule de distance donnée, le meilleur modéle est celui pour lequel
on obtient la valeur la plus petite.

Le résultat d'une analyse statistique sera la donnée
du meilleur modéle obtenu dans sa catégorie
ET de la distance de ce modéle a la contingence.

Cette distance est indispensable pour indiquer la qualité du modéle proposé.

Nous verrons que I'on peut interpréter le modéle comme la partie expliquée de
la contingence et la distance comme une partie non prise en compte, on l'appelle
pour cela distance résiduelle.

Revenons pour montrer des exemples a I'étude de la représentation d'un
ensemble de nombres par un nombre: quelle sorte de meilleur modéle propose
chaque distance?

5.2.La médiane, La moyenne arithmétique

d;(a,BE) = ¥ |a - x,
- a) La distance i somme des valeurs
absolues, est minimale lorsque a est la médiane.

car le minimum est atteint lorsque la dérivée est nulle. Le calcul est simple:

zi:]Xi - al = Z}xi ~ 8| PAES - a

Six-al = Sla-x)+ 5(x - a)
dia(zi‘“xi = a{) = %Xﬁa(a - xi) = %xg'a(Xi - a)
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(B ) B(Ge-m)e 3 (G 0)

X.<a
= nombre de x].>a + nombre de xi<a
donc:

Llshd)e g

a

nombre de x.>a + nombre de x.<a = 0 et donc si Que
nombre de X.>a = nombre de X.<a, a est UNE médiane

- b) La distance euclidienne

2
d,(a. E) = ‘/Z (a - xi)
est minimale lorsque le terme sous le radical
Y fa = X, )2
i est minimal.
or

Z(a—xi)2 = 2(a2~ 2ax+x2)

i &

=Za2—2ain+2xi2

i =4

= na’ - (22 xi)a2 + Z xi2

C'est une fonction quadratique en a dont le minimum est atteint pour

(m=-b/2a):
[z =)

n

a = M =

Ce nombre est la moyenne arithmétique des valeurs de E.

La moyenne d'un ensemble de nombres est le nombre qui en est le plus proche
au sens de la distance euclidienne.

3.3. Les effectifs et la fréquence.

Examinons le cas des variables booléiennes.

d1 et d, ne donnent qu'une indication: "il existe une réponse 0 ou "il existe une
réponse 1". onur d3 le meilleur modéle est la réponse majoritaire:




Si le nombre des 1 est supérieur a celui des 0, alors

Ei“xi—Ao‘>Zi,xi—Al

I en est de méme pour d 4 » bour d et pour d7 qui devient "nombre des 0 / n".

Les distances résiduelles sont alors respectivement la racine carrée de I'effectif
du modeéle contraire, la fréquence du cas contraire, et la racine carrée de la fréquence
du cas contraire, l'effectif du cas contraire.

Le meilleur représentant est donc la réponse majoritaire: soit 1, soit 0.

5.4. Exercices

* Réflexion ou recherche de références: existe-t-il des distances qui
conduiraient dans les mémes conditions a la moyenne géométrique, a la moyenne
quadratique, a la moyenne harmonique?

* Dans l'exemple du 1.3. on représente la réussite par 1 et I'échec par 0.
Quelles sont les valeurs obtenues avec différentes distances (entre le modéle choisi
pour représenter les €leves de la classe: la réussite, et la contingence)?

Calculer dans ce cas le meilleur modéle pour les différentes distances et la
qualité de chaque modéle. Ces "qualités" sont elles comparables entre elles?

6. L.e Choix des distances

6.1. Motivation.

Suivant les conditiojns il existe des distances plus appropriées que d'autres:

- soit parce qu'elles ramenent une situation nouvelle a une situation familiére a
I'analyste ou au destinataire de I'analyse.

- soit parce qu'elles ont des propriétés mathématiques plus intéressantes.

6.2. Exemple. La distance euclidienne relative.

La distance euclidienne est celle de notre espace familier. Nous sommes
accoutumes a y comparer des distances. Cependant la dimension de 1'espace est alors
invariante.

En statistique, la dimension des vecteurs change avec la taille de I'ensemble
des données. La distance euclidienne étant une somme de termes positifs, elle croit
naturellement avec le nombre de termes. Alors il devient difficile de comparer, par
exemple, la qualité d'un modele pour représenter un ensemble de 10 valeurs avec la
qualité d'un modele représentant un ensemble de 1000 valeurs.
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On préfere donc utiliser la distance euclidienne relative ou la somme des écarts
quadratiques est divisée par la taille de 1'échantillon (c'est a dire la dimension de
l'espace):

ds(A: X) = ‘[%(z (a - xi)Z)

Le modéle qui minimise d3 est toujours la moyenne arithmétique, mais la
distance résiduelle est alors 1'écart type, et son carré la variance.

(nota bene: La distance euclidienne ordinaire d4 est égale a 1'écart type
multiplié par racine de n )

7. Résumer un couple de variables booléiennes.

7.1. Table de contingence.

On appelle table de contingence de deux variables, la distribution des effectifs
sur le croisement (I'ensemble produit) de ces deux variables

Considérons deux variables booléiennes X et Y observées sur un méme
ensemble E d'objets et les parties A et B de E formées des éléments de valeur 1
respectivement 3 Xeta Y.

X=(x1,x2, Xgpies Kipeoos X )
Y = (YIa Y2, Y3»---’ yi’-“s ynn) Oil xi € { 0’ l} et yl € { 09 1}

Chaque observation est un couple, élément de { 0, 1}

La distribution des observations sur { 0, 1}? conserve toute l'information. La
distribution des effectifs fait correspondre a:

(0,0) -==--- card(CA ~ CB)
(0, 1) -==mm- card(CA »n B)
(1,0) -=---- card(A » CB)
(1, 1) ===-m- card(A » B)

7.2. Représentation de la contingence

Il est possible de représenter chacune des deux variables par son modele
suivant l'une des distances présentées plus haut. On obtient alors le couple des
valeurs majoritaires c'est a dire le mode de la table de contingence.

Mais il peut étre intéressant de dire si les deux vanables se ressemblent ou non
sont voisines ou non.




Par exemple le couple (1, 1) évoque une certaine ressemblance, or il peut
representer des variables tres voisines comme:

card(1,0) = 2; card(0,1) = 1, card(1,1) = 12 ; card(0,0) = 10

ou des variables tres différentes, éloignées, comme:

card(1,0) = 10; card(0,1) = 9; card(1,1) = 4 ; card(0,0) =2

La table elle méme peut étre modélisée par l'une des 16 relations logiques
définies en logique sur un couple de variables:

Par exemple si presque tous les couples sont (1,1), on pourra vouloir
représenter la table par An B. S'il n'y a presque pas de couples (1, 0) on choisira
AnnonB autrement dit A contenu dans B (ou A implique B). S'il n'y a que des
couples (1,1) ou (0,0) on choisira A = B (ou A équivalent a C) et ainsi de suite.

7.3. Distance entre un connecteur logique et la contingence.

Présentons un connecteur modele (quelconque) et la contingence sous la méme
forme:

MODELE CONTINGENCE
non A A non A A
B 0 1 c(0,1) c((1,1)
non B 1 1 ¢(0,0) c(1,0)

(le connecteur représenté est "X=0 implique Y = 0")
Il s'agit de choisir le meilleur modéle, et donc de définir une distance
appropriée.

a) Une premiere voie utiliserait directement le premier principe de fagon
geénérale: 1l s'agit de deux tableaux numériques, on peut utiliser certaines distances
définies plus haut (pas celle du X2 puisque il faudrait diviser (card(0,1))? par 0).

1l est visiblement avantageux de "rapprocher" le modele de la contingence en
remplacant les valeurs 1 par des effectifs tels que les distributions marginales du
modele coincident avec celles de la contingence (ce n'est pas toujours possible).

MODELE IMPLICATIF CONTINGENCE
non A A Total A Total
B 0 ? c(B) ¢(0,0) c(1,1) c(B)
non B ? 2 c¢(CB) c(0,1) c(1,0) c(CB)
Total c(CA) c(A) n C(CA) |c(A) n
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Elle n'est pas utilisée sous cette forme.

Pourtant si on observe le cas suivant de contingence il est difficile de ne pas
penser que le modéle d'implication voisin conviendrait:

MODELE IMPLICATIF CONTINGENCE
non A A Total A Total
B 0 17 17 1 16 17
non B 16 17 33 15 18 33
Total 16 34 50 16 34 50

b) Une deuxiéme voie consiste a placer la contingence entre l'identité et
l'incompatibilité avec l'un quelconque des indices de distance ou de proximité
variant de 0 a 1 et en conservant I'idée de garder les mémes marges.

incompatibilité contingence identité
de Aetde B de Aetde B
A A A
1 0 c(0,1) Jc(1,1) [c(B) 0
0 c(0,0) |lc(1,0) [lc(CB) 1
c(CA) |c(A) n
dissemblance ressemblance

(indice de distance) (indidce de proximité)
card(l,0) + CARD(O,1)) card(l,1l) + CARD(O,0))
Il Il

(Indices de Sokal et Michener)

Cependant, tous les connecteurs ne sont pas représentes.
c¢) Une troisiéme voie sera présentée au chapitre suivant. Tous les connecteurs

peuvent étre exprimés a l'aide de la négation et de I'implication: Il suffirait de
pouvoir exprimer l'implication sous forme d'une table de contingence.
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8. Application: Résumer un ensemble de couples par une fonction affine,
la régression linéaire

8.1. Conditions:

La contingence se présente sous forme d'un ensemble E de couples (xi, yi) ou i
appartient a I et I est un ensemble fini.

Le modele est constitu¢ par une fonction affine: la droite de régression des vy
en x

y=f(x)=ax+b
concrétement chaque couple (x., y.) sera représenté par un couple (x., axi+b)
[l s'agit donc de chercher le meilleur modéle de cette sorte pour representer E.

La distance entre le modeéle et la contingence sera définie comme une somme
de contributions de chaque point. La contribution de chaque point sera sa distance
euclidienne a son représentant

d4[(xi, yi), (xi, axi+b)] = (yi - (axi+b))2
donc

2
&.0E, £} = 2 (yi - ax; - b)

8.2. Determination de b, l'ordonnée a l'origine de la droite de régression en x.

Le probléme est maintenant de déterminer explicitement la fonction affine
f . quirend minimum le distance d ,[E.f].
min s L . " .

Si nous considérons a comme fixé il est possible de déterminer la valeur b(a)
qui minimise d 4[ E, ], c'est celle qui annule la dérivée de d 4[ E, f] parrapporta b

g, LE, £) = Z (yi - AR, - b)2
Z ((yi - axi) - b)2

i

3 (v, - a:x:i)2 + nb? - 2by (yi - axi)

i

1l

C'est un polynéme en b dont le minimum est atteint pour :
2 z (yi = ax; )

1
b R = = —= .- .
min 2n n 21: (yl axl )

min (%Z yi)_a(izxi)

o
Il
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Donc

bmin= my - a.myg

ou my est la moyenne des valeurs yj et my la moyenne des valeurs x;.

I'équation de la fonction cherchée est donc:

[ y=ax+my-amx. J

Il apparait que le couple (mx,my) est solution de cette équation: la droite
représentative passe par le point moyen M: (mx,my).

8.3. détermination de a. pente de la "régression des 'y en x" .

De méme si nous considérons b comme fixé a b__. , il convient de chercher
min
a tel que d(d4[ E,f])yda=0

Au lieu de procéder directement, il est avantageux d'effectuer le changement
de variable ou M devient l'origine:

X.=x.-m_; Y.=y.-m
11 X 1" =] y ,
d (8. £} = 3% (Yo — 3% - bmin)

i

- z (Yi - a'Xi)z
= Z Y2 + Y a'x? - 2a) VX,
i i i

a(d,(E, £))

g = implique la valeur de m_;_
a
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En conclusion la distance entre le nuage E et une fonction affine y = ax+b est
minimum si les paramétres de cette fonction, appelée régression des y en x, sont
8min St bmin]' . i

La meilleure fonction y(x), affine, pour représenter E est donc:

xxxxxxxxxxxx

Mais nous aurions pu étudier de la méme fagon la régression des x en y: La
1 s e ' ] 1] -
meilleure fonction x = a'y + b nestpasx=(y-b_. )/ -
Le méme calcul que ci-dessus donne une autre fonction repreésentée par une
autre droite: la droite de régression des x en y

8.4. La droite des moindres carrés.

Si on choisit de représenter, (on peut aussi dire maintenant d'approcher) un
ensemble de couples de nombres observés, par une ensemble de couples formant une
droite d'équation y = ax + b en minimisant la distance de chaque couple de la
contingence a la droite (c'est a dire la distance au pied de la perpendiculaire a la
droite abaissée de ce couple), on obtient une droite différente de celles qui
représentent les regressions de y en x ou de x en y. Ceci montre bien qu'une méme
contingence peut étre représentée par des modéles différents.

exercice: déterminer I'équation de la droite des moindres carrés.
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Chapitre 2. Plusieurs résumés

LES STATISTIQUES DESCRIPTIVES

1. La nécessité, un nouveau moyen de résumer.

1.1. A la contingence (ce qui est, mais qui pourrait ne pas étre) s'oppose la
nécessité: ce qui est, mais qui ne pouvait pas ne pas €tre, ce qui est conséquence
logique, obligée, nécessaire, d'un autre fait lui méme supposé réalisé.

La nécessité s'exprime par des régles, des lois, des théorémes, des relations
établies, des déductions, des explications, des raisonnements, des calculs de
prévision...

Pour construire un résumé d'un ensemble de faits, il parait raisonnable et
économique d'identifier tous ceux qui sont déterminés ou presque (il sont dits liés)
par d'autres (dits libres), afin de ne communiquer que ces derniers accompagnés de
la lot de production ou de dépendance des premiers.

Par exemple nous avons vu a la fin du chapitre précédent comment se pose la
question de savoir si, lorsque la statistique doit rendre compte de plusieurs variables,
donner un mode¢le pour chacune d'entre elles, méme s'il est localement le meilleur
est bien la meilleure stratégie.

Ne vaudrait i1l pas mieux tenir compte des informations que certaines de ces
variables peuvent donner sur d'autres pour diminuer la taille d'un mod¢le unique plus
général, ou augmenter son intelligibilité ou sa précision?

Il s'agit donc toujours de rechercher des modéles de les ranger et de les classer.
[1 est toujours intéressant d'utiliser des modeles universels (connus de tous) dont on
n'a besoin de communiquer que les parametres: par exemple le modé¢le universel des
objets physiques ou le modele universel de la causalité.

Une étude statistique consisterait alors en suivant toujours la premicre stratégie,
a mettre en regard de la contingence, non plus seulement un objet mathématique (ou
plusieurs) chargé de lui ressembler, un résumé, mais aussi un ensemble de relations
organisées en un véritable modele et accompagné des parameétres qui le déterminent
et qui est chargé d'expliquer dans les observations, ce qui reléve d'une régularité,
d'une nécessité.

Nous verrons dans le chapitre suivant que ce qui releve de la nécessité pourra
s'exprimer par des lois, déterministes ou non, et dans le chapitre 5 que tous les faits
devront s'exprimer soit par I'un, soit par l'autre de ces types de modeles.




2. L'indépendance et la dépendance de variables booléiennes.

2.1. Nécessité d'un modéle pour l'indépendance.

Le modeéle ou la variable Y les plus éloignés d'une variable booléienne X était,
selon les distances du chapitre précédent ceux qui prenaient la valeur 1 lorsque la
variable X prenait la valeur 0, et réciproquement. Or il suffit de changer alors la
formulation ou le codage de Y pour que la variable obtenue soit identique a X. Y
n'est pas du tout imprévue lorsqu'on connait la valeur de X. Elle en dépend
étroitement puisqu'elle est déterminée par X. Finalement elle en est trés proche, a
une formulation pres.

Il serait utile d'avoir une autre distance, qui évalue dans quelle mesure la
deuxiéme variable est imprévisible a partir de la premiére

2.2. Distribution caractéristique de l'indépendance

a) La variable booléienne Y associée a l'ensemble B est indépendante de X
associée a A si la proportion des observations B parmi les observations A est la
méme que parmi les observations CA:

card(A n B) card(CA n B)

card(A) card(CA)

b) Propriétés:
o ) Si Y est indépendante de X on en déduit:

card(A n B) card(A n B) + card(CA n B)
card(A) card(A) + card(CA)

card(A n B) card(B) .
= d'ou
card(A) n

card(A n B) card(A) card(B)
X

n n n

B) Si Y est indépendante de X, alors Y est indépendante de X.

Remarques.

"Y Indépendant de X" ne veut pas dire "Y incompatible avec X" (AnB =0 ).
Au contraire si Y et X sont incompatibles (et non identiquement nuls), ils ne sont pas
indépendants.

Z indépendant de Y et Y indépendant de X n'entraine pas Z indépendant de X.
ete.

¢) distribution représentant 1'indépendance.

Une fois connues les distributions marginales (nombre de A, nombre de B) d'un
couple de variables booléiennes, la distribution correspondant a 1'indépendance est
déterminée:
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A total
car(B). card(CA) car(B). card(A) card(B)
| n n
| car(CB).card(CA) car(CB). card(A) card(CB)
1
! n n
L card(CA) card(A) n

Ce tableau sera symbolisé de fagon plus courte par la table de "valeurs
théoriques" ( Vt) pour l'indépendance.

VT(0,1) VT(1,1) card(B)
VT(0,0) VT(1,0) card(CB)
card(CA) card(A) n

2
2.3. Distance de la contingence a l'indépendance: le X

a) Pour apprécier dans quelle mesure deux variables booléiennes sont
indépendantes il suffit de calculer la distance entre leur table de contingence et celle
qui correspondrait a I'indépendance.

Il s'agit de deux distributions, la distance la plus appropriée est donc la
distance du X?: d. dans laquelle la valeur a est remplacée dans chaque terme de la
somme par la valeur de la table d'indépedance:

(cara(a, o 3,) - L cara(a, )eara(s, )|
n

d, (X, Y) = Z 1
1,5 ﬁcard(Ai).Card(Bj)
I

dans lequel Ai parcourt {A,CA} et Bj {B,CB}

b) La formule reste valable dans le cas de variables nominales non
booléiennes.
Ai parcourt I'ensemble des modalités de A { Al’ A2’

A _} et B. celles de B
p H
By s}

{ Bl ’
2.4. La relation d'implication. indice de J. Loevinger

a) Reprenons le probléme non résolu au chapitre précédent de la distance a
I'implication, mais essayons de placer la contingence par rapport a I'indépendance.

Il s'agit pour cela de définir des indices de ressemblance ou de dissemblance
de la contingence avec les deux modeles opposés: l'implication d'une part,
l'indépendance d'autre part.

Le tableau ci apres montre les éléments a comparer:
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ou de distance

ou de proximité

indépendance contingence implication
de Aetde B A implique B
VT(0.1) ||VT(1,1) |card B | card(0,1)|card(1,1)|card B 1 1
'VT(0,0) | VT(1,0) |lcard CB | card(0,0) | card(1,0)|card CB 1 0
card CA |[card A n card CA |card A n
indices de indices de
dissemblance ressemblance

b) card(1,0) est voisin de 0 s'il s'écarte suffisament de VT(l,O), la valeur qu'il
prendrait si les variables étaient indénpendantes.
L'écart (relatif) a 0 de card(1,0) est

card(1l, 0)
_ card(1,0) -0 _ n
rl.l - VT - ViT
n

card(A n CB).n
card(A). card(B)

prend la valeur 0 s'il y a implication (X = Y) et la valeur 1 si les deux
variables sont indépendantes.

L'indice de proximité de l'implication correspondant est (1 - T et s'exprime
en utilisant une notation courante par: '

card(l, 0)
card(l, ). card(e, 0)

I(X = Y) =1 - n.

c) Pour détecter I'une quelconque des quatre implications possibles entre X et
Y (déterminées par les positions du 0) 1l suffit de former le produit des quatre indices
de proximité (Indice de J. Loevinger). Si ce produit est faible, 'un au moins des rij
est voisin de zéro: ’

L{X,¥) =

(l - Hi,j ri,j)

d) Conclusion: II est possible de comparer un couple de variable booléiennes a
tout connecteur logique avec un indice de distance ou de proximité approprié.

Nous verrons dans le chapitre suivant que l'indice de Loevinger ne peut pas
recevoir une signification convenable et qu'il faudra lui substituer un autre indice
celui de Gras.




3. L'orthogonalité et I'indépendance.

3.1. Produit scalaire.

Nous venons de voir que la dépendance logique des propriétés ou des faits peut
sexprimer par des relations ou opérations booléennes dont les principales sont
“implication et I'équivalence.

La dépendance entre des objets mathématiques s'exprime par des relations, des
lois, des fonctions. Mais nous avons aussi vu précédemment qu'il est utile de trouver
dabord une maniére de dire que des renseignements ne dépendent pas les uns des
zutres, qu'ils sont indépendants.

L'indépendance, dans un espace mesurable s'exprime par l'orthogonalité. On
dira qu'un ensemble de valeurs observées ne dépendent pas d'une variable X si ces
valeurs se trouvent dans un espace orthogonal a X.

L'orthogonalité de deux vecteurs s'exprime par la nullité d'un produit scalaire.

Produit scalaire:

XKeo¥ = (x,)o(y;) =Y %y,

orthogonalité: X L Y ssi XoY = 0

Ce produit scalaire tend a étre "d'autant plus grand" que pour de nombreux i, X;
et y, sont "grands" ensemble et de méme signe, et d'autant plus petit que pour de
nombreux 1, X; ety. sont grands mais de signes contraires.

Remarque: Le produit scalaire permet de calculer la norme (ou la longueur)
d'un vecteur. La norme Euclidienne:

X[ = vX = X = |3 x]

permet évidemment de retrouver la distance de deux points (ou de deux
vecteurs): c'est la norme de leur différence.

3.2. Le cosinus
Le cosinus est une "mesure"” de la dépendance de deux vecteurs.
Pour deux vecteurs, I'écart par rapport a l'orthogonalité peut s'exprimer par le

cosinus de l'angle qu'ils forment. Deux vecteurs se ressemblent alors si leurs
directions sont voisines méme si leur distance euclidienne est grande.
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XoY zixi‘yi

110l (3 ). (3 v

cos(X,Y) =

Il ne faut pas confondre les divers types de resdsemblance ou de "proximité"
de deux vecteurs statistiques: Deux vecteurs voisins pour la distance euclidienne ont
une différence petite, mais ils peuvent ne pas avoir des directions voisines, ils
peuvent méme étre indépendants. De méme deux vecteurs de directions voisines
peuvent avoir une grande différence euclidienne.

3.3. La Covariance, et la corrélation.

En fait il est intéressant pour les raisons exposées ci dessus de ne considérer
que les vecteurs "différence" avec le vecteur moyen: X-Mx, Y-My. X et Y covarient
s1 leurs composantes sont en méme temps supérieures ou inférieures a leur moyenne.

Leur produit scalaire de X et Y en distance euclidienne relative, devient alors
la covariance de X et Y

COV(X, Y} = i.(X = M.} o (¥ — M)
n

plus explicitement:

1
covi(x, ). (v ) = = T (% - me) o (y; = my)
pratiquement:
G
cov((x,), (v, )) = (—. X, (x.y,)) - my m,
n

et de méme Cos (X-Mx, Y-My) est le coefficient de corrélation linéaire de
XetY:

cov(X,Y)

Gy~ Ty

Xy, = cos(X - M,,y - M) =

XY

(X - My) o (Y - M)
[ -yl v - m,

Tyvy =




1
=Y X-y,) - my.m,
n

B e .
Hzixi_mX' ;ziyi'my

Nous verrons que le coefficient de corrélation s'interpréte aussi comme la
q . . .
racine carrée d'un rapport de variances: la variance "expliquée" divisée par la
"variation totale".

3.4.. La variance.

La covariance de X avec lui méme est sa variance, dont la racine carrée est
X -
I'écart type: Oy

Var(X) = Cov(X, X) = l(X - M, )P = 6% (X)
Il

Var((x;), (x,))

1
;zi(xi - mx)2

1
Vartiz izl = (=% =) - m;
n 1

X covarie d'autant moins avec lui méme qu'il est plus prés de son vecteur
moyen.

Il est bien normal de retrouver que la variance est ainsi la norme de la
différence entre un vecteur et son vecteur moyen, donc le carré de la distance du
vecteur a son vecteur moyen.

3.5.. Les paramétres de la droite de régression étudiée dans le chapitre 1
s'écrivent maintenant:

Cov(X, Y)
a = —— b= -am

« + M
Var(X,Y)

Y

4. Variance et inertie.

4.1. Le choix de la structure a priori a son importance, nous l'avons vu pour
déterminer le genre de distances utilisables.

Dans un cas assez général, un ensemble de données peut se présenter sous forme
d'un tableau dont les n lignes sont des objets observés et les p colonnes représentent
des variables dont les valeurs sont les observations faites a propos de ces objets.
Chaque case du tableau porte par exemple un nombre qui peut représenter une
mesure, un rang, un effectif, une présence ou une absence... Ce tableau est la table de
contingence si les valeurs portées sont des effectifs.
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On peut alors considérer ce tableau de fagons tres différentes, par exemple:

- a) comme un simple ensemble amorphe de nxp points pris dans R,
- b) comme un point unique de gTP (I'espace sur R de dimension n+p),
- ¢) comme p vecteurs de R" relg)résentant les p vanables,
- d) ou comme n vecteurs de R reqrésentant les n observations,
3 : n-
- e) comme une applicationde R™ ~ dans R K K
- f) ou comme une application vectorielle de R™ dans RF-

etc...

En appliquant notre premier principe a la modélisation de ce tableau suivant
ces différentes structures a priori on engendre des types d'analyses statistiques
différentes, comme par exemple ceux qui suivent:

4.2. Exemple dans R3

a) Considérons le cas particulier ol n sujets donnnent lieu a trois observations
numériques et considégons le point de vue d ci-dessus: Les n sujets observés sont des
points dans I'espace R™:

On pourrait penser a ces points de I'espace ordinaire comme a des points
matériels. S'ils étaient assez nombreux et assez proches on pourrait penser les décrire
comme on le ferait pour résumer la forme et la place d'un "caillou" inconnu:

Est il allongé? dans quelles directions? Ou est il?

Il est alors intéressant de représenter le nuage des points correspondant aux
données par son plan et son élévation. De plus pour que les représentations en
dimension deux déforment le moins possible les distances par projection, il convient
de choisir les plans sur lesquels ces projections seront le plus étalees.

L'étalement des données est représenté par leur inertie. On cherche donc I'axe
selon lequel l'inertie du caillou est la plus grande, (qui est appelé premier axe
principal), puis parmi les axes qui lui sont orthogonaux, celui pour lequel I'inertie
résiduelle est la plus grande (le deuxiéme axe principal). [ls déterminent le premier
plan principal. L'élévation sera représentée sur le plan formé par le premier et le
troisiéme plan principal (celui qui est orthogonal aux deux autres.

La distance utilisée est bien sur la distance euclidienne relative.

b) Rappelons que 1'inertie d'un point Xi de masse p, par rapport a un axe H est
donnée par la formule:

) = p.(d(x,,H)) par ex. d = 4,

&

L'inertie de notre nuage de n points, par rapport a H, si chaque point se voit
attribuer le poids 1 sera:

i (i prenant les valeurs de 1 an.)
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Soit H _I'axe qui rend cette inertie la plus petite possible et Mi les projections
orthogonales des X, points sur cet axe (les pieds des perpendiculaires abaissées du
point X, sur Ho)' alors

d,(x,,H,) = d,(x,, M)

1

TR e i byl b B U Mgl

= Y% - m)(x, - m)
En projetant cette expression sur les trois axes initiaux (j = 1,2 ou 3) on obtient

La(X5) = Zin(xji - mji)2

jH j

- 2
or Var(x;) = —.(x; - m,)
n

L'inertie est donc une variance
4.3. Conclusion
Nous préciserons plus loin les rapports de I'inertie du nuage avec la variance de
chaque composante et on montrera que Mo passe par le centre de gravité du nuage
(m1 m, mg ) dont les composantes sont les moyennes des projections sur les axes.
: Nzo’us reviendrons (au chapitre 3) sur l'interprétation des analyses descriptives

que nous présentons rapidement ci apres:

5. Application: Les statistiques descriptives.

5.3. L'Analyse en Composantes Principales. (ACP)

Dans le cas général du point d) les sujets sont des points dans 1'espace RP, dont
les axes représentent chacun un des caracteres observés. La méthode est la méme
que ci dessus. Elle consiste a rechercher les plans principaux déterminés par les axes
d'inertie et le centre de centre de gravité du nuage pour le représenter par les
meilleures projections.

Elle permet en outre de préciser dans quelle mesure les variables sont corrélées
ou liées entre elles.

Dans l'interprétation statistique les axes principaux seront nommés "facteurs
principaux".

I n'est pas exclu en théorie d'utiliser I'A.C.P. pour étudier le point de vue c),
mais les corrélations entre sujets sont plus délicates a interpréter.

5.4. L'analyse factorielle des correspondances.(AFC)

Elle suit le méme principe mais la distance utilisée est celle du X? (légérement
différente de d ,(a, E) donnée plus haut) ce qui permet de mieux traiter le cas d'une
matrice d'incidence (variables booléennes).
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Cette distance est la suivante:

g S

ki kj )

= S

i 3

J

B
A (V: %) = T, =
k

ou Sk est la somme de la ligne k (valeurs correspondant au sujet k), Si et Sj les
sommes des colonnes correspondant aux variables Vj et V;, Sk et Skj les valeurs des
variables Vi et V] observées pour le sujet k et S la somme des valeurs du tableau

S =3 Sk (voir exercice 6).

De plus les sujets et les variables peuvent étre placés dans un méme espace. Il
est possible alors d'interpréter les proximités des sujets entre eux, celle des variables
entre elles, et celle des sujets avec les variables.

Elle traite ainsi en méme temps le point de vue c) et d).

5.5. L'analyse canonique (AC)

L'analyse canonique prend le point de vue f). Elle permet de considérer un
certain nombre k de variables, comme explic.tives des autres variables (causes par
exemple). L'espace R™ est décomposé en l'espace engendré par ces k variables dites
explicatives et leur espace supplémentaire.

Chacune des p-k autres variables se projette sur ces deux sous espaces
orthogonaux. Celles dont la composante dans I'espace explicatif est nulle sont non
expliquées (ou indépendantes). Celles dont la composante dans I'espace orthogonal a
l'espace explicatif est nulle sont totalement déterminées (c'est a dire explicables,
calculables, déterminées par les k "causes"). Les autres sont partiellement
dépendante des k premiéres.

Cas particulier: 1'analyse de régression linéaire, ou k = n-1 et ou est pris le
point de vue e).

Nous en avons vu un exemple au chapitre précédent et nous reviendrons
concrétement sur cette méthode au chapitre 6.

5.6. Autres meéthodes.

Le premier principe s'applique a des cas plus "modestes” de modélisation, en
particulier a toutes celles qui font appel a des présentations graphiques (au sens
général de BERTIN). L'usage raffiné de divers types de diagrammes pour la
représentation des données et de leurs relations permet parfois de créer des effets
inattendus. La difficulté de controler le code de la représentation et de conserver une
idée de I'importance relative des relations mises en évidence est I'écueil principal de
ces méthodes empiriques et suggestives.

* %k %
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Exercices
sur les chapitres 1 et 2

1. Méthodes de dénombrement et de recueil des données

2. Recherche d'exemples de types de structuration mathématique a priori des
données.

3. Recherche d'indices de distance et de proximité dans des variables
booléennes et dans les variables numeériques (distance du X? pondérée). Calculs.
Propriétés.

4. Recherche de modéles pour la dépendance ou I'indépendance des variables
booléennes: équivalence, implication.

5. La variance est une inertie. Propriétés. Théoréme de Huygens. Montrer que

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2. Cov(X,Y)

6. Justifiez la distance du Chi 2 utilisée en A.F.C en examinant par exemple le
cas d'un tableau de résultats sportifs a des épreuves d'athlétisme.
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Partie B

DEUXIEME STRATEGIE:
PLACERUNMODELE PARRAPPORT

A UNEDISTRIBUTION

Chapitre 3. Le test des hypothéses

1. Signification d'une mesure: sa rareté.

1.1. Exemple.

Quelle est la signification d'une valeur isolée, d'un modele ou d'une mesure de
qualité d'un modele? Un moyenne de 25 est elle grande ou petite? et un écart type de
35

Exemple: Un éléphant de 2m de haut parait grand (surtout si on veut I'élever
dans un salon), mais si on sait que 70% des éléphants sont plus grand que lui, alors il
apparait comme un éléphant plutot petit. Mais si de plus on vous apprend que 99%
des éléphants du méme age que lui, sont plus petit que lui alors on comprend qu'il
s'agit d'un jeune €léphant exceptionnellement grand.

1.2. Rareté d'une valeur

C'est donc la rareté d'une valeur, ou plutdt la rareté des valeurs plus petites
qu'elle, (ou alors plus grandes qu'elle), qui dit si elle est petite (ou grande) dans les
conditions ou on la considere. (Remarquons que la vanable doit étre au moins
ordonnée.

La rareté est une sorte de mesure universelle qui s'exprime de la méme fagon,
quelles que soient les grandeurs et les unités de mesure: Elle permet donc des
comparaisons tres générales.

Ainsi par exemple un éléphant de 200 Kg est certainement plus "petit" qu'une
souris de 10cm au garrot.




2. Distributions et répartitions statistiques.

2.1. Distributions

Donc si un "objet" peut étre considéré comme prélevé dans un ensemble E
comprenant un grand nombre n d'objets assez "semblables”, c'est a dire qu'a chaque
objet o soit associée la valeur x(o) d'une variable X (nominale, ordonnée, ou
numérique), on pourra en donner une distribution.

Cet ensemble E dont notre objet est extrait est appelée population parente.

Nous avons vu au chapitre précédent que la distribution des effectifs de E sur
cette variable X est I'application qui a toute valeur x. de X associe son effectif, c'est
a dire le cardinal de I'ensemble des objets tels que x(0) = X;.

2.2. Fonction de répartition.

Pour juger de la rareté relative de cet objet il est nécessaire que la variable soit
au moins ordonnée, on peut alors définir sa fonction de répartition.

Fx (Xi) = Z Xy
k<i
Distribution f Répartition F

O Cl2 013 04 0I5 06 017 Cl<2 Cik3 Clk4d Cik5 Cik6 Cl<7  Tout

La rareté relative d'un objet o est alors la proportion d'objets plus petits (ou
plus grands) que lui:

E, (0] E O
r(0) = 5(x©) r(0) = 1———X(X( )
n ou n

Elle s'exprime habituellement en pourcentage.

Un objet tel que 100 r(o) = k est dit rare au seuil de k%.

Ainsi sur I'histogramme, un objet de la classe 1 est rare, au seuil au plus de
5%.

Exemple: notre éléphant est "grand” au seuil de 30% parmi tous les éléphants,
et "grand" au seuil de 99% parmi les éléphants de son age.
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Dans la pratique on préfére indiquer d'abord la tendance (la position par
rapport a la médiane) puis la rareté la plus petite: notre €léphant est "petit" au seuil
de 70% parmi tous les éléphants, et "grand" au seuil de 1% parmi ceux de son age.

2.3. Ensembles non ordonnés.

La "taille" d'un objet s'établit par sa rareté et sa rareté s'établit par référence a
la distribution d'une variable ordonnée.

Une distribution non ordonnée n'est pas toutefois totalement inutilisable
comme le montre l'exemple suivant:

Exemple: On interroge un quidam 2 la télévision sur son choix d'une personne
pour exercer la fonction de maire. Ce quidam choisit Mr Lebien. Un vote de toute la
population montre que Mr Lebien ne draine que 4% des voix de la population. La
télévision avait elle choisi un bon représentant, un bon modele, de la population? Si
un autre quidam avait vanté Mr Lebeau qui jouit des faveurs de 30% des électeurs le
modele aurait il été meilleur?

Le premier quidam était rare au seuil de 4%.

2.4. Divers types de distributions.

Les objets dont la distribution nous intéresse sont ceux que nous avons
introduits dans le chapitre 1

- la donnée, ou les données, elles mémes présentées sous forme de leur
distribution contingente.

- le modéle

- la mesure de qualité du modéle.

Chacun de ces objets pourra étre placé par rapport a une distribution.

Remaque: 11 ne faut pas confondre les différentes distributions en présence: la
distribution parente des données est différente de la distribution contingente
introduite dans le précédent chapitre. Cette derniére Joue maintenant un peu le role
d'un résumé, plus ou moins bon de la population parente.

Cette stratégie est opposée a celle qui conduisait a résumer des données. Pour
trouver une signification a la contingence on la place par rapport 4 un ensemble plus
vaste.

Pour interpréter une distribution contingente donnée, il est souvent utile de
considérer une caractéristique numérique de cette distribution, le plus souvent un
résumé: I'étendue, la moyenne, I'écart type...et d'examiner leur distribution parente.

De sorte que nous obtenons, pour une méme série d'observations, plusieurs
type de distributions ou d'ensembles parents entre lesquels nous étudierons les
relations de modéle a objet:
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T

Ao

Résumé
valeur

distance du
résumé a C

tmsemibie parent dont la
conmmgmece est extraite:
bunon parente des

Ensemble parent des
résumés. Distribution
contingente ou théorique

Ensemble parent des
distances distribution
contingente ou théorique

Dp2 Dp3

donnces Dp |

Le cas le plus simple, étudié dans ce chapitre, est celui ou les distributions
parentes sont effectivement observables: il existe réellement un ensemble dont on a
extrait réellement une donnée ou un échantillon de données.

Nous étudierons dans le prochain chapitre le cas ou il n'existe pas de
population parente effective et ou on peut l'inventer en référence a une hypothése.

3.Distributions et Hypotheses.

3.1. Hypothéses correspondant a une distribution.

Le choix d'une distribution parente qu'elle soit "observée, choisie, construite
ou inventeée, suppose toujours des hypotheses, bien qu'elles puissent rester implicites.

Par exemple on reléve chez un malade une vitesse de sédimentation de 75. On
envisage qu'il peut étre atteint d'une certaine affection, or on a observé que dans
cette affection, des vitesses de sédimentation supérieures a 75 ne sont pas observées
dans plus de 3% des cas.

L'hypothése "Ce malade est atteint de telle affection" est le moyen de choisir
une certaine distribution, celle correspondant a cette maladie et un certain malade:
celui 1a dont on place la vitesse observée. Si son docteur avait soupgonné une autre
maladie il aurait aussi mobilisé une autre distribution.

3.2. Seuil d'étrangeté.

L'exemple de la Télévision montre comment la société peut étre amenée a
fixer et a justifier un seuil, arbitraire, au dela duquel elle considérera que les modéles
sont trop €tranges, trop €loignés de la contingence pour étre acceptés COMME
MODELES de la population (pas comme observation individuelle, comme sujet ou
comme citoyen!).

Il n'y a pas encore, officiellement, et c'est heureux, de seuil pour l'acces a la
télevision. Par contre en science on rejettera les représentations trop étranges en
particulier celles qui correspondent a des hypothéses envisageables.

Dans notre exemple "médical” faut-il accepter I'hypothése que le malade est
atteint de la maladie en question c'est a dire le tenir pour un représentant acceptable
de la population atteinte de cette maladie? (et le soigner en conséquence) ou faut il
rejeter cette hypothese?
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3.3. Accepter ou rejeter une distribution parente.

Lorsque la distribution parente associée a une valeur observée correspond a
une hypothése inévitable ou trés siire il faut bien accepter s'il y a lieu le caractére
étrange ou singulier de I'observation. Mais si cette hypothése est a priori douteuse, et
quelle fasse apparaitre le caractére observé comme trop rare, comme il est, lui,
contingent alors on préférera rejeter cette hypothése et en €nvisager une autre.

On peut se fixer, par convention un seuil arbitraire pour décider.

En psychologie par exemple, on peut rejeter un modeéle qui fournit une
distribution ou la contingence est étrange au seuil de 5%.. mais en médecine les
seuils habituellement utilisés sont au plus de 1 pour mille.

Donc a ce point de notre raisonnement, la médecine parait accepter les
modeles plus généreusement que la psychologie. Nous allons voir pourquoi il n'en
est rien.

4. Test d'hypotheéses: Un exemple, le test de brouillage.

4.1. situation.

On a posé a 196 éléves une série de 12 problémes d'algebre comprenant des
inégalités a résoudre ou a interpréter. On observe leur tendance 2 traiter la variable
comme un nombre déterminé, a lui attribuer une valeur précise, ce qui conduit a des
erreurs qualifiées de "valorisation".

Cette erreur est observée dans 12 des questions posées (ensemble Q). 11 s'agit
de chercher un facteur qui dans ces douze questions favorise les erreurs par
valorisation.

Voici les questions rangées suivant le nombre d'erreurs par valorisation que
l'on a pu y détecter:

h a g c e j k i f b d 1
4 9 15 25 27 || 27 | 28 30 40 | 43 55 63

PREMIERE HYPOTHESE: la présence exclusive dans les inégalités de valeurs
numeriques entiéres favorise la valorisation.

Parmi les 12 questions, 3 présentent des valeurs non entiéres: les questions h,
g, k.
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Ainsi nous constituons dans Q deux échantillons de questions. A: les 9
questions qui ne comprennent que des valeurs entieres, B: les 3 questions & valeurs
non entieres.

4.2. Hypothése nulle

Pour "expliquer" un fait donné, on choisit un modele de distribution (dite
parente) fourni par une hypothése ou engendré par un mécanisme rationnel auquel
on le compare. La déclaration "le fait observé n'est pas rare (a un certain seuil) dans
le modele" est appelée hypothése nulle.

Les questions h, g, k forment une combinaison (disons un trio) extraite de Q

Envisageons une population parente pour ce trio: I'ensemble de tous les trios
de nombres qui pourraient étre extraits des douze effectifs donnés.

Pour chacun de ces trios on peut considérer le total des erreurs commises. Par
exemple pour les questions h,g,k, la somme est le total est

S =4+ 15 + 28 = 47 tandis que pour ¢, i, f, ce total est 95.

L'hypothese nulle est alors la somme 47 n'est pas rare comme total d'un trio de
Q. Si cette hypothése nulle est vraie, en appliquant la méthode de 1'éléphant, la
somme 47 doit dépasser plus de 5% des sommes obtenues sur I'ensemble des trios.

Traduisons ceci en utilisant la notion de hasard qui sera développée au chapitre suivant. Si la
classification était faite au hasard, chaque partition en, neuf valeurs dans une classe et 3 dans une
autre, aurait la méme chance d'apparaitre. Il y aurait trés peu de chances dans ces conditions pour que
ce soient justement les trois effectifs les plus faibles qui soient dans B et les autres dans A.

Nous pouvons directement évaluer ces chances, il y a:

12.11.10
) = === - 220

(=
’ 3 2s

partitions possibles, autant que de manieres de choisir 3 objets parmi 12.

(C'est a dire autant que de combinaisons de 12 objets 3 a 3). Il y a donc 1 chance sur 220
d'obtenir ensemble les effectifs les plus faibles: 4,9, 15

4.3. Modeéle pour construire la distribution.

Appliquons la méthode de 1'éléphant: nous avons ensemble les questions h, g,
k, est ce que le nombre d'erreurs sur ces trois questions est plutdt petit? normal ou
plutdt grand.

On peut le comparer au total: 366, ou plutét a la somme "moyenne" pour 3
questions: 366:4 = 91,5 la valeur parait plutot petite.

Il s'agit en fait de calculer plus exactement combien de partitions donneraient
une somme plus petite?
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4.4. Rareté de la valeur observée.

Calcul du nombre de partitions qui donnent une somme inférieure a SO:
Il s'agit en fait d'une énumération: pour trouver les combinaisons les plus
faibles on procéde par substitution a partir de la plus faible:

1 49,15 _28

2 49,25 _38

3 4927 _40

4 » puisque 27 se présente 2 fois

5 49,28 _41

6 4930_43

Le suivant de cette suite serait 4,9,40 mais l'augmentation de 10 serait plus grande que celle
(6) obtenue en remplagant 9 par 15

7 4,15,25 _44

8 4,15,27 _46

9 » »

10 4,15,28 _ 47

11 4,1530_49

Comme ci dessus il vaut mieux remplacer 4 par 9 que 30 par 40.

12 9,15,25 _ 49

13 9,15,27 _ 51

14

15 9,15,28 _ 52

16 4,9,40 _S3 on reprend la suite 4,9,...

17 4,9,43 _ 56

4.5. Test de I'hypothése nulle

S'il y a moins de 5% des partitions qui donnent des sommes plus petites nous
pourrons estimer que notre partition est "étonnament” petite.

5% x 220 =11

Or notre triplet de questions figure a la dixiéme place, il est donc parmi les 11
combinaisons qui donnent les sommes les plus faibles.

Si I'hypothése nulle était vraie, Nous aurions peu de chance de tomber sur une
partition donnant une somme aussi (ou plus) petite.

Nous préférons conclure que l'on doit rejeter I'hypothése nulle. Cette
hypothése nulle était contraire a notre hypothése:

4.6 Conclusion:

Nous admettrons donc que "la présence de nombres non entiers rend plus rares
les erreurs de "valorisation"".
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5. Conditions du rejet ou de I'acceptation d'une hypothese.

5.1. Non rejet et non acceptation.

Le rejet et l'acceptation ne forment pas une alternative: ne pas rejeter un
modeéle ne veut pas dire qu'on l'accepte.

En effet plusieurs modéles contradictoires peuvent étre assez proche de la
contingence pour qu'on ne puisse en rejeter aucun. Il serait absurde pour cette seule
raison de devoir les accepter tous avec leurs contradictions' Par contre il n'y a aucun
inconvénient a rejeter plusieurs modéles qu'ils soient compatibles ou contradictoires
entre eux.

Donc la connaissance scientifique doit étre fondée sur le rejet des modeéles et
non sur leur acceptation.

Ainsi il est plus difficile d'établir une connaissance en médecine qu'en
psychologie, et contrairement a notre premiére impression, la médecine est plus
exigeante. La raison de cette exigeance est dans la crainte des risques liés au rejet.

5.2. Les risques du rejet et du non rejet d'un modéle.

Dés lors qu'on accepte l'idée que la contingence observée n'est qu'un
exemplaire, extrait d'un ensemble riche en exemplaires semblables et qu'on fixe un
seuil arbitraire, et quel que soit ce seuil, il apparait deux risques:

- celui de rejeter un bon modele dont la contingence s'est écartée
accidentellement, risque de premiére espéce. Le pourcentage d'erreurs de premiere
espéce que l'on est prét a accepter si 'hypothese nulle est vrai est appelé seuil de
signification du test. Il a été évoqué plus haut des seuil de 5% ou de 0,1%

- celui de ne pas rejeter un mauvais modéle parce qu'il s'est trouvé
occasionnellement proche de la contingence, risque de deuxieéme espece.

- tout modeéle qui n'est pas rejeté peut étre "accepté" sur le mode
hypothétique. 11 n'est pas pour autant établi. Il faut donc mettre une hiérarchie de
préférence dans I'ensemble des modéles en fonction de leur vraisemblance.

Bien évidemment il est indispensable de mettre ces décisions et ces seuils
arbitraires sous le controle d'une théorie pour pouvoir controler ces risques et ces
choix: c'est I'objet de la théorie de la décision que nous présenterons plus loin..

5.3. La deuxiéme stratégie.

Ainsi on peut considérer aussi bien une distribution de modéles, ou une
distribution de mesures de qualité qu'une distribution de données contingentes.

D'autre part on peut considérer une distribution de données comme un modele
pour une autre distribution.
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La deuxieme stratégie consiste a comparer
la statistique observée (données, modéle, mesure
de qualité) a la distribution dont elle a été extraite et,
lorsqu' il le faut, a décider de son intérét en
tant que résumé, selon sa rareté relative.

6. Application: la comparaison des distributions,
6.1. Les distances du X°. Pratique du test du X>

Considérons le cas ou on dispose d'une distribution contingente DO (d'un
ensemble de données observées) et d'une distribution parente (de la population
enticre) dont I'hypothése "nulle" suppose que les données sont extraites DT
(distribution théorique).

a) Conformément a la premiere stratégie, la distance du X? introduite au
premier chapitre permet de définir une sorte de ressemblance entre ces distributions.

Il est clair que les deux distributions considérées doivent étre ramenées au
méme effeciif total et sont définies sur la méme variable 1.

b) Soit (Xi )iEI les valeurs ou les intervalles, sur lesquels sont définis les

valeurs observées des effectifs: v_=n O(x-) et les valeurs théoriques vt = nt(xi).

Les effectifs d'une méme cqasse sont d'autant plus éloignés que le carré de la
différence de ces effectifs est grande PAR RAPPORT A L'EFFECTIF

THEORIQUE:

T S L e )]

1
Ve n;(x)

c¢) La distance totale sera la somme des contributions di de chaque valeur ou de
chaque classe:

d ( D ) d (n01(x1) - n!:i()(l))2
D,,D,) = . = )
X- o 21 i 21 nti(xl)
que I'on résume par la formule:
(Vo it Vc)
dXV(Do'Dt) T Zi \Vs

6.2. Exemple.

Un test est proposé dans un groupe E de 27 éléves. 22 éléves réussissent. Ce
méme test a €t€ proposé lors d'une campagne d'évaluation a une population "témoin"
T de 3581 éleves. Dans cette population la réussite atteignait 69%. Le groupe E
ressemble-t-1l a la population témoin ou est il différent et meilleur?
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La classe des réussites comprend 22 éléves dans la population observee. Le
modele déduit de 1a population parente en comprend: 69%x27= 18,63. La classe des
échecs comprend 5 éléves dans E et 31%x27 = 27-18,63 = 8,37 dans la population
témoin.

La distance entre ces deux distributions est donc

(22« 28, 63 o 45= 8, 89)

d . (E,T) = + = 1,966
X 18,63 8,37

6.3. Le test du x°. Les distributions de x°.

a) Il s'agit d'évaluer la rareté de cette valeur en la placant par rapport a une
distribution de nombreux 2 obtenus dans des conditions déterminées par I'hypothese
nulle:

HO: Le groupe E est extrait de la population parente témoin.

b) Une telle distribution est disponible par exemple sous la forme d'une table
(de chi carré, ou de Pearson) : :

Proportion des %? (sous I'hypothése nulle) qui dépassent la valeur du X2
portée en absisse:

0,80 | 0,70| 0501 ]030|]020]||0,10][0,05|]0,02} 0,01 0,001

0,06 10,15| (046 (1,07||1,64] 2,71 ] |3.84] |54l 6,64 | 110,83

Valeurs du ?

¢) La valeur observée du ? est 1,966, elle se place entre 1,64 et 271:11ya
donc au moins 10% (et au plus 20%) des x? qui lui sont supérieurs. Elle n'est donc
pas rare au seuil de 5%.

Autrement dit cette valeur de 1,966 qui n'est pas supérieure a la valeur seuil
des 5%: 3,84 n'est pas assez grande pour €tre assez rare.

L'hypothése nulle ne peut pas étre rejetee.

6.4. Conclusions.

Le probléme consiste maintenant a étudier une méthode de construction des
tables de distributions pour les cas ou la distribution parente n'existe pas réellement
ou n'est pas connue.

Une question angoissante: est il raisonnable d'espérer que dans le
foisonnement des hypothéses imaginables a propos de la multitude des phénomenes
intéressants on pourra n'utiliser qu'un nombre réduit de modeles de distributions ou
de méthodes de construction?
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Chapitre 4 Probabilités. Statistique inférentielle.

1. Répétition et simulation par une machine a hasard.
1.1. Répétition.

Lorsqu'il n'y a pas de population effective parente de la contingence
correspondant a une hypothése ou qu'on ne la connait pas, on peut appliquer tout de
méme le second principe: il faut en imaginer une, ou inventer un moyen de la
construire.

Le moyen de création de populations parentes le plus répandu consiste a imaginer
que chaque observation est produite par une machine de hasard qui peut répéter
autant de fois gqu'on le veut et de fagon "indépendante" un méme mécanisme
ALEATOIRE, a chaque fois.

Certaines machines comme une pi¢ce de monnaie jetée, un dé, le tirage dans une
urne, la fonction random d'un ordinateur, utilisés dans des circonstances convenables
nous paraissent représenter assez bien un tel processus.

1.2. Simulation par une machine aléatoire.

a) Reprenons l'exemple du x> On peut imaginer que l'on dispose d'une urne
contenant 3581 boules dont 69% c'est a dire 2471 sont blanches et représentent les
e€léves qui ont réussi et les 1110 autres sont jaunes et représentent les échecs. Chaque
expérience élémentaire consiste a tirer "au hasard" succesivement et sans remise, 27
boules, a compter les blanches et les jaunes.

b) Pour fabriquer la distribution parente dont nous avons besoin il faut
recommencer un certain nombre de fois (disons 100 fois) cette expérience
€lémentaire (en remettant chaque fois les 27 boules tirées dans I'urne)

Nous pouvons alors compter quel poucentage de ces séries comportent plus de 22
boules blanches.

¢) Nous pouvons de plus calculer a chacun des tirages la distance du X2 de la
distribution de ce tirage a la distribution parente et construire ainsi la distribution
expérimentale de la distance du X2.




La raison de ce remplacement a été donnée dans le premier chapitre: les
distributions de 2 se ressemblent et on peut trés vite se ramener a une seule table
"universelle". Mais ici il ne semble plus qu'il y ait aucune motivation si la simulation
peut étre effectuée trés vite. 11 est facile, en effet, de faire effectuer ces calculs par un
ordinateur 2 l'aide de la fonction random introduite dans une boucle et de reproduire
maintenant cette expérience par exemple 1000 fois.

d) La deuxiéme stratégie consiste alors a noter quelle proportion de ces 1000
valeurs de X2 est égale ou supérieure a 1,966. Si on en trouve moins de 5% on pourra
commencer a se montrer surpris par le caractere rare de notre classe et a douter
qu'elle soit extraite du méme lot.

¢) Nous n'avons pas d'autres idées sur ce qu'est le hasard que celles qui nous
viennent de l'examen de collections d'objets semblables parmi lesquelles on en
choisit certains.

On peut donc penser qu'on pourrait continuer 2 développer nos stratégies et nos
techniques d'analyse statistique avec de bonnes machines de hasard sans nous
préoccuper de questions théoriques.

1.3. Nécessité d'une modélisation mathématique

a) Cependant une théorie du calcul des probabilités est indispensable au

statisticien dés ce moment la:

- au moins pour économiser des simulations

-mais surtout pour s'assurer de la non contradiction de ses affirmations ou de
ses méthodes.

En effet dans l'exemple ci dessus, peut étre avons nous eu une malheureuse suite
de tirages extravagants. On peut se demander si cette mesure d'étrangeté n'est pas
elle méme étrange. On peut alors recommencer mille series de mille fois 27 tirages
pour évaluer la qualité de cette mesure de "5%"...

Mais cette nouvelle expérience sera-t-elle plus sure que la précédente? Gagne-t-
on finalement quelque chose, et quoi, a prendre de grands échantillons? Y a-t-il un
moment ol on pourra faire comme si on était sur?

Nos deux stratégies nous renvoient sans cesse a des tirages plus nombreux. Une
théorie mathématique permettra d'examiner les valeurs limites des modeles, leur
stabilité et leur consistance, lorsque le nombre de tirages "tend" vers l'infini.

b) Le fait d'inventer un ensemble parent et d'admettre qu'il existe, pose des
problémes philosophiques complexes. Il est plaisant de remarquer que pour donner
la signification d'un nombre unique, il faut le rapporter a une multitude de ses
semblables, et que pour expliquer un fait contingent il faut imaginer pouvoir le
reproduire a volonte.

Cette hypothése de la reproduction d'un phénomeéne, a la fois identique et
néammoins différente pose des problemes théoriques:

Il peut paraitre absurde d'imaginer comme reproductibles a volonté, des faits par
nature uniques, historiques ou contingents, ou d'imaginer que les phénoménes
observés devraient avoir des probabilités fixes. Quel est l'intérét d'imaginer des
modeles aussi peu raisonnables?
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Par exemple I'idée de représenter une classe ou np éléves savent la réponse a un
probléme et ou nq ¢éléves ne la savent pas, par n éléves hypothétiques, tous
identiques, chacun d'eux répondant indépendamment avec une certaine probabilité
constante q d'échec, paraitra fausse et méme baroque a beaucoup.

Les statistiques Bayesiennes tentent de répondre a ce genre de questions
paradoxales comme nous le verrons dans le chapitre 7 de ce texte.

¢) De plus nous avons fixé par convention des seuils de décision pour rejeter ou
non des hypotheses; quelle sécurité pouvons nous trouver dans ces pratiques
barbares?

d) Le probléme fondamental est donc de conserver le contrdle de la consistance,
c'est a dire de la non contradiction logique des théses sous jacentes aux pratiques que
nous avons exposées. Quelles sont les limites de leur utilisation? Pour cela il faut
théoriser nos machines de hasard, ou plutdt dire quelles sont leurs caractéristiques.

Pour examiner ces questions il est donc commode de prendre le point de vue
d'expériences reproductibles. Le vocabulaire des probabilités est adapté a cette
nouvelle étude.

2. La théorie des Probabilités et la Statistique Mathématique.

2.1. L'enjeu de la théorie des Probabilités.

Le but du travail théorique est donc de permettre de construire la modélisation de
I'expérience a reproduire pour fabriquer une distribution théorique.
Il s'agit de lever les paradoxes suivants:

a) Si on modélise un événement défini sur une distribution statistique nombreuse,
par une experience unique et reproductible, quelles valeurs donner aux paramétres
de cette expérience ou de la machine de hasard qui la réalise?

La méme nous dit l'intuition.

Ainsi la probabilité¢ d'un événement serait la valeur de la mesure qu'il convient
d'attacher dans l'expérience a cet événement pour représenter aussi exactement que
possible la fréquence avec laquelle cet événement se produira si on répéte cette
expérience de fagon indépendante.

Exemple: Au cours d'une série de 100 tirages avec remise d'une carte prise dans
un paquet de 32 on a tiré 15 fois un roi. La fréquence est de 15 pour cent.

b) Pourtant ce n'est pas la mesure que l'on trouvera logique de donner a
I'événement "tirer un roi" dans le modéle, qu'il soit mathématique (epreuve) ou de
simulation informatique car les expériences habituelles, (trop courtes) ne confirment
pas ce fait.

St on veut modéliser une distribution uniforme ou si une machine parait DEVOIR
donner, dans la distribution parente, un ensemble de résultats incompatibles entre
eux avec des fréquences égales, quelle valeur donner a la probabilité de chacun de
ces évenements?




L'intuition nous dit ici aussi que ce devrait &tre la méme. On préfera donc
attribuer a I'événement "tirage d'un roi" la valeur 4/32 = 12,5%.

Mais si on répéte effectivement cette expérience, verra-ton apparaitre des rois
avec une fréquence de 12,5%?

¢) En résumé une modélisation "logique" d'une machine de hasard ne permet pas
de prévoir (de fagon déterministe) son comportement statistique. Une modélisation
"logique" d'un ensemble de données ne permet pas non plus de déterminer les
caractéristiques de la machine de hasard qui peut les reproduire.

d) La loi des grands nombres regle le sort de ces paradoxes: en montrant quels
types de justifications pourra recevoir l'attribution a priori, de probabilités, a certains
événements. Elle permet d'utiliser le concept de probabilité de fagon cohérente et
conforme aux deux intuitions précédentes.

Le calcul de probabilités est la théorie qui établit un lien entre trois domaines:
- 1a logique ou la mécanique d'une machine a hasard,
- ce qu'il est raisonnable de prévoir de son fonctionnement futur,
- et l'interprétation des résultats (statistiques) qu'elle a produit dans le passé
La statistique inférentielle résume des ensembles de données en les reliant a des
fonctionnements aléatoires, c'est a dire a des machines de hasard.

2.2. Contenus et structure de la théorie des probabilités.

La théorie mathématique des Probabilités permet donc essentiellement de dire en
quoi le résultat d'un expérience ressemble aux résultats de sa reproduction.

a) Présentée aujourd'hui suivant un ordre axiomatique di a Kolmogorov elle
conduit a préciser d'abord les notions:

1) d'expérience,

ii) d événement et d'espace d'évenements (différents types d'espaces
probabilisables: algebres et ¢ -algébres)

iii) de mesure de probabilité (mesure avec condition d'échelle). Intuitivement c'est
donc la chose qui au moment d'une expérience représente ce qui sera la fréquence
lors des répétitions.

iv) et surtout d'événements indépendants, puis d'expériences indépendantes.

Dans ce cours, nous considérerons ces notions de base comme acquises.

b) Pour traiter des suites de résultats d'expériences semblables mais
indépendantes il est indispensable nous I'avons vu de considérer les distributions
d'effectifs. L'objet correspondant a la distribution, en probabilités, est la notion de
variable aléatoire. Ses propriétés permettent de construire les distributions de
probabilités dont nous pouvons avoir besoin pour expliquer toutes sortes de
phénomenes aléatoires.

(Rq:En particulier on pourra construire la distribution du %> a n degré de liberté comme loi de la
somme de n variables Xiz, les X]. étant des variables normales centrées réduites indépendantes.)
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¢) La cohérence de la théorie s'établit par LES THEOREMES LIMITES:

Il s'agit de montrer par le calcul que la répétition d'expériences aléatoires qui
obéissent & un modele (hypothétique) donné, obéit 4 des lois et conduit i des
distributions déterminées. En particulier la fréquence relative d'un événement tend
vers sa probabilité (sous certaines conditions).

Nous serons conduits pour établir ces théorémes a préciser la notion de
convergence de variables aléatoires, (convergence en probabilité, en moyenne
quadratique, presque sure, en loi ...)

i) Le théoréme de Bienaymé-Tchébytchev, théoréeme des grands nombres,
théoreme de Laplace-Liapounov, et son application au probléme de Bernoulli
initialement posé.

Il ne s'agit bien sur ici que d'une introduction, parmi d'autres possibles, a la
théorie des probabilités.

Celle ci peut recevoir ensuite de nombreux développements, notamment en
direction de la théorie de I'information, des automates, des processus aléaoires...qui
guident et nourrissent les questions de statistiques.

3. théorisation des distributions: La Notion de Variable aléatoire.

3.1 Rappels.

’ Dans la suite de ce texte:
' * Q est 'ensemble des possibilités.
% rl est un clan (une algébre de Boole) sur Q, c'est a dire, un ensemble de parties de A tel

que:

1) Qe)@
i) AEJA = CAeﬂ
i) Aed e Bed = AuBed

1
* Une tribu A est un clan dans lequel toute réunion dénombrable de parties (d'événements)

est encore une partie (un éveénement):

Aieﬂ, ieN = _UAieA

1eN

* p est une mesure de probabiltés sur Q. Clest une application de #| dans R telle que:
1) VAEA p(A)ZO
i) p(Q)=1
ii) p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

* Les boréliens de R sont les éléments de .. la plus petite tribu de parties de R contenant

tous les intervalles ouverts de R .(." contient tous les ensembles ponctuels, tous les intervalles semi

ouverts et tous les intervalles fermés de R)




3.2. Définitions et propriétes.

a) Une variable aléatoire X sur (Q, A)
est une application de Q dans l'intervalle [0,1] de R telle qu'll existe:

- un espace probabilisé (2, 4, p)

- et une application f de I'algebre # dans R
telle que pour tout borelien B de R: f_l(B) € ’4
alors pour tout B€- (R), x(B)= p(f-l(B )

En particulier si pour tout x, X(x)=0 la variable est dite a densité. Sinon elle est
discrete infinie, finie, ou mixte suivant le cas.
11 est aisé de faire le paralléle de cette notion avec celle de distribution.

b) Des Variables (%, )1515n sont indépendantes (dans leur ensemble) ssi pour
tout ensemble de Boréliens B.

p({Xl € Bl}’{X2 €B, }’---)l: H,p({xn € B, })
c) La fonction de répartition de la variable X est
F(x) =Proba ({ X <x })

d) L'espérance mathématique

E(X) = ) R p(xi ) dans le cas d'une distribution discréte.

E(X) = Lx.dF(x)
Moment d'ordre p : E(Xp)

Variance ou moment centré d'ordre 2:

var (X) = E((X - E(x))?) = E(X?) - (E(X)) (théoreme de
Huygens)

Démonstration:
var(X) = E(X2 + E(X)2- 2 X.E(X) = E(X2) + E(E(X)2) - 2 E(X.E(X))

d'out Var(X) = E(X2) + E(X)2 - 2 E(X). E(X)
Explicitement :

o* = Var(X)= ¥ (x,~m)".p(x,)

e) Propriétés de l'espérance mathématique.
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e) Propriétés de I'espérance mathématique.
) L'espérance  d'une somme de  variables aléatoires:

E(Z X ) o iE(X ) est égale a la somme des espérances dés lors que les X
sont définies sur le méme espace probabilisable (variables simultanées)

B). Si les X sont indépendantes deux 3 deux, la variance de leur somme est la
somme de leurs varlances

var(¥ x,)= ¥ var(x,)

Si elles ne sont pas indépendantes nous avons vu que la variance de la somme
n'est pas la somme des variances mais que:

[Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y) |

3.3 Inégalité de Bienaymé-Tchébycheff:

a) Théoréme:
Pour une variable aléatoire X (quelconque) qui posséde une variance © *finie:

p(}X—m'>h.0')Shi2

La probabilité pour que la valeur de la variable dépasse h fois I'écart type est
inférieure a 1 divisé par h2.

b) Démonstration dans le cas discret:

Par définition de la variance:

o® = Var(X) = >(x, ~m)".p(x,)

i tous les termes de la somme sont positifs,
de plus

Z(Xi _m)z-p(xi): _Zq‘(xi _m)Z.p(xi)_*_ -Z>h(Xi _m)2~p(xi)

par conséquent

en négligeant tous les termes pour lesquels ’Xi b mj <h0 j] vient:

o2 3 (x-m) plx,)

X-mizho

et donc :
o’ 2 thﬁz.p(xi): h’c. » p(x
x—mzho x-mzho
or Zp = proba |x —nﬂ > hO')
x—mizho

d'ou la conclusion.
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¢) Conséquences

Considérons une distribution statistique QUELCONQUE, sa moyenne et sa variance
si elles existent. Considérons aussi l'expérience qui consiste a tirer au hasard un
élément de la population observee.

La probabilité d'obtenir une valeur appartenant a un intervalle de la variable est
bien représentée par la fréquence associée a cet intervalle (la somme des effectifs
des valeurs appartenant a cet intervalle)

La probabilité d'obtenir une valeur qui s'écarte de la moyenne de plus de h fois
I'écart-type est inférieure a 1/h2. Elle tend donc vers 0 lorsque h tend vers l'infini.

3.4. Principales distributions (lois) usuelles. (rappel de résultats)

a) Distribution de l'alternative de parametre p
* distribution discréte sur {0,1} telle que

p({0})=1-p=q p{1})=p
* sa moyenne est E(X) = p ; sa variance est 0'2(X) = pq ; son écart type o(X) 2\/56

b) @(n,p) Distribution binomiale (alternative répétée indépendamment) de parametres p et n.
* distribution discrete sur [0,...,k,...,n] ¢ N telle que

!
PUKD = maor PRO-PMK

* moyenne: E(X) = np ; sa variance est 02(X) = npq ; son écart type 6(X) = \/npq
C'est la somme de n variables aléatoires de l'alternative, indépendantes. Moyenne
et variance sont n fois la moyenne et la variance de la loi de l'alternative.

¢) I (A) Distribution de Poisson de paramétre A > 0

* distribution discrete sur N telle que
Ak
p({k}) =17 €

* moyenne: E(X) = A ; sa variance est 62(X) = A ; son écart type o(X) = \/1
oo k

iln = ¢', donc Z%e" = ]

. . !
Démonstrations n=0 M k=0 K - d'autre part

oo k

kA . A,k-l
E(X) = ST W
(X) = 2= Z(k—1)/e

k=0

Bl
= Aie€ 27:/1
=0
, o k-1
E{X¥(X -1))= Y, -
k=0 :
o AT »
= A=
22
-

Il

>
c‘:I
l

Il
=
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E(X’)=2"+E(X)=2"+2 gone d'aprés le théoréme de Huygens:
o’(X)=E(X)-(E(X)) o(X) = A

d) (n(m 0). Distribution Normale de parameétres réels m, et ¢ >0 (Loi de Laplace-

Gauss)
* distribution continue de densité de probabilité:
-|x-m/?
X)= e
p( ) - (27'[ 262
moyenne: E(X) = m ; sa variance est GZ(X) = g2 ; son €cart type o(X) =

! (0,1) est la loi normale centrée, réduite
+oo ’.A’_:)
j S . Ak

BEf X 4=
Démonstrations: f.oV2
TR —|x—mf oo K
x L
E(X) = o E =m
(X) _J;o\/Zn -[
D'autre part
E((X-m)) = j'x‘m‘ & =P
0‘? DJO bl _T
= — | § el ds =0
o (en intégrant par parties)

Convergence de la loi binomiale vers la loi normale
Nous verrons que lorsque n le nombre d'épreuves de l'alternative tend vers I'infini

J 1k :
p restant fixe, la loi ;J\(n,p) converge en loi vers la loi normale

’ (p,\/—% )

La distribution Log-Normale (de Galton) se déduit de la loi normale par un

changement de variable.

e) xz(x) La distribution du Chi? (de Pearson)
* distribution continue de parametre v (appelé degré de liberté) a pour densite

de probabilité:
2 2 x > 0, vnaturel > 1

p,(x)=-—x2% e?,

k.,
ky est une constante qui assure que la somme des probabilités est €gale a |

oo

J. e’ dx = J. 5" e 2ds
0 0 qui se ramene a une intégrale de Gauss

* Sa moyenne E(X) est v, sa variance 02(X) est 2v
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Démonstration.

" vo_x - SR
E(X) = Lx—’e-’dlejx-’ e’dx = v
k v o en intégrant par parties

PEAP dx= (n+ Z)J-k1—x~’ e?dc=n(n+2)
d'ou il vient 62(X) = E(X2) - (E(X))2 =2v

f) La distribution de Student Fisher

* Distribution continue de densité de probabilité
1 1

Sv ( X ) = == re
)\’v ( X2 )21
1+ —
¥ v nombre de degrés de liberte, entier naturel
*E(X)=0, sin>2 var(X)=nnT2 , et donc o(X) = n—r-lf

Démonstration: la distribution étant paire, m=0. et 02(X) = E(Xz)

T x’dx 1 i
O"’(x) = T——zﬁ = Z,— an COSV—j(P sin"(p d(p
A (1 ) x_) 3 -
%

La démonstration s'acheve toujours par intégration pas parties.
Si v =1 la distribution coincide avec la loi de Cauchy

g) Autres lois

Il existe de nombreuses autres lois engendrées de fagons mathématiques diverses,
telles que la loi géométrique, la loi hypergéométrique, la loi binomiale négative, la
loi exponentielle et ses dérivées, la loi de Pareto et ses apparentées, la loi de
Weibull, etc. et utilisées comme modeles dans des applications variées.

3.5. Convergences de variables aléatoires. Loi des grands nombres.
a) Définitions:

o) La suite Xn CONVERGE EN PROBABILITE vers X si et seulement si

Ve > 0

lim,__(proba(|x, — x| = g) =0

n—oo

B) Xy CONVERGE EN LOI vers X si la famille des fonctions de répartitions de
Xn tend vers la fonction de répartition de X.

lim __(F (x)) = F(x)
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b) Théoréme des grands nombres.

a) hypotheses:
Considérons une suite de variables aléatoires X1,X9,..., Xp,... telles que
1) Elles sont indépendantes dans leur ensemble (quelle que soit la partie finie
que I'on en considére.
ii) elles ont la méme distribution. (Cette restriction n'est pas indispensable
pour tous les théorémes)

i) la distribution commune posséde une moyenne m et un écart type o finis.

B) Théoréme:
La variable aléatoire "moyenne arithmétique" des n premicéres variables aléatoires

. 1
de la suite est Y, = o (Xp+Xot.+Xp).
: c
Cette V.A. a pour moyenne m et pour écart-type ——\/—
n

Yn tend en probabilité vers l'espérance mathématique m lorsque n tend vers
l'infini.

y) Démonstration:
1) Soit Sp= Xj+Xp+..+X, alors E(Sp) = E(X;+Xp+..+X,) = n E(Sy) = nm

1 nm
ot E(Yg)= a E(Sy) = o m

i) D'autre part puisque les variables sont indépendantes la variance de Sy, est
la somme des variances X; et donc

var(Yp) = var( % Sp) = 512 .var( Sp) = 512 nvar(Yp) = g;—

i) Il suffit d'appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchébychev 2 la variable Y,

c
en prenant h tel que €e=h ﬁ '

c¢) Conséquences
3.6. Théoréme Central limite (Th. de Laplace-Liapounov).

a) Théoreme (non démontré dans ce cours).
Yp-m

(=)
\/n

quand n tend vers l'infini.

La variable Z,, = tend en loi vers la variable normale centrée réduite

_ \[r;(Yn' m) _ Sp- nm

Ty . i
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Autrement dit

X s?
l R
P(Zn<x)= fe 2ds  onen déduit:
\/27{
- OO

2 P
= 2
P(|Yy - m|>€) # B Je
gn
c
b) Conséquences pour le Probléme de Bernouilli
Soit Yn la fréquence relative d'un événement A de probabilité p au cours de n
expériences indépendantes.

Yn tend il vers p lorsque n tend vers 1'infini?
Si oui, quelle est la nature de cette convergence?

ds

exercice: rappel de la démonstration que I'espérance mathématique de Yn est p et

que son €cart type est qu‘

L'application du théoréme central limite produit les résultats suivants:

* La fréquence relative Yn tend vers p en probabilité quand n tend vers l'infini,

* La varniable aléatoire tend en loi vers la variable normale centrée

réduite lorsque n tend vers l'infini:

Y, - p .
jolej va2rm -

n

4. Applications a la statistique.

4.1. Premieres applications: Problémes de représentation:

Si nous considérons un ensemble parent et un échantillon extrait on peut
maintenant répondre au trois sortes de questions que nous nous sommes posées
relativement aux qualités en tant que RESUME ou en tant que modéle, soit de
I'échantillon soit de I'ensemble parent, suivant ce que I'on connait:
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i) Des questions sur la distribution des échantillons quand on connait ou qu'on
suppose connue la population parente: c'est I'objet de la théorie de l'échantillonnage.

ii) Des questions sur la population parente quand on en connait un €chantillon:
c'est l'objet de la théorie de l'estimation. questions de choix de la distribution
théorique et surtout choix des parametres

iii) Des questions sur la valeur comme représentant d'un échantillon par rapport a
un ensemble parent: c'est 'objet de la théorie des tests d'hypotheses: ajustements et
comparaisons de distributions.

4.2. Théorie de l'échantillonnage.

a). On appelle échantillon E_ de X, X étant une variable aléatoire définie sur un
champ de probabilité (q , A, P%, tout ensemble de n valeurs observées de X, sous
I'hypothése que ces observations ont été obtenues indépendamment les unes des
autres. En fait I'échantillon E_ est une des valeurs de la variable aléatoire l"Ii (Xi) ou

(X.) est une suite de variables aléatoires identiques a X.
a moyenne arithmétique observée X, de I'échantillon est alors une des valeuvrs
prise par la variables aléatoire T

OEN
X, = —-—-——z =
- 181

b). L'application des théorémes de convergence permet de conclure que:

1) La varniable aléatoire _)gn a pour espérance mathématique m et pour écart

19 s -
type % ,oum et ¢ sont la moyenne et I'écart type de X;

i1) La vanable aléatoire Xn tend en probabilité vers I'espérance
mathématique mquandn - o

iii)quand n — o« la variable aléatoire
X, - m

5l

tend en loi vers la loi normale centrée réduite.

c¢) Etude de la variable aléatoire:

Cette étude montre que I'espérance mathématique de S%est égale a:

E(82 ) == 1 .var(X)
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c'est a dire que

n
Démonstration:
1 < - 2
2 - | ib EoY —
$ = 13 [(x, - m) - (X - m)]

$ = L3 [(x - m)' - 2(% - m)(x, - m) + (X - m)]

¢ = L[S -mf 2R -mB(x - m)+ 3 (X - m) |
s? =£i(xi~m)2——2.n.(i—m) +%n(§—m)2

S? :%Z(Xi—m)z—(i—m)z

alors

B(s*) = L 3% ~m) ~ (%) = 02()- T

() =2 0% (%)

Par conséquent, si on appelle x et s* la moyenne et la variance de I'échantillon
observé

x est une bonne estimation de E(X), et

LU
(n - 1)'5 est une bonne estimation de ¢2(X)

4.3. L'estimation des paramétres par la méthode du maximum de vraisemblance.

11 s'agit finalement de confronter une certaine statistique (la distribution observée)
a une certaine loi (distribution théorique) dans laquelle figurent un certain nombre de
parametres: ay, 35,85, 3

Il est nécessaire pour cette confrontation de choisir les valeurs de ces parametres
qui détermineront le meilleur "modéle" obéissant a cette loi, pour rendre compte de
ces observations 1a. Les valeurs attribuées aux parametres devront donc étre
calculées en fonction de la statistique observée. On peut hésiter entre plusieurs
méthodes, I'une d'elles est la méthode du maximum de vraisemblance.

On suppose que En est un échantillon de taille n de la loi f(X, a,, a5, 8g,0s ai).

Les lois Xl’ X2, Rigay Xn étant indépendantes (et égales a X) ]1a probabilite d'un

événement de Xl’ XZJ, X3,..., Xn est égale au produit:

Cette expression est appelée la vraisemblance de 1'échantillon.
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On donne alors aux différents paramétres les valeurs qui rendent P maximum:
Elles sont obtenues en résolvant les équations aux dérivées partielles

oP

Sai

= 0

Exemples La loi binomiale. Modéle pour UNE expérience: La variable aléatoire
prend les valeurs de (0, N) avec la probabilité

Pap (X)=Cxp*(1-p)™*

Il faut trouver la valeur du paramétre p qui rend maximum la probabilité
P(N,p)(x) en utilisant les valeur obtenues au cours de n expériences (n et N
désignent des objets différents). Ces valeurs sont X1, X2,...,Xp €t on a donc

PoNp)®)  =c.pXITX2+..tXn (1-p)(N-X)(N-x2)...(N-xp)

log P(N,p)(x) =c¢'+ nx log p + n(N-x) log(1-p)

La dérivée partielle de log P(N,p)(x) par rapport a p est nulle ssi

g R
n
o

donc si
Np=x

La meilleure valeur que I'on peut choisir comme espérance mathématique pour le
modele est la moyenne arithmétique x des n valeurs mesurées.

De méme la meilleure estimation du paramétre a de la loi de Poisson - nous avons
démontré que c'était aussi son espérance mathématique - est la valeur moyenne
arithmétique x des valeurs mesurées.

5. La théorie des tests d'hypothéses

5.1. Ajustement de distributions:

a) Dire qu'un ensemble d'observations est un échantillon signifie qu'on pense
trouver un modele unique c'est a dire une distribution théorique déterminée par une
loi ET par les meilleures estimations des paramétres correspondant a cet échantillon
pour, ensuite, interpréter les observations comme des résultats de tirages répétés
suivant cette loi.

I reste a savoir si ce modele est bien choisi. En fait, plusieurs modéles différents
peuvent €tre ¢galement bien choisis et rien ne garantit qu'un autre modéle non
envisagé ne serait pas meilleur. Il faudra le plus souvent se contenter de déclarer
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quels modeles sont vraiment inacceptables, et choisir le plus simple ou le plus
satisfaisant (pour toutes sortes de raisons) parmi les mode¢les acceptables.

L'hypothese qu'il faut mettre a I'épreuve est la suivante: "le modele théorique
envisagé n'est pas trop différent de I'échantillon”, autrement dit "la distribution
théorique n'est pas assez différente de la distribution effectivement observée pour
qu'on décide de la rejeter comme modele”.

La décision d'accepter ou de rejeter le modele sera fondée sur I'ajustement de la
distribution observée sur la distribution théorique.

b) Il est possible de définir arbitrairement des distances entre distributions et de
convenir les bornes de rejet.

Par exemple: Une distribution observée discréte peut étre comparée a une
distribution modéle de la fagon suivante:

Chaque effectif E(xj) d'une valeur observée x; est comparé a I'effectif théorique
ET(x{) correspondant proposé par le modele. E(x;) est considéré comme une valeur
approchée de ET(x;), entachée d'une erreur.

La valeur absolue de I'erreur relative de E(y(x;) par rapport a ET(x;) est

~ IEQ(x{)-ET(x{)l
t= ET(x)

Il est naturel qu'une erreur soit d'autant plus importante qu'elle porte sur une
valeur théorique plus petite.

Cette erreur relative peut étre prise comme la contribution correspondant a la
valeur x; a une mesure de la distance entre les deux distributions. La maniére la plus
simple de conjuguer les contributions est d'en faire la somme.

On obtient alors l'indice de distance entre distributions suivant:

n

dvalabs(D(), DT) _ ; Eo(xé) EXI-E)T(XI. )}

¢) Dans le cas ou le modele est une distribution définie par une loi p, les valeurs
théoriques sont obtenues de la fagon suivante:

A chaque observation, la valeur x; a une probabilité P(x;) = p; d'étre obtenue. Au
cours de n observations la valeur x; est observée Ey(x;) fois, et cet effectif est une
variable aléatoire de moyenne n.p; De plus nous savons que lorsque n tend vers
Eq(xi)

n

I'infini tend vers p;.

La fréquence théorique correspondant a I'effectif E(x;) est donc np;.
La formule devient
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n

EO(Xi)_n'pil

- (Do’ DT) 3
i=1 np;

5.2. La théorie des erreurs de Gauss.

Il est préférable de placer le rejet dont il est question plus haut dans la perspective
d'un choix, d'une décision en situation aléatoire.

a) Considérons a nouveau que chaque effectif observé pour une valeur de la
variable est la mesure, entachée d'erreur, d'un effectif théorique.

AE = Eo(xi)— ET(xi) ouencore AE= Eo(xi)— np,

Il n'est pas déraisonnable de penser que ces erreurs suivent elles aussi une méme
loi. Laquelle?

Si on admet qu'une erreur est la résultante d'un grand nombre de petites erreurs
indépendantes et présentant la méme distribution, de moyenne et de variance finie,
les conditions du théoréme central limite sont réunies. Cette loi devrait donc étre une
loi normale: AE suit une loi normale.

AEZ est la distance de 'effectif observé a I'effectif théorique et suit une loi qui est

AEZ2
le carré de la loi normale. Il en est de méme pour ET(x) qui est la distance
1

pondérée correspondant a I'erreur relative.

b) En raisonnant comme ci dessus on peut représenter la distance entre la
distribution observée et la distribution théorique par la somme des contributions
correspondant a chaque valeur observée

on obtient:
dxi (Do’ DT) = i (EO(xi)— ET(Xi ))

- E (x. . "
1= T( *) c'est la somme des carrés des écarts

relatifs.

Il est raisonnable dans de nombreux cas de supposer que ces écarts sont
indépendants les uns des autres.

Cette variable aléatoire dy2(D,DT) est donc la somme de i1 variables aléatoires
normales indépendantes.

Dans le cas d'une distribution théorique correspondant a une loi p il vient
évidemment:

dxz(DO’DT) = i (E‘)(xi)—n.pi)2

1=1 npi

5.3. La distribution du }°, degré de liberté.

a) Il s'agit maintenant de savoir quelle loi suit cette variable aléatoire.
Remarquons qu'il s'agit d'une distribution des distances entre deux distributions.
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THEOREME (admis) :

Si X =Xi+X3+..+X,  oules X sont des variables normales indépendantes.
x2 suit une loi de Pearson (ou loi du x?) de parametre v-1.

b) La loi de Pearson de paramétre v est nous l'avons vu plus haut

PV(X)-———k—I—XE_].e5 x>0, veN, v>0

ou ky, est un parameétre de normalisation. Le paramétre v est appelé degré de

liberté du y2- €tnousavons établique Ex2(x))=v etque o(X2(x))=1 [2v
Sa moyenne est égale a v et sa variance a 2v.

c¢) Forme limite de la distribution du %2

THEOREME (admis)

Quand n, le nombre d'observations, tend vers l'infini, la distribution de la variable
aléatoire 2 tend vers la distribution de Pearson de degré de liberté v=r-1-s,sir
est le nombre de termes X2 de la somme, et si la distribution théorique de X
contient s parametres estimés.

d) La fonction de répartition de la loi du 2 est :

X
P(X2 <x )= JPr1.g(t)dt ob Pp_g(t) est la densité de la loi de Pearson de
e o]

degré de liberté r-1-s.

¢) La fonction de répartition de la loi du ,2 permet de calculer la probabilité de
trouver X2 dans un intervalle déterminé et en particulier de trouver une valeur

2
supérieure a une valeur seuil donnée Xs
o0

2
P(x2> %) = fPrqg(t)dt
2

Cette probabilite est présentée sous forme de tableau a la fin de ce chapitre.

f) 11 est intéressant de remarquer que cette distribution ne dépend ni de la loi p
que suivent les observations de chaque x;, ni par conséquent de la loi que suivent les
effectifs EQ(x;), ni de ces effectifs eux mémes;

5.4. Test d'ajustement de la distribution observée a la distribution théorique.

Test du ;{2

a) Grace a la connaissance de la distribution du %2 il est maintenant possible de
comparer une distribution théorique et une distribution observée, donc d'apprécier la

qualité du modele théorique: o
Si la distance observée entre les deux distributions est étonnamment grande (ou

€tonnamment petite), c'est a dire si la probabilité de voir cette distance (obtenue)
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apparaitre par hasard - dans les conditions de I'hypothése associée au modele - est
trop faible, il conviendra de rejeter cette hypothese.

Dans le cas contraire on ne peut pas rejeter le modéle. On peut méme l'accepter
(s'il présente un certain intérét théorique ou pratique par exemple) mais il n'y a
aucune obligation de le faire.

b) Conditions d'utilisation.

i) Valeur théorique minimum. Si l'effectif théorique est inférieur a 5 il n'est
pas possible de conclure raisonnablement le test car les valeurs deviennent grandes
sans qu'il y ait rareté des écarts. Il est alors nécessaire de regrouper des valeurs pour
obtenir des effectifs théoriques suffisants.

ii) Degré de liberté maximum: convergence de la loi du xz vers la
distribution normale lorsque v tend vers l'infini.

Lorsque le degré de liberté est supérieur a 30 la distribution de Pearson se
confond avec la distribution normale de méme moyenne et de méme écart type.

iii) Les valeurs des variables dont on examine l'effectif ne sont pas
obligatoirement des nombres ni méme des rangs: La vanable sur laquelle les
effectifs sont distribués peut étre nominale (simples caracteres), ordonnée, ou
numérique.

c) Le choix d'une conclusion doit étre pris en fonction des risques d'erreurs
attachés aux deux décisions de l'alternative:

- rejeter un bon modéle a cause de I'éloignement accidentel de 1'échantillon,

- ne pas rejeter un modele faux a cause d'une ressemblance trompeuse de
I'échantillon avec le modéle envisageé.

Le test d'hypothése peut lui méme &tre soumis a une étude probabiliste: la théorie
de la décision, (en particulier du point de vue bayesien) dont nous ne parlerons pas
ici.

d) Méthode et exemple.

Nous avons maintenant les éléments théoriques qui permettent d'utiliser le test du
x2 comme nous l'avions exposé dans le chapitre précédent.

Exemple:

Mais nous avons de plus la possibilit¢ de fabrniquer toutes sortes de modeles
fondés sur la réitération de processus probabilistes et ainsi d'établir des liens
raisonnables entre une statistique et les conditions d'une expérnience isolée.

I est souvent commode de remplacer une distribution observée par un modéle
mathématique assez voisin mais qui ne comprend que trés peu de parametres, méme
si ce modele est faux. Cet usage peut rendre beaucoup plus simple la description des
résultats ou la prévision de certaines de leur conséquences. Il ne faut pas tout de
méme oublier qu'il ne s'agit 1a que de moyens de simuler les résultats: la structure du
modeéle peut n'avoir aucun rapport avec la réalit¢ comme nous l'avons déja fait
remarquer.
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6. Comparaisons de moyennes et de pourcentages.

6.1. Comparaisons de pourcentages.

a) Intervalle de confiance d'une probabilité (ou d'un pourcentage)

o)Considérons une collection de n individus dont k possedent un caractere A, les
. k . y
autres ne le possédant pas. Soit f = 0 la fréquence du caractere A dans cette

collection (le pourcentage des A dans la collection est 100f ).

Si nous décidons de considérer cette collection comme un échantillon EXTRAIT AU
HASARD d'une population parente (infinie), cette population comprenant une
proportion p (un pourcentage 100p) d'individus présentant le caractére A, nous
choisissons en fait une certaine famille de modéles et nous devons accepter la
conséquence suivante:

Le nombre k d'individus présentant le caractere A dans le modele de la collection
est une valeur d'une variable aléatoire Sy binomiale: (E(p,n'). Notre collection est

une de celles que I'on aurait pu obtenir en faisant n tirages dans cette population.
Evidemment n' = n mais le choix de p est plus délicat.

B) E(Sp) =np et o(Sp) = \/npq

. . 1
La valeur f est une valeur d'une variable aléatoire Y, = 5 S; de moyenne p de

S
variance 02(§nn) — ;12 02(Sn) et donc d'écart type 0(‘;1) = A@ = \/%1 (comme

établi en 3.4)

- La méthode du maximum de vraisemblance propose pour p: la valeur f .

Cela veut-il dire qu'on ne peut pas accepter une valeur p' voisine de p? Quelles
seraient les valeurs de p qui seraient acceptables, c'est a dire qui ne rendraient pas
trop invraisemblable notre effectif de k sujets A?

¥) Supposons la valeur p fixée.

Fixons alors un seuil de risque €, c'est la probabilité¢ de trouver une valeur de f
tellement éloignée de p que nous devrions rejeter I'hypothése que f est un échantillon
honnéte de notre modéle.

p(lp-fl > ho) = ¢ (la distance de f a p s'exprime ici en nombre de fois
I'écart type)

Autrement dit on n'accepterait pour f que les valeurs comprises entre
p-ho et p+ho

Ce seuil fixé permet de trouver les valeurs seuils de f:

finf=p-ho et fgup= ptho

8) Nous accepterons l'idée qu'une valeur de p qui conduirait a rejeter la valeur f
que nous savons exacte, est une valeur a rejeter. Par conséquent

p est compris entre f-ho et f+ho

- et nous admettrons aussi que

o [£.(1-
g= \/T? n'est pas tres éloigné de o = Ln—f)
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- La valeur h peut étre obtenue par la fonction de répartition de la loi binomiale
mais il est plus rapide si n est assez grand (>30) de lui substituer la loi normale dont
elle se rapproche rapidement

Alors sie = 0,05 (5%) alors h=1,96 sig=0,01 (0,01%) alorsh=2,576

€) En conclusion:

o f(1-
f(l f) < p £ f+h ( f)
n n

f—-h

Remarquons que le seuil est indiqué sous I'hypothése que le modele est bien celui
qui a été précisé: (5(n;f). Sous cette hypothese le seuil € indique une probabilité de

se tromper et 1- € celle de ne pas se tromper.
Cet intervalle est appelé INTERVALLE DE CONFIANCE DE LA PROBABILITE P du
caractere A.

Exemple: On a prélevé au hasard dans une population de lapins 100 individus,
parmi lesquels 20 ont été trouvés porteurs de la myxomatose. Que peut on dire sur le
pourcentage des lapins porteurs de la myxomatose dans la population .

b) Comparaison d'une fréquence observée et d'une fréquence théorique.

o) Il suffit de déterminer l'intervalle de confiance correspondant a la valeur
théorique (on évite ainsi les approximations) au risque considéré et d'observer si la
fréquence lui appartient.

Exemple. Sur 490 000 enfants 250 000 gargons. Ce résultat est il compatible avec
I'hypothése selon laquelle le nombre de gargons est égal au nombre de filles?

Si ce n'est pas le cas I'hypothése est rejetée:

- ou bien le tirage ne s'est pas fait au hasard

- ou bien la valeur théorique est inexacte

- ou bien on a eu un tirage rare (de fréquence inférieure au seuil de risque)

B) 11 est possible de comparer les deux distributions avec le test du 2 mais il faut
ramener la population parente a l'effectif n de I'échantillon. Le test perd en

sensibilité.
c¢) Comparaison de deux échantillons. Test d'homogénéité.

o) Soient deux échantillons d'effectifs ny et ny dans lesquels les fréquences du
caractére A sont respectivement f] et f3. peut on trouver un méme modele pour ces
deux échantillons, autrement dit peut on les considérer comme extraits d'une méme
population parente.

La méthode la plus simple théoriquement consiste naturellement a4 examiner
I'intersection des intervalles de confiances.

Il existe toutefois un moyen plus rapide: il consiste a déterminer dans quelle
mesure la différence entre les deux proportions est étonnamment grande. Et pour
cela d'établir a 'avance la distribution de cette différence f] - 7 .
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) Si les deux échantillons sont extraits du méme ensemble parent ou le caractere
A est présenté par une proportion p de la population, la distribution des fréquences
est respectivement

une loi1 binomiale LEJ(p; nj) et une loi binomiale Lf(p; n)), ou si les effectifs sont

assez grands deux lois normales: T};( P; 01§= \/?Pﬁll.) et 71( P; 64 ="\ / g—;)

la variable d = f] - fp est la différence de deux variables normales indépendantes.
Elle ob€it donc & une loi normale de moyenne p - p = 0 et de variance égale a la
SOMME des variances

1
(6d)? =(c1)? +(52)?2=pq .

Si les deux échantillons sont extraits d'un méme ensemble parent la différence
réduite est

et t suit la loi normale centrée réduite.

v) Il reste a estimer p

Le nombre total d'observations est n] + np et dans cet échantillon supposée
extrait de I'ensemble parent on observe nj.f] + n).fy éléments présentant le caractere
A. La meilleure estimation de p est donc
n f1 +np.fH

np +np

d) Le test consiste a calculer t puis & le comparer aux valeurs seuils
correspondant au risque choisi € : Avec la loi normale centrée réduite, déterminer h
tel que:

p:

5 2
——| e 2ds=¢
v2rm 'L‘ si €= 0,05 alors h=1,96

Si |t| est supérieur & h, I'hypothése nulle doit étre rejetée.

€) Remarquons qu'il est possible de comparer les deux distributions avec le test
du xz, mais le test est dissymétrique: laquelle des deux est prise comme valeur
theorique?

6.2. comparaisons de distributions sur des variables numériques.

Deux distributions peuvent étre comparées de fagon plus rapide qu'avec la
méthode du X2 si la variable sur laquelle se distribuent les effectifs est NUMERIQUE et
si cette distribution est NORMALE. Ces comparaisons dépendent de la taille des
¢chantillons.

Le principe est le méme que ci dessus
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Soit une suite de n nombres x;,de moyenne x et d'écart type s que l'on considére
comme un echantillon extrait d'un ensemble parent et soit X la variable aléatoire
d'espérance mathématique m et d'écart type 6 que l'on envisage comme modéle.
Chaque x; peut étre considéré comme le résultat d'une expérience indépendante de
loi X égale a X. x est une valeur de la variable aléatoire X.

Nous avons montré que:

“E(X)=m c@)=%

- par estimation suivant la méthode du maximum de vraisemblance les valeurs il
convient d'attribuer:
a m lavaleur x

n
X 1 1
eta o2 la valeur —Z (Xi—&)2 me gl
n-1 =1 n-1
a) Intervalle de confiance de la moyenne d'une variable numérique.
Apres avoir déterminé h par :
2

V2@
et estimé I'écart type o comme ci dessus,

il vient:

SZ

J': e 2ds=¢

o (o}
x—h —

— < m £ x+h
R R

b) comparaison d'un échantillon a une population normalement distribuée.
La méthode est la méme que ci dessus.

¢) comparaison de deux "grands" échantillons normalement distribués

o) ler échantillon: taille n| moyenne observée X1;
population parente: moyenne mj,
€cart-type o estimé par:

Z:l (Xil - i1)

n, —1

o, =

~ 01?2
Alors x1 a pour modele la loi normale X de moyenne m| et de variance n|

B) 2¢me échantillon: taille ny, moyenne X2.
population parente: moyenne my
€cart-type ) estimé par:
Z : (X|2 - i:z)

— i=2
o, = 1
n, —




022

Alors x5a pour modele la loi normale X7 de moyenne m) et de variance ny
y) hypothése nulle: mj=m) =m et 61=062=06

Dans ces conditions la différence entre les moyennes d = x1- x7 a pour modele la

variable aléatoire D = X1- X7 elle aussi normale de moyenne nulle et de variance la

somme des variances ci dessus.

La variable centrée réduite

X, —X,
t=
o 0
M M et donc la variable normale [(O;1)

Il convient alors de comparer |t| avec h comme ci dessus.
Remarque: Il convient de s'assurer que I'hypothése que les échantillons comparés
sont normalement distribués n'est pas contredite par un test de normalité.

d) Comparaison de "petits" échantillons.

Pour éprouver I'homogénéité de deux échantillons d'effectifs inférieurs a 30 on
utilise la propriété suivante: la valeur t:

t= X, —X,
1 1
S, [—+—
W, Ty dans laquelle:
m s n, 5
Z(Xll—xl) +Z(sz xz)
SZ — _i=l i=1
n,+n,—2 suit une loi de Student Fisher au

degré de liberté v=nj +np - 2
On peut alors comparer cette valeur avec la valeur seuil tg que donne la table et
telle que p(|T| > tg) = ¢ '

Si [t| > tg I'nypothese nulle est rejetée.

La distribution de Student Fisher a été présentée plus haut et sa table (dite du t)
est donnée en annexe.
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Suggestions d' Exercices

1) Recherche d'un modéle stochastique pour les indices d'implication de Gras Lerman
2) Etude de divers modéles stochastiques pour divers phénoménes: Loi de l'alternative, loi
binomiale, loi de poisson, loi géométrique, loi normale, etc. Classées par type et par usage.

3) Situation probléme:

Un fabricant de maillots de bain veut vendre sa production. Tahiti lui parait offrir un marché
favorable. Il produit une systéme de 5 tailles et connait la distribution d'une population européenne
sur ces tailles par I'examen de ses ventes. Il envoie un assortiment conforme a cette distribution.

Son client se plaint d'un taux énorme d'invendus du a l'inadaptation des tailles. Le commergant
vérifie que la moyenne des tailles des tahitiennes ne differe pas sensiblement de celles des
européennes.

Que se passe-t-il? Peut il ajuster sa production? Quels renseignements doit il demander pour cela?

Il se résigne a faire une enquéte statistique et se procure a prix d'or I'écart type des tahitiennes:
alors que celui des européennes est

11 apprend alors que les plages tahitiennes sont fréquentées par des baigneurs de morphologie assez
différentes: des eurasiens charmants mais plutdt petits et des polynésiens non moins charmants mais
beaucoup plus grands. Que doit il faire.?

Il paye alors un enquéteur chargé d'effectuer, sur le. plages méme, des mensurations exactes sur
un échantillon (nice job). Quelle taille I'échantillon? Comment la fixer suivant le prix de chaque
opération de mensuration qui sont, on le sait fort minutieuses et longues spécialement a Tahiti?

Le fabricant fixe ce nombre a 50 et regoit une distribution précise dont la moyenne et I'écart type
sont exactement égales a celles d'un population européenne! Est-ce possible?

Voici cette distribution:

Le fabricant soupgonne l'enquéteur de n'avoir pas correctement choisi (c'est a dire au hasard) ses
sujets. Pourra-t-il en convaincre des juges s'il lui fait un proces?

Aux derniéres nouvelles en désespoir de cause le fabricant est parti lui méme faire les
mensurations sur place a Tahiti. A-t-il raison?

Quelle somme aurait il pu donner a un statisticien pour mener cette affaire a sa place?

4) Probleme
On considére un champ de probabilité (W,A, P) , u événement A de probabilité p(A) = p. On
effectue successivement un grand nombre d'expériences indépendantes et l'on désigne par Y, la
fréquence relative de réalisations de A au cours de n expériences. ‘
1. Calculer la probabilité pour que Y, différe de p de moins de e (réel positif)
* On fait 10 000 parties de pile ou face, combien a-t-on de chances de trouver un
nombre de piles compris entre 4500 et 5100.
2. Combien faut-il faire d'expériences pour que l'on puisse affirmer, au seuil de confiance de
95% que la fréquence Y, approche p a moins de e, donné.
* Combien faut il faire de parties de pile ou face pour que la fréquence des piles différe
de p=0,5 de moins de 0,02 avec une probabilité de se tromper inférieure a 1% , (si la piéce est équilibrée).
3. Calculer l'intervalle de confiance de la fréquence relative Y, de réalisations de A en
fonction de n au seuil de 1%.
* Quel est, au seuil de 0,95, l'intervalle dans lequel se trouve le nombre de pile obtenu
au cours de 2500 tirages.

5. Probleme.

Dans une certaine famille de fleurs, les fleurs rouges sont 7 fois plus nombreuses que les fleurs
jaunes. On cueille au hasard 800 fleurs de cette famille, quelle est la probabilité d'avoir plus de 120 fleurs
jaunes.
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Partie C

TROISIEME STRATEGIE:
ORDONNER LES MODELES SUCCESSIFS RETENUS
SEPARER LE HASARD
DE LA NECESSITE

Chapitre 5. 1'analyse de la variance

1. Le probléme:

1.1. En présence d'un ensemble de données ce qui précede a montré la possibilité
d'envisager autant de lois mathématiques qu'on veut, autant de modéles
stochastiques qu'on peut en imaginer et plusieurs méthodes pour €prouver la valeur
de ces lois comme modeles pour ces données, en retenir certaines et en rejeter
d'autres.

Mais il est maintenant nécessaire d'établir une stratégie d'ensemble pour choisir les
modeles qui seront examinés successivement. Autant le faire par ordre décroissant
d'importance ou d'intérét, en économisant du travail d'analyse et en maximisant
I'information contenue dans les résumés.

1.2. Pour cela il sera utile de choisir les modéles par familles permettant d'augmenter
progressivement la précision:

a) Par exemple lorsque I'explication de toutes les données prises ensemble échoue
(on ne leur trouve aucun mode¢le satisfaisant) il faut envisager de les répartir en deux
classes (ou plus) de fagon a les expliquer séparément. Ce processus de discrimination
pouvant étre réitéré, il est possible apreés une premiére partition, si elle convient,
d'essayer une partition plus fine et ainsi de suite suivant une structure hiérarchique.
b) Ou bien encore, il s'agit d'expliquer une fonction, ce qui consiste d'abord a
chercher la meilleure fonction constante, puis la meilleure fonction linéaire, puis, la
meilleure fonction quadratique, etc, chacune étant chargée d'expliquer ce que les
précédentes auront laissé au hasard.

1.3. Pour déterminer a chaque étape si le modele examiné mérite d'étre retenu, il
serait donc utile de posséder un test qui rende compte de la valeur RELATIVE de
chacune de ces étapes: ce sera le test de Fisher.

En fait, la meilleure stratégie sera celle qui a chaque étape apportera le plus
d"information"” sur les données a décrire. Elle demanderait de préciser une théorie
de I'information qui sera examinée plus loin.




2. Premiére approche de la troisieme stratégie.

2.1. Nous avons introduit dans les chapitres précédents quelques moyens d'organiser
une telle stratégie d'ensemble:

Parmi une famille de modéles, le meilleur est celui dont la distance résiduelle est la
plus petite. Le modéle sera jugé acceptable si cette distance résiduelle est assez
petite au regard de sa distribution suivant une certaine loi probabiliste. Nous avons
généralisé cette différence entre nécessité et hasard en distingant:

a) D'une part les modéles du premier type qui représentent les données sous "une
forme mathématique qui en permet une interprétation rationnelle déterministe en
termes de causes et de conséquences. Leur étude n'est plus une question de
statistique.

b) D'autre part les modéles du deuxiéme type dits stochastiques, ou al€atoires, qui
prennent en charge sous forme de lois du hasard l'explication des distances
résiduelles des modéles du premier type aux données contingentes.

2.2. L'ambition des statistiques est d'expliquer entierement les données par la
conjonction de ces deux méthodes: Tout ce qui n'est pas expliqué par le mod¢le du
premier type doit I'étre par un du second.

L'analyse en termes de modeéles du premier type ne doit donc s'arréter que lorsque le
résidu obéit a une loi stochastique plausible.

2.3. Exemples et remarques.

L'exemple le plus simple est sans doute la théorie de erreurs de Gauss. Une série de
mesures d'une grandeur, méme constante, produit souvent des valeurs qui ne sont pas
égales entre elles. Il faut donc retrouver une valeur unique a travers ces fluctuations.
La théorie accepte 1'idée que ces fluctuations autour de la moyenne de la série
doivent obéir a une loi normale, et que cette moyenne elle méme peut différer
systématiquement de la "vraie" valeur pour des raisons diverses mais déterministes
(elle peut étre corrigée ou réduite par une valeur constante).

Remarque: Le probléme célébre du "boulanger” (voir exercice) s'appuie sur cette
théorie. Le mathématicien aprés avoir constaté que les poids des petits pains que lui
livre son boulanger sont normalement distribués, mais de moyenne significativement
inférieure au poids annoncé en fait la remarque au commergant. A partir de ce jour il
obtient des petits pains d'un poids moyen nettement supérieur au poids annonc€.
Pourtant il conclut que le commergant triche toujours. Pourquoi? Comment?

2.4. 1l s'agit donc maintenant d'examiner les fluctuations des valeurs autour de la
moyenne, ou plus généralement autour du modéle et la loi qui peut leur étre
attribuée: donc d'analyser la varnance.

La troisiéme stratégie consiste a décomposer la variance en:
- variance expliquée par le modele déterministe et

- en variance résiduelle expliquée par le hasard ensuite a
- comparer les proportions de l'une et de l'autre.
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Ce chapitre présente l'application de ce principe aux deux cas proposés ci dessus en
1:

- I'étude des partitions (analyse & une dimension, puis a deux)

- I'étude des régressions polynomiales.

3. Analyse de la variance d'une partition. Recherche de I'influence d'un facteur.
(Analyse a une dimension).

Considérons un ensemble de n observations numériques recueillies dans des
conditions "semblables". Chaque observation est par exemple X; le poids des
particules arrachées au linge par une machine a laver i pendant un temps donné. Soit
E l'ensemble des machines a laver

3.1. Premiére étape. Les données forment elles un lot unique?
a) Soit m_, la moyenne des observations.
Considérons la somme des écarts quadratiques:

2
Spem = ZieE(Xi - mx) = (EieE Xiz) - mi

. 2 5 s
soit Vo = Y, Xi; lavariation totale:
Elle se décompose donc en deux termes:

VY = m 4+ 8

t x total
le premier représente V _, la variation expliquée par I'hypothése: "les poids x; sont les
mesures d'un méme poids m_ "
le second représente Vr’ la variation résiduelle de cette hypothése.

V.=V +V
t € r

b) La proportion de la variation expliquée par I'hypothese serait Ve /'Vy mais on peut
aussi regarder
R= Ve / Vr comme une mesure de la "qualité" de I'explication.

D'aprés la nouvelle stratégie il faut alors regarder si les écarts quadratiques suivent
une distribution normale.

Si ce n'est pas le cas ou si V_ parait trop élevée la conclusion s'impose: les machines
ne constituent pas un lot homogéne, et il est nécessaire d'envisager une autre
hypothese:

3.2. Deuxiéme Etape. partition des données en trois groupes? Analyse des variations.

a) Par exemple "les données concernent trois types de machines: a, b, et c. et les
résultats different suivant ce facteur”. Le facteur (ou variable) M, type de machine,
peut prendre trois valeurs. Soient A, B, C, les ensembles de machines de chaque
type.

Les moyennes des données relatives a chaque groupe de données sont
respectivement m A MB, M- (moyennes intra groupes) et les écarts quadratiques
autour de ces moyennes (ecarts intragroupes) sont
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2 2
S, = Zj€A<Xj—mA) . Sp = zkeg(xk_ms)
2
By = zlEC (Xl B mC)
La somme de ces €carts représente le résidu abandonné au hasard par la nouvelle
hypothese: S
b) La part Sgp de la variation expliquée par le facteur M est la différence entre

I'écart total S etS
t t:%l RM
Calculons 1 en aisant apparaitre SR M dans Sigtal:

2
Senrar = ziég (Xi - mx)

:zjeA(xj 7 M y +ZkeB(xk — My ) +Z]ec(x1 '_mc)z

Pour chacune des sommes on effectue la décomposition montrée ci apres, sur la
premiere (somme sur les éléments de A).

:ZjeA (xj'mA+mA-mx)2

= Ziex [0 m e,y - m, P4 2055 - m (A - )]

) ZjeA (Xj "Wy I ziEA (my -m, )+ 2ZjeA (xj -m,)(m, -m )
= ZjeA (XJ i mA)2+ ZJ'eA (mA - mx)2

car 2zjeA (XJ = mA)(mA - mX) = 2(mA - I‘nx)Z‘jeA (}(J N mA)
= z(mA - mx) (Zje,\ xj - nA'mA) =D

or (ZjeA xj - nA'mA) =
n, est le nombre de données de la classe A.
On obtient donc enfin:

Z]GA (m

Stotal = zjeA (xj - mA)Z + A" mx)z

+ ZkeB (Xk = mB)2 + ZREB (mB - mx)2

& z‘leC (x; - mC)2 o Zle(i (mC - mx)2 on a par conséquent:
Stotal ~ SeM SEM

La partie des écarts quadratiques expliquée par I'hypothése M est donc treés
intelligible. Calculons la.

SEM - ZJeA (mA - mx)z + ZkeB (mB - mx)z + Z‘GC (mC - mX)2

=np(my - mx)zJr ng(mg - mx)2+ nC(mC ki mx)2
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=nAmA2+nAmx2-2nA.mAmx

=n Z+ ?-2npmpm
B™B, T "B, " 2 "B B
m_%-2n,.m,-m
Cx C7Cx
= Lui am z ; .m.
ieABC M. n.m, 2mx( ieA.B.C nlml)

2

— : 2
= Z m.? -nm
SEM ieABC MM, X

car = (4icABC nimi)—n.mx

I suffirait donc d'étudier le rapport SE /S entre la variation expliquée et la
variation résiduelle, et d'examiner si les Msmwtions des résidus sont normalement
distribuées.

Hélas ce rapport dépend du nombre des observations qui composent les groupes et il
faudrait faire chaque fois des calculs complexes ou utiliser des abaques
considérables pour conclure.

Si on veut considérer que chaque élément du modéle devra suivre une loi normale
indépendamment des autres éléments, le rapport des variances suivra une loi de
Student-FISHER-Snédécor dont le parametre est fixé par le nombre des termes de la
somme.

3.3. Deuxieme étape: Analyse de la variance, degré de liberte.

En fait nous avons vu que la distance euclidienne relative est plus interéssante (car
elle permet des raisonnements indépendants du nombre d'observations ou de classes)
et qu'il vaut donc mieux analyser la variance (les écarts quadratiques moyens) plutot
que la vanation et les écarts quadratiques). D'autre part la variance qu'il faut
considérer dans le modele est celle que l'on attribue a la population parente des
¢chantillons et non celle des échantillons eux mémes. Elle se calcule comme indiqué
dans le paragraphe sur la théorie des échantillons:

somme des écarts quadratiques

Variance =
degré de liberté de la variance

Rappelons que le degré de liberté v d'un modele, est défini comme parameétre de la
loi de Pearson. C'est le nombre des variables normales centrées réduites Xi telles que
X=Z X

Intuitivement et plus généralement, c'est en fait le nombre des valeurs qu'il reste a
choisir, outre celles fixées dans le modele, pour déterminer I'ensemble des données
fournies par la contingence.
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Dans le cas de la variance totale estimée, le modele ne retient que n valeurs de
moyenne m_. Le total des valeurs est donc fixé: n.m_ et dés lors pour déterminer un
ensemble de données conforme a ce modeéle il suffit cfe choisir n - 1 valeurs, donc

vy =n- 1

Le modéle de la variance résiduelle retient r = 3 classes, déterminées chacune par
son effectif n, et sa moyenne m..

v=(nA-l)+(nB-l)+(nC-1)=n-3

et plus généralement pour une partition en r classes:

Vp =D-T
Le modéle de la variance expliquée retient trois nombres: les écarts des moyennes
des 3 classes a 1a moyenne générale

v Stotal v RM SEM
T . R E
n-1 n-r r-1
On démontre enfin que:
Stotal_ RM. SEM
n-1 n-r r-1

c'est a dire que VT = VR + VE

Ce résultat justifie l'expression de "décomposition de la variance suivant les
facteurs" pour désigner la méthode

3.4. Test de Fisher. Loi de Snédécor.

a) L'hypothése nulle qu'il s'agit de tester est la suivante: la classification n'explique
rien, il y a autant de hasard dans ce modele que dans les données initiales. Autrement

dit la variance résiduelle aprés classification est du méme ordre que la variance
originelle, compte tenu des changements d'effectifs sur lesquels elles sont calculées.
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Plus précisément, VT et VR sont des estimations indépendantes de la méme
variance:

H0 : VT = VR ou encore VE =0

b) Dans ces conditions le rapport

E (n-1).Spp

R (r- 1).SRM

suit une loi de Snédécor a [(r-1) ; (n-r)] degrés de liberté: r-1 pour le numérateur, n-r
pour le dénominateur.

Si la valeur observée dépasse le seuil déterminé par les 5 % ou les 1% des valeurs
supérieures, I'hypothése nulle pourra étre rejetée. La classification avancée absorbe
effectivement une part de l'inertie (de la variance du systéme: le facteur étudié (ici le
type de machine) a bien une influence sur la variable étudiée.

Dans le cas contraire, le modéle est rejeté, et il est possible de réitérer le processus
dans les deux cas.

Notons que le test F peut étre utilisé sans grande erreur lorsque la normalité des
distributions des variables observées n'est pas établie.

4. Analyse de la variance d'une partition. Etude de I'influence de deux facteurs.

Applications aux comparaisons d'échantillons.

4.1. Analyse de la variance en dimension deux ou plus.

Il est possible aussi d'envisager directement une partition selon un ensemble produit
de variables au lieu de partitions successives.

Dans I'exemple ci dessus on envisage d'examiner en méme temps le facteur Type de
machine (M) pouvant prendre m valeurs et le facteur type de programme (P) pouvant
prendre p valeurs. Etant entendu que chaque type présente les mémes programmes,
les données sont donc regroupées dans un tableau comprenant m. p cases.

L'analyse suit le méme processus théorique. La variance totale est décomposée
suivant les différents facteurs:

VT =VM + VP + VR

S'il y a plusieurs observations dans chaque case ou qu'elles correspondent ou non a
un troisieme facteur, alors il est possible d'analyser aussi l'interaction des facteurs

Vo=V +VP+VI+VMP+V +V,,+V

T M MI PI R

Le calcul des différents rapports permet de tester les hypothéses correspondant a
l'influence des différents facteurs.
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4.2. Plans d'expérience

Nous avons vu que la méthode est utilisable dans le cas ou les facteurs explicatifs ne
sont pas envisagés a l'avance. Lorsque les partitions font apparaitre des classes trop
déséquilibrées le test perd rapidement de son efficacité et (par redondance) de sa
capacité informative. Pour augmenter au maximum le rendement d'une expérience
lorsque les données sont colteuses a recueillir il est indispensable d'envisager a
I'avance les facteurs intéressants, de considérer tous les cas engendrés par le produit
des facteurs et de fixer un nombre d'observations égal pour chaque case.

Le modéle mathématique d'analyse, les facteurs explicatifs et le plan correspondant
de recueil des données constitue le plan d'expérience.

Lorsque le nombre des facteurs fixés a l'avance augmente le nombre de cases (dits
blocs casualisés) augmente rapidement. Il est possible de diminuer le nombre
d'expériences sans trop altérer l'efficacité de la méthode en répartissant
convenablement les absence d'observations entre les cases restantes, selon par
exemple la méthode dite des plans en carré latins. Au "méme prix" cette méthode
permet le controle d'un plus grand nopmbre de variables, donc un gain de précision
et de fiabilité.

Les facteurs caractérisant un phénomeéne sont représentés par des variables. La
variable observée est parfois nommée "variable liée", alors que les facteurs
explicatifs seront représentés par des variables "libres". Cependant la nécessité de
planifier et de déterminer les valeurs des variables explicatives les fera nommer
souvent "variables de contrdle de la variable observée".

Dans un plan d'expérience certaines variables de controle doivent prendre certaines
valeurs différentes prévues a I'avance afin de déterminer si ces variables agissent: ce
sont les variables de controle étudiées. D'autres, qui ne sont pas étudiées doivent au
contraire maintenues invariables dans toutes les modalités de l'expérience: ce sont
les variables de contréle fixes (ou constantes).

4.3. Comparaisons de deux caractéristiques:

a) Comparaison de proportions (deux, plusieurs, suivant la taille des échantillons.

b) Comparaison de deux échantillons normalement distribués: comparaisons des
variances. comparaison des moyennes.

c¢) Comparaison de deux échantillons quelconques.

d) Comparaison d'échantillons appariés.

Exercice. Tous les matins un enseignant fait 50 tirages avec remise a l'aide d'une
meéme urne. Les €éléves savent qu'elle contient 5 boules, rouges ou blanches, mais
ignorent le nombre de boules de chaque catégorie. La recherche de ce nombre est
I'objet d'une réflexion quotidienne.

Au bout de 10 jours leurs observations sont les suivantes. Analysez , tirez des
conclusions.

Le modele des épreuves répétées parait comme devant s'imposer puisqu'il semble
que personne ne modifie la composition de 'urne.

(En réalité le professeur change la composition de l'urne un des jours, que se passe-t-
il s'il alterne deux urnes identiques de compositions différents)
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Chapitre 6 La régression polynomiale.

L'analyse hiérarchique et discriminante.

1. Regression Fonctionnelle.

Nous allons appliquer les méme trois stratégies de choix progressif d'un modéle de
plus en plus sophistiqué dans un autre exemple: celui de la régression fonctionnelle
et polyndmiale.

1.1. Calcul de la variation expliquée par une fonction

Dans un premier temps nous supposerons qu'elle est une fonction réelle réelle d'une
variable réelle.
(Les principes ci dessous s'étendent aux fonctions vectorielles).

a) Les données sont envisagées comme un ensemble de couples (xl,y) ouiel,
(nous n'examinons ici que le cas I fini) X est la variable libre, ou expllcatxve et Y
la variable liée, supposée explicable par la variable X. (régression de Y en X).
Le modéle proposé est une fonction y = f{(x). Pour chaque valeur de x elle propose
une valeur calculée pour y f(x). f(x) peut étre appelée "estimation de y 4 l'aide de
et de x". Elle peut avoir été choisie a priori pour des raisons théoriques, ou parmi
une famille de fonctions, suivant la premiére stratégie.
Pour chaque couple:
X.,y;) = (. f(x)) + (0, y.- fix.))

Cﬁaque couple (xl,y ) est donc décomposé€ en une somme de deux termes:

- l'un (x f(x. )) représente l'explication, la nécessité,

- l'autre represente une erreur dans la mesure de cette valeur, l'effet du
hasard et elle doit donc satisfaire une distribution aléatoire: la distribution normale
si on admet qu'elle est I'effet d'un grand nombre de causes indépendantes.

Remarquons qu'on aurait pu considérer aussi Y comme la variable libre et X
comme sa fonction et chercher une fonction g(Y). (régression de X en Y)

La distance du couple (x X5Y; ) a la fonction est apprécié orthogonalement a l'un des
axes et non pas dans le plan Dans le cas d'une fonction affine, il faut donc
distinguer cette étude de celle ou on approche les points du plan avec une droite, la
distance d'un point a cette droite étant la distance euclidienne ordinaire.




b) La variation totale de la variable Y est X yiz. Elle se décompose d'abord suivant
I'approche par my en:

Zyi2 = n.m_2 + Ei (y;-m_)
variation = variatexpliquée +  variat. réSiduelle
totale par la moyenne

La variation résiduelle (de I'étape précédente devient variation totale de la suivante
et se décompose a son tour en somme de trois termes

= Z(y; - )P + Zfxp)- m )+ 2.2y, - fx)-(Bx) -my) - (1)

D'ou la décomposition de la variance (en divisant par n tous les termes)
Si la fonction f est telle que le troisieme terme soit nul la variance est décomposée:

1
- en variance expliquée parf Vg = H‘Ei(f(xi) - my)2

1
- et en variance résiduelle: VR = H‘Zi(yi - f(x)))

Vo=Vt ¥

T E R

c) Si les écarts Iyi —-f(x; )l sont indépendants et distribués normalement alors leurs
carrés doivent suivre une loi de chi”.

d) Tl'art de la régression fonctionnelle consistera donc a trouver des suites de
fonctions orthogonales i.e. qui annuleront le troisiéme terme de la décomposition
de la variance résiduelle du rang précédent.

e) Pour apprécier la qualité de la décomposition on peut considérer le F de
Snédecor dont on connait la loi parente, mais aussi r° le coefficient de signification:

_VE a Zi(f(xi) - my)’
VT Zi(yi - my)2

ou encore r le coefficient de f-corrélation, racine carrée du précédent.
Cette définition généralise le coefficient de corrélation linéaire défini au chapitre 2.

2. Régression linéaire. Coefficient de corrélation linéaire comme rapport de
variances.

Appliquons cette méthode d'analyse de la variance au cas de la régression linéaire.
2.1

Au chapitre 1 7. nous avons vu comment trouver la meilleure fonction affine
y;=ax, + b pour représenter un nuage de points (xi, yi).
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Les valeurs a et b étaient les suivantes:

b= my -am (2)

Zi(yi - my)(xj - my)
Zi(yi - my)?

Rappelons aussi que
le dénominateur est égal a Zixiz -n.m, (3)
le numérateur est égal a Zi Xi.yl - nmx.my (4)

2.2. 11 s'agit d'établir que dans ces conditions le troisiéme terme T3 de la
décomposition (1) de la variation centrée est nul:

T3 = Zi(yi - f(Xi)).(f(Xi) - my)
= Ei(f(Xi)-(yi - f(Xl-)) - my'zi(yi - f(Xi))

or 2.y - fx;)) = Z.(y; - ax - b)

=nm -anm - nb
est nul d'aprés (2): b=m_-am
y X

donc

T3 = Zjax(y; - fx) + Zib(y; - fix,)

~a2x (y; - fix; ))—aZ X;.(y; - ax, - b)

qui est nul au331 d'apres (3) et (4) car
Z X;(y; - ax, - b) = Zi X.y;-a le12 - b.Zixi

~Z X,y - asz-m Zx +a.m le

lely nmymx-a(Zx -nm_m )=0

Rq: T3 est le produit scalaire de deux vecteurs de R™
qui sont orthogonaux lorsque f rend minimum la distance du point f(x ) au point

k55

23.
Donc la variation et la variance se décomposent en un somme de deux termes
=S, +
Sy =Sg Ty

- SE , 1a variation expliquée par la fonction affine est
Zi(f(xi)- my)2 = Zi (a.xi +b- my)2

- La vanation résiduelle de la fonction est

SR~Z(y - £(0x;) = Z(y; - ax; - b?

R cstla dlstance euclidienne Ju nuage de points E a la fonction, suivant y.

(
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- La variance résiduelle "de y lié par x" est:
1 1

Cp est ]'écart type de y lié par x, la distance euclidienne relative de E 3 F.

2.4. 11 reste a montrer que le coefficient de corrélation est dans ce cas le coefficient
de corrélation linéaire.
c'est a dire que

2_VE o Zilfxi)-my) o Zi(yi - my)(xi - my) )
vT Zi(y; - myy’ Zj(xj - mx ). Zj(yj - my)?

Or, puisque my et my satisfont I'équation de régression my =am_ +b
et puisque

f(xi)-my=axi+b-(amx +tb)=a.(xi-mx) , alors

(f(x1) - my)? = a.(xi - mx)? d'ou

Ei(f(xi) -my)? = aZ.Zi(xi - mx)* .

D'aprés la valeur de a rappelée plus haut, il vient

_ (Zi(yi - my)(x - mx))? .(Zi(xj - mx)?)

2
' (Zi(xi - mx)?)?.Zi(yi - my)’

qui apres simplification, achéve la démonstration.

Rappelons
- que r* mesure la qualité de la représentation de E par f: ax+b
- que r varie entre -1 et +1
- et qu'il se voit attribuer le signe de a.

3. Regression polynomiale.

3.1. Introduction. Si la dépendance fonctionnelle entre y et x n'est pas linéaire, le
processus devra étre réitéré. Apres avoir €puisé la composante constante avec m_,
puis la composante linéaire avec ax + b, quel que soit le coefficient linéaire r, 1l
faudra chercher une éventuelle composante quadratique, c'est a dire un modéle de
la forme a, x? + a;x +a, la qualité de ce nouveau modele pour expliquer le résidu
sera mesure par le coefficient de corrélation quadratique T, et ainsi de suite.
Puisque toute fonction réelle peut étre approchée autant que l'on veut par un
polyndme de degré suffisant, nous avons la une méthode pour représenter n'importe
quelle relation fonctionnelle dans un ensemble de couples.

Remarquons qu'il ne s'agit plus comme l'aurait voulu la seule premiére stratégie,
d'approcher directement le nuage avec un polynome de la forme

T
y=a+bx+cx?+.. +px
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puis si l'approche n'est pas satisfaisante d'essayer avec un polyndme de degré
supérieur.

Cette approche désordonnée produit des modeles concurrents, méme si on choisit
le meilleur il faut abandonner tous les autres. Si le résidu n'est pas aléatoire, chaque
étape recommence a Zero.

Au contraire le processus engagé dans les deux premiers paragraphes a permis de
choisir la meilleure composante constante, de connaitre son importance, puis pour
expliquer le reste, la meilleure composante linéaire.

3.2. Principe.
La méthode conduit a chercher une décomposition de la forme:
y= BO Po(x) + BlPl(x) + Bsz(x) +...+BrPr(x)
ou les P; (x) sont des polynomes de degré j:
Pj(x) =pj0 + pjl.x + ujz.x2+ s pjj.xj

et ou les Bj sont les coefficients de régression de rang j.

o Z123-P] (I ©)
ZiPj(xi)

De plus ces polynomes seront orthogonaux, c'est a dire indépendants. Tous leurs
produits scalaires sont nuls: Pour tout j et tout k:

Zi Pj(xi)‘ P (x,)=0
en particulier, comme PO(x) =1
Zi Pj(xi) =0

De cette maniére la variance se décomposera en termes propres aux différents
polynéme et au résidu sans termes rectangles. Ainsi chaque terme apportera un
information propre et pourra étre calculé indépendamment des autres.

Dans nos deux premieres étapes nous avons obtenu en fait la régression suivante:

v —m +nExy-Zx.Zy[x_m |

1 Y nZx?-[2x] X
qui montre les coefficients de régression et les polyndomes d'ordre 0 et |

En effet, si PO (x)=1 et %= BO PO(xi)
alors Zi y; =B ZiPO(xi) et B, = m,

B1 , que nous connaissons déja, est la 2éme solution du systeme:
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n.z; + (Zx) ‘Bl = Xy
(Z‘.x).z1 4—(21(2).[31 = XXy

3.3. Méthode.
Plus généralement les coefficients p., des termes de degré k du polynéme de degré
J sont donnés par la résolution com&éte du systéme de j équations a j inconnues

suivant:
™ 'n >x  Ix® .. Ixil | e x|
! J .
Zx Zxr L .. Xx M) —xitl
rYxr Xx¥ Ay .. 2% X1 Hp |5 —Xxi*2
| 2xitl Zxi Zxitl . Zx¥2 Hjj | —2xZ1 _]

Les Bj se calculent alors par la formule 6. (merci les ordinateurs)
4. Ajustement linéaire. Transformations. Droite de Henry.

La régression polyndomiale est plutdt lourde et assez limitée lorsque la relation
fonctionnelle suit une loi homographique, exponentielle, ou logarithmique.

I arrive que l'on connaisse assez bien la loi théorique du phénomeéne et qu'il
s'agisse essentiellement d'en déterminer les parametres.

Pour cela il est commode de ramener I'étude de la régression fonctionnelle & une
régression linéaire par une transformation mathématique de la fonction en droite.

On transforme les données de la méme fagon. La droite de régression sera alors
I'image de la fonction de la forme initiale la plus proche du nuage initial. Il suffira
d'appliquer la transformation inverse a cette droite (dite droite de Henry)

Exemple: Un phénomene suit une loi du type y = k/xP et on a recueilli une famile
(xl-, yi) d'observations. Déterminer k.

y.xp =kdonc Logy +p.Logx=Logk=K

Les variables Y = Log y et X = Log x sont alors liées par une relation lin€aire:
Y=K-pX
Aprés avoir calculé les coordonnées transformées:
Y.=Logy. et Xi = Log x. et effectué I'analyse de régression linéaire du nuage
()&i,Yi) on olbtient la droite:
Yi =a Xi +b
La fonction de la famille proposée la plus proche du nuage (celle qui minimise la
distance classique) est alors:

Exercice: quelle transformation utiliser pour y = x3?
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Les fonctions exponentielles ou logarithmiques peuvent étre ramenées a des
fonctions linéaires par une transformation exponentielle ou logarithmique sur une
des variables.

S. Régression multilinéaire.
Considérons n données qui sont des (k+1)-uplets. La iéme est (xi.), j variant de 0 a
k désigne les variables explicatives. La derniére donnée y; est c’onsidérée comme

une fonction lin€aire de chacune des k premiéres.

L'équation de régression multilinéaire sera donc:

%= Z;b; Pi(xy)

Chaque polynome étant linéaire sauf le premier, tous les coefficients de régression
bj attachés a la variable j étant linéaires sauf le premier, nous avons

y= my -+ bl(x =T, 1)+ bz(x - mx2) L o bk(x-mxk)

Les bj sont les solutions du systéme linéaire suivant:

Sx;2 0 Sxix, ... Sxyxg b, Sx,y

Sx,x;  Sx,2 . Sx,x, b, Sx,y

Sxix, Sx3X, .. Sxx, | x| by |= | Sxyy

Sx,x;  Sxx, ... Sx? by Sx,y
matrice des variations B cov avec
et des covanations y

6. Analyse hiérarchique et discriminante. (indications pour un cours futur)

6.1. Principe de I'analyse hiérarchique, suite de partitions, noeuds et signification

Il n'est pas toujours possible de commander les variables causales intéressantes,
mais la méthode reste valable. I est alors important de définir des méthodes pour le
choix de la suite de partitions qui seront éprouvées par l'analyse de la variance
suivant la troisieme stratégie.

Elle consiste lorsqu'il n'est pas possible de trouver un modéle satisfaisant pour
'ensemble des données a les discriminer, c'est a dire a les considérer comme deux
ensembles de données différents a expliquer séparément.

6.2.recherche de la distance ultramétrique la plus proche d'un tableau.
(non trait¢)

6.3. algorithmes de classification automatique
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Table des probabilités associées aux valeurs supérieures aux valeurs extrémes
observées de z dans la Distribution Normale.
Le corps de la table donne la probabilité unilatérale sous Hy de z. La colonne de gauche donne les différentes valeurs
de z a la premiére décimale. La premiére rangée donne les différentes valeurs de la deuxiéme décimale.
Ainsi, par exemple, la probabilité pdez < 0.11 ouz 2 -0.11 est p = 0.4562

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

0 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641
1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859
3 3321 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3483
4 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121
§ 3085 3050 3015 2981 2946 2912 2377 2843 2810 2776
6 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
. 2420 2339 2358 2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148
8 2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867
9 1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611
.0 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379
Al 1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170
2 1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985
3 0963 0951 0934 0918 0901 0885 0369 0853 0833 0823
4 0803 0793 0778 0764 0749 0735 0721 0703 0694 0681
3 0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559
.6 0548 0537 0526 0516 0505 0495 0485 0475 0465 0455
7 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367
8 0359 0351 0344 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294
9 0287 0281 0274 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233
0 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183
1 0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143
2 0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110
3 0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084
4 0082 0080 0078 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0064
B 0062 0060 0059 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048
6 0047 0045 0044 0043 0041 0040 0039 0038 0037 0036
7 0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026
8 0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019
9 0019 0018 0018 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014
0 0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011 0010 0010
3 0010 0009 0009 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007
2 0007

3 0005

4 0003

S 00023

6 00016

ol 00011

8 00007

9 00005

0 00003
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TABLE DES VALEURS CRITIQUES DE CHI CARRE

dl Probabilité sous H, que X2 >= Chi carré
9 R 95 0 80 70 50 30 20 10 05 ® 01 001
1 ooid o3| 0039 016] 064| 15| 46| 107| 164 271| 384| 541 6.64| 1083
2 02 04 .10 21 45 71 139| 241 322| 460| 599 7.82| 921| 1382
3 12| 18| 35| 58| 100| 142] 237| 366| 464| 625| 782) 984 1 1.34| 1627
4 30 431 71| 106| 165| 220| 336 488| 599 7.78| 949| 11.67 13.28| 1846
5 55 75| 1.14| 161 234| 300| 435| 606 729| 924| 11.07) 1339 15.09] 20.52
6 87| 113| 164| 220| 307| 383| 535| 723| 856| 1064 1259 1503 1 6.81| 22.46
7 124] 156| 217| 28| 38| 467| 635| 838| 980 1202 14.07| 16.62| 1848 2432
8 1651 203| 273| 349 459| 553| 734| 952| 11.03] 1336/ 1551 18.17] 20.09 26.12
9 209| 253] 332| 4.17] 538| 639| 834 10.66| 1224] 14.68 1692 19.68 21.67| 27.88
10| 256! 306| 394 486| 6.18| 727| 934| 11.78] 13.44| 1599 1831] 21.16 2321 2959
11 305| 361| 458| 558| 699| 8.15| 1034 12.90| 14.63| 1728 19.68 22.62 24721 3126
12| 357] 418 523! 630 7.81| 9.03| 1134| 14.01| 1581 1855 21.03| 24.05 2622| 3291
131 411| 476| 589| 704| 863| 993| 1234 15.12| 1698 1981 2236/ 2547 27.69 3453
14 | 466! 537| 657| 779| 947| 10.82| 1334| 1622| 18.15| 21.06| 23.68| 26.87| 29.14 36.12
151 5231 598| 726| 855| 1031 11.72| 1434| 1732| 1931] 2231 2500 2826| 30.58| 37.70
16 | s81| 6611 796| 931| 11.15| 12.62| 1534 18.42| 2046 23.54| 2630 29.63| 32.00| 3929
17 | 641 726| 867| 1008 12.00| 13.53| 1634] 1951| 21.62| 24.77) 27.59| 31.00| 33.41| 40.75
18 | 7021 7911 939! 1086 12.86| 14.44| 17.34| 20.60| 22.76| 25.99| 28.87| 32.35| 34.80| 4231
19 | 763| 857] 1012 1165 13.72| 1535| 1834 21.69| 23.90| 2720| 30.14| 33.69| 36.19| 43.82
20 | 826! 924| 1085 1244| 1458| 1627| 1934 22.78| 25.04| 2841| 3141| 35.02| 37.57) 4532
21 890! 992 11.59| 13.24| 1544 17.18| 2034| 23.86| 26.17| 29.62| 32.67| 3634 38.93| 46.80
22 | 954| 1060 1234 1404] 1631 18.10] 2134| 2494| 2730| 3081 33.92| 37.66| 4029| 4827
23 | 1020] 1129] 13.09] 14.85| 17.19] 19.02{ 2234| 26.02| 2843| 32.01| 35.17| 3897| 41.64| 49.73
24 | 1086| 11.99| 1385 15.66| 18.06| 19.94| 2334| 27.10| 29.55| 33.20| 3642 4027 4298 51.18
25 | 11.52] 1270 14.61] 1647| 1894 20.87| 2434| 28.17| 30.68| 34.38| 37.65| 41.57| 4431| 5262
26 | 1220| 1341] 1538] 1729 19.82| 21.79| 2534| 2925 31.80| 35.56| 38.88| 42.86| 45.64| 54.05
27 | 12.88| 14.12] 16.15] 18.11| 20.70| 22.72| 2634| 3032 3291| 36.74| 40.11| 44.14] 4696| 55.48
28 | 13.56| 1485 1693 18.94| 21.59| 23.65| 27.34| 3139 34.03| 37.92| 4134] 4542| 4828 56.89
29 | 1426| 1557| 17.71| 19.77| 22.48| 24.58| 2834| 32.46| 35.14| 39.09| 42.56| 46.69| 49.59| 5830
30 | 1495 1631 18.49| 20.60| 2336| 25.51| 2934| 33.53| 3625 4026| 43.77| 47.96| 50.89| 59.70
_




distribution du t de Student Fisher

niveau de signification pour un test unilatéral J

0,10 005 ]| 0025 | 001 | 0005 | 00005 |

niveau de significationpour un test bilatéral J

0,20 0,00 | 000 | 002 | 001 | 000 |

1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,598
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,941
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3.250 4,781
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4318
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4221
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 1.333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373
infini 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291
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