Formation des maitres du cycle élémentaire GuyrBusseau

Etude de la situation fondamentale des Statistiques

du curriculum
« PREMIERE DECOUVERTE DES LOIS DU HASARD A L'ECOLE ELEMENTAIRE »

emission TV « atelier de pédagogie » du 30.11.76
(texte en annexe)

A - ETUDE D'UNE EXPERIENCE DE PROBABILITES

1. 0. Pour pénétrer dans le domaine des probabilitéesthtistiques, il me parait
commode de commencer par une expérience. Ce cBbigeait-étre discutable et
nous le discuterons plus tard, mais 'y tiens. Avaéme de proposer a nos éleves de
la découvrir, faisons cette expérience ensemble.

1 - POURQUOI FAIRE BEAUCOUP D'EXPERIENCES ?
1. 1. L'expérience

Je prends un grand sac opaque dans lequel jeumetsentaine de jetons
pour jeu de dame blancs et noirs mélangeés, a pssgngans m'occuper de savoir s'il
y a plus de blancs ou de noirs. Maintenant, je ggdmnois sacs opaques eux aussi
plus petits, que je marque des lettres A, B, Cr p@en les reconnaitre.

En les placant a tour de role dans le grand sats regarder, je mets
dans chacun cinqg jetons. Si je n'ai pas trichgngie bien sdr la composition de
chaque petit sac.

Le jeu consiste a deviner le plus de choses lpesssur le contenu de
chaque petit sac sans jamais regarder ce qu'itiecdn(Nous pouvons cependant
vérifier a travers le tissu que nous avons biegt@njs par sac).

On a le droit pour cela de procéder a des EPREUNHEMENTAIRES ou
TIRAGES un tirage consistera :

a) a bien secouer les jetons pour les mélanger,

b) a plonger la main dans le sac, a saisir un jettnsortir du sac, regarder sa
couleur

c) a le remettre dans le sac.

Nous supposons qu'alors les jetons ne peuverétpaslistingués les uns
des autres. Cela veut dire que nous ne faisondegamrques dessus.

1. 2. Premieres réflexions : premiéres expériences

Faites quelques expériences. Avez-vous noté quelgose ? Quoi? La
date ? Le mois de I'année ? De quel pied vousvéiesievés ce matin ? Combien de
fois avez-vous tiré un jeton? avez-vous noté lesltd@ts des épreuves ? Les avez-
vous numérotés et rangés dans l'ordre ?
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Quelles questions vous étes-vous posées ? Qualldscslles auxquelles vous
pouvez déja répondre ? Le choix des renseignemsiis pour la recherche ds
réponses n'est pas toujours évident.

» Voici par exemple les premiers résultats qae gbtenus par cette
expérience.

Sac A Sac B Sac C
N B N
N

72Nz

* L'examen de ce modeste résultat permet déj@mendre a quelques
guestions :
- Y-a-t-il des jetons noirs dans tous les sacs ?  oui.
- Et des blancs ? dans le sac B, oui.
- Dans les autres ? Nnous ne savons pas.

fig. 1)

» Et déja, nous prévoyons que l'on peut esp&réaide de nouvelles
épreuves la réponse a d'autres questions (sarcelzusoit certain toutefois).

» Par exemple, le sac A contient-il des jetdasds ?
Continuons les triages :

Sac A Sac B Sac C
N B N
B N B
B B N
B N
(fig. 2)

* Nous savons maintenant de fagon ecertque tous les sacs contiennent
des jetons des 2 couleurs.
Si nous avions tiré d'un certain sac la suite NININNNNNNN, pourrions-
nous conclure de facon certaine : « ce sac neesunpias de jeton blanc » ? non,
"mais nous penserions” il est possible que ce samntienne aucun jeton blanc".

Il'y a une grande différence entre la convictamec laquelle nous disons ces
deux phrases : "il y a dans le sac A des jetonscbhla’il n'y a pas de jeton blanc
dans le nouveau sac".

La premiére est acquise par une sorte d'expé&riaaevée, si familiere que sa
conclusion est, a partir d'un certain age, évidehtans mystere.

La deuxiéme est acquise de facon implicite par edgériences du genre de
celles que nous faisons ici et acquise trés jeuf@nsen croit Piaget').

1 (*) La genese de l'idée de hasard chez I'enfant.
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Mais elle nécessite des justifications ratioregeljui font appel a des modeles
beaucoup plus complexes.

Pour l'instant nous savons que lors de chaque EPRElémentaire, deux
EVENEMENTS seulement sont susceptibles de se produire :
- "il sort un jeton noir"
- "il sort un jeton blanc"
Si nous avions numéroté les jetons 1, 2, 3, 4albrs les événements
susceptibles de se produire auraient été :
- "il sort le jeton 1"
- "il sort le jeton 2"
mais alors il aurait été facile de connaitre la position du jeu.
Les phrases que nous pronongons a propos du contksu sacs sont des
"hypothéses" ou des "conjectures” (tant que nouguneattribuons pas une valeur :

"vrai", "faux","certain", sinon, elles deviennenbas des assertions).

1. 3. Les comparaisons justifient de nouvelles exjpences

* Nous avons donc 3 sortes de déclarations :

a) sur les expériences passées : des résultats

b) sur celles a venir : des prévisions

c) sur le contenu du sac : des hypotheses

dont seules les premiéres, (a) sont a priori getat acquises par des procédés sirs.

Mais ces sortes de déclarations sont liées ansnipiplicitement ; "il sort des
jeton noir du sac Ctllonc" C contient un noir'doncI'évenement "il sort un noir"
peut se réaliser a la prochaine épreuve.

Ces liaisons que nous utilisons souvent sans yepengus allons les découvrir et les
étudier presque en méme temps que nos eléves

* Intéressons-nous a une prévision, par exeragkecouleur du prochain
tirage dans le sac A. Engageons un pari 1 con&ecd sujet. Vous et moi, parions
ensemble contre une troisieme personne. Si je peoge parier pour "il sort un jeton
noir" serez-vous d'accord ? Pourquoi ?

- parce qu'il est sorti plus de blancs du sac A ?
mais si les blancs sont sortis c'est aux noirsedaa@ntrer maintenant, ne le pensez-
vous pas ?

- vous préférez penser que s'il est sorti pluslalecs c'est a cause du contenu du
sac, lequel ne va pas changer et donc on va centinvoir sortir des blancs.

* Si cette derniere idée est juste les tiragga dffectués ressemblant au
contenu des sacs devraient se ressembler entre eux.

Pourtant, & un jeton noir, on voit succéder idagtat®mot un jeton noir, tantét
un blanc (dans tous les sacs) les résultats &preve ne se ressemblent donc pas
d'une expérience a une autre.

Parions néanmoins suivant notre intuition pobtahc.

Tirons dans A, il sort N (perdu) rejouons, il sNrtpuis B, et encore B.

Je crois comme vous, que si je continue a jougupierais gagner car je crois qu'il
sortira plus de blancs que de noirs.

Continuons donc lestirages:BNBNBBBBBNBBNBBNNBB BN B.
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 Jusqu'ici, j'ai eu raison (mais je ne suis pasgsie cela va continuer) il est
sorti 10 noirs et 20 blancs. J'ai fait 30 tirages.

* Puis-je en conclure que le sac A contient giiblancs que de noirs ?

Si nous recommencons cette expeérience, le réseltait-t- il le méme ?
Vérifions :
NB NBNBBBBNBNBBBBNBNBNNNBNNBBN:
13 noirs, 17 blancs.

 Ainsi ces questions nous conduisent a recoroarefexpérience qui
comprendra plusieurs tirages : 30 par exemplek isi30.
Ces 30 tirages constituent une nouvelle épreugemposée de plusieurs épreuves
élémentaires.A cette épreuve sont associés de nouveaux évetseme
Par exemple, I'évenement "il sort plus de blanos de& noirs" s'est produit dans
I'épreuve composeée de 30 premieres eépreuves el@nesntelatives au sac A ainsi
gue I'évenement "il est sorti 10 noirs et 20 blancs

Tous les événements que l'on veut comparer dodtemtsusceptibles de se
produire dans chacune des expériences que l'ondesdriptibles et reproductibles
comme une épreuve unique.

II faut donc que ces expériences comportent le mémmbre d'épreuves
élémentaires.
1. 4. Comparaisons des résultats entre eux
» Une question nous vient :
y a-t-il un sac dans lequel notre pari parait fdade ?

Evidemment celui ou il est sorti le plus de blancs.

» Pour vérifier, faisons donc avec chaque sasi@lrs suite de 10
épreuves.

Sac A

Sac B

Sac C

BNBBBBBNBB
BNBBBBBNBB

BNNNBNBNBN
BNNNBNBNBN

BNNNNBNBNB
BNNNNBNBNB

NBBNNBBBNB
NBNBNBBBBN

BBNBNBBBBB
NNNBNBBNNB

BNNNNNNNNN
BNNNNNNNNN

BNBBBBBNBN
BNNNBNNBBN

NBNNBNBNBB

NBBNNBNNNN

(fig. 3)
* Quels évenements sont réalisés ? Lesquels ntgwessent ? Pourquoi ?
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Sac A. : Dans la premiére épreuve il est sors pliel blancs que de noirs.

*Pour répondre a certaines questions nous ciswmts, avec les résultats
pu chercher le nombre de fois qu'un noir suit uim, rd nous avions vu que cela
avait un rapport avec notre objectif.

* Il n'existe pas d'évenements privilégiés sisnne nous posons pas de
guestions préalables.
Les évenements dont on constate la réalisationcwisis parmi bien d'autres,
parce qu'on croit qu'ils ressemblent mieux a cewixpguvent se produire ou aux
hypothéses qui nous intéressent.

En quoi ces nouveaux tirages nous apprennerdtlscontenu ? Comment
pourraient-ils ressembler au contenu - toujoursi@éme du sac alors gu'ils mne se
ressemblent guere entre eux ?

Il semble que le probleme se repose de la mégoa fgue préecédemment et que
'on doive considérer maintenant des suites deesuitépreuvessomme on a
considéré des suites d'épreuves pour vérifierr@agons qui venaient a l'esprit : ...

Quelles informations pourraient alors apporterndevelles expériences : de
nouvelles hypothéses ? une conviction meilleure pettaines déja formulées ? On
pourrait par exemple se convaincre mieux que Ci@ainplus de jetons noirs que de
jetons blancs. Mais serons-nous alors convaincus ?

La crainte de n'avoir pas avancé sensiblemerdg datre quéte peut inciter a
renoncer.

1. 5. Comparaison des résultats avec les différestbypothéses
Nous avons pourtant progresse.

» Toutes les hypothéses que nous pouvons formnsukela composition
du sac peuvent se ramener a une, et une seuleidastss :

chaque sac contient :

Soit5 jetons noirs e¢cest exclu)
Soit4 jetons noirs et blanc

Soit 3 jetons noirs €2 blancs

Soit 2 jetons noirs €8 blancs

soit1 jeton noir e& blancs
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soit0 jeton noir eb blancs

(ceci est exclu)

lére idée: Il faut pouvoir rapprocher les résultats desdilipses, l'idée vient
alors assez régulierement aux enfants de considésegépreuves de cing tiragésu
épreuves élémentaires) s'il y avait eu 7 jetonsspar ils auraient considérer des
épreuves de 7 tirages.

Nous pouvons réécrire I'ensemble des premieagds en les regroupant par 5.
Le tableau précédent devient alors :

Sac A

SacB

Sac C

NBBBN-NBBBN

BNBBB-BNBNN

NBNNN-BNNNN

BNBBB-BBNBB

BNNNB-NBNBN

BNNNN-BNBNB

NBBNN-BBBNB

BBNBN-BBBBB

BNNNN-NNNNN

NBNBN-BBBBN

NNNBN-BBNNB

BNNNN-NNNNN

BNBBB-BBNBN

NBNNB-NBNBB

NBBNN-BNNNN

BNNNB-NNBBN

BBNNB-BNNBN

NNNNN-NBNNN

(fig. 4)

2eme _idée: Pour comparer les résultats des expériencesg(eEs par leur
numéro) et découvrir leurs ressemblances ou leifférehces, classons-les. Par
exemple, classons-les suivant que I'événementtil@us de jetons blancs que de
jetons noirs" est réalisé ou non

Sac A SacB Sac C
Plus de 12345-8-9-10 156-8-10-11 4
blancs
Plus de 5.7.11.12. 2.34.7.9.12 1235678910
noirs 1112
(fig. 5)
Ou tout simplement d'aprés le nombre de jetoasdsl tirés dans - chacune.

Exemple, dans la 7éme expérience, dans le sa@g, slorti 1 blanc (** P. 9**) : (et

4 noirs).

Nombre de

blancs sortis |

s owWwyRo

(fig. 6)
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Sac A Sac B Sacc
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7 1-2-3-5-7-10-012
5-7-11-12 2-3-4-9-12
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Expériences qui ont réalisé ces évenements.

Nous obtenons ainsi la distribution des évenement

Distribution des effectifs Si nous somme d'accord sur le fait que le moroann
fait une expérience n'a pas d'influence sur sestaés - cela resterait a vérifier - au
lieu de regarder la suite des expériences, iltsdéficompter combien il y en a par
catégorie.

Nous obtenons alors un nouveau tableau d'efectif
- chaque ligne concernera un des évenements (irattig avec tous les autres)
susceptibles de se produire au cours de I'éprerigetidages :

- il sort O blanc
- il sort 1 blanc

- il sort n blancs.
Ainsi tous les cas sont envisageés.
[Un tel ensemble d'événements est dit exhpustif
Un systeme exhaustif d'événements est un emsef@benements tels qu'au
cours d'une épreuve :
- L'un d'eux se produira certainement
- et celui-la seulement - aucun autre ne peudreduire en méme temps.

Exemples :

A chaque événement on fait correspondre sontiéfflems I'expérience étudiée.
Cette correspondance est appelée "distributioneffestifs”.

Regardons cette distribution des effectifs :

Certaines différences apparaissent. C parait toafoess différent de A et de B, alors
gue A et B se ressemblent encore. Mais qu'est-oestdifférent ?

Observons de plus prés :
D'abord I'évenement le plus fréquent. Cet évenempal a le plus grand effectif
s'appelle le mode.

Le mode du sac C est "il sort un blanc" (effecjif
Le mode du sac B est "il sort deux blancs" (eiffé&g}
Le mode du sac A est "il sort quatre blancs"e@ff 5)

Par contre, on remarque que les événements @dfieictif n'est pas nul sont
voisins les uns des autres : la distribution defsattend de "il sort 2 blancs" a "il
sort 4 blancs".

Celle du sac B s'étend de 1 a 5.

Celle du sac C s'étend de 0 a 3.

Pouvons-nous tirer maintenant certaines conahgs?o
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Il faudrait peut-étre avoir un plus grand nombre@miltats dans chaque classe pour

voir comment se différencient les trois sacs.

Effectuons ces tirages -

Voici mes résultats.
n° des A B C
expériences
133 NNBBB BBNBN NNNNN
14 BBBBN NNBNB BNBNN
155 BBBBB NNBNB NNNNN
166 NBBNB| BBNBB BNNNN
17 BNNNB NBBNB NNNNN
188 NBBNN| NBBBB NNNNN
19 NBNNN NNBBN NNNNN
20 BNNNN| NNBBN NNNNN
21 NBBBN BBNBN NNNNB
222 NNBBB| NBBNN NNNNB
(fig. 7)

Et voici maintenant la distribution des effectif$ig. 8)

fﬁomhre de

blancs dans

une suite A B C

de 5 tirages

_______ T S A &0 —
. i~ i N3

_____________________________________ e et e e e e |
2 DI N M
3 N NM \

o A ==
4 N ™
5 | !

e S do ————— e e

(fig. 8  :Nombre d'expériences réalisant ces évenements.

Au lieu de porter comme dans la figure 6, le nundEs expériences en face de
I'évenement qu'elles sont réalisé, nous nous soncor@entés de mettre une barre a
chaque fois, par exemple six suites de 5 tirages @aont realisé I'événement "il sort
deux blancs" (les expériences 5, 7, 11, 12, 17, 18)

Nous visualisons ainsi le tableau des effectifsierdiagramme appelé histogramme
(fig. 8).

On perd ainsi certaine informations : par exemgtene peut plus voir que dans
le sac C il est sorti une étonnante suite de 2&nAila 16éme, 17éme, 18éme, 19éme,
20eme et 21eme expérience. Mais on se détachesdévéaements particuliers pour
s'intéresser a des événements moins variabledugtep rapport avec I'hypothése a
tester :
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Les différences entre A et B ne semblent guémaérmer (mode de A
: 3 ; mode de B : 2) par contre C semble toujoufférént de A et de B. Vos résultats
ressemblent-ils aux miens ?

1. 6. Choix d'une hypothése

Ainsi on entrevoit une méthode de choix entredi#gsrses hypothéses :
on cherche une caractéristique de la distributies dffectifs qui associe a toute
distribution obtenue une des hypothéses, de préféraux autres.

Critéres intuitif : Par exemple, je suis convaincu intimement qusale C contient 1
blanc et 4 noirs et peut-étre le pensez-vous &ugette hypothése me semble mieux
convenir d'abord, intuitivement, puis en y réfl&saint parce que le mode de C est 0 ou
1, parce qu'on sait bien qu'il n'y a pas 0 blantsd@ et parce que les expériences
fournissant 2 blancs sont trop rares.

Cela montre que nous avons acquis un "modeéle iitgliqui nous permet, sur vingt ou
trente expériences de nous faire une opinion. Nmusavons pas exactement de quoi
nous tenons compte ni comment le raisonnemeneciedf mais le fait est la et dans
certains cas, notre conviction est assez fermer Bautres notre intuition échouera.

Quelques expériences ont montré que les enfahisssez tot la capacité
de prévoir ainsi des résultats dans certainestgiigaaléatoires en tenant compte des
résultats observés si les différences entre ldsiliifons sont assez nettes. Mais ils
sont souvent incapables de découvrir, d'expliquemdoi ils ont tenu compte pour
avancer leurs conclusions. Or cette explication iedispensable pour_testepour
éprouver le critéere de choix retenu.

Exemple de critére de choix d'une hypothese

.Le mode
. Le premier critere qui vient a l'idée c'est deisin le mode - I'événement le plus
fréquent - comme indicateur du contenu du sac.
On pourrait donc avancer suivant ce critere,af@éd 2éme expérience :
A contient 4 blancs, B contient 2 blancs, C caritieblanc
apres la 22eme expérience :
A contient 3 blancs, B contient 2 blancs, C cortiehlanc.
Mais on voit
- d'une part, que les hypothéses que le critenmgiede retenir varient avec le
nombre d'expériences
- d'autre part, que l'effectif de I'événementliesgréquent n'est pas trés différent
de l'effectif des évenements voisins, c'est pela d'ailleurs que le mode varie.

.La différence d'effectif des classes

C'est pourguoi les enfants recherchent assezesgua ce moment de
I'expérience, et sans analyser leurs raisons, riteéses de choix d'une hypothese plus
ou moins ingénieux exacts ou efficaces, mais gésgmtent si possible les qualités -
d'étre stables quand le nombre d'expériences augmen
- de trancher nettement entre les hypothesesésemqce.
Par exemple celui-ci :
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"Nous allons tirer jusqu'a ce que l'effectif d'wegement dépasse de 2 celui de la
classe qui la suit" ; cet évenement sera pris comdieateur du contenu du sac.
Appligué a mes résultats, ce critere donne aleiéme expérience :
C contient 1 blanc et 4 noirs.
A la vingt-cinquieme expérience, aucune conclusioavelle.

Qualités d'un critére, Test de ces qualités

Nous dirons qu'un critere est fided# donne tres fréquemment (disons 95 fois
sur 100 par exemple) la méme réponse, lorsqu'ammeence de tres nombreuses fois
le méme ensemble d'expériences.

Nous dirons gu'il est netu précis, si le nombre de cas ou il ne fourng ga
réponse est faible (par exemple inférieur a 2 %).

Il est justesi I'hypothése qu'il propose est trés souventolanb. Par exemple
plus de 99 fois sur 100.

Il est efficacesi la conclusion est obtenue a l'aide d'un petimiore
d'expériences.

Nous ne savons rien a priori de la valeur ddgereis que nous pourrions
avancer. Nous pourrions bien slr ouvrir les saé&sifier si la réponse est juste,
recommencer. Pour chaque critére, nous pourricalsi@&vexpérimentalement, tester sa
fidélité, sa précision, sa jeunesse, son efficatitghoisir le meilleur.

Cela demandera de trés nombreuses expériendésnagigiues, de plus
les résultats obtenus seront eux-mémes aléataiess;a-dire qu'ils varieront un peu
d'une série d'expériences a une autre, et sergattédasés par des distributions
d'effectifs. Il faudra donc la aussi décider deveaux critéres de choix permettant de
dire que tel critere est plus juste que tel auti. que le nombre d'expériences est

suffisant...

Il n'y a pas de raison que cela s'arréte. C'estrquoi nous nous
interdirons, non pas de faire des expériences, daisrir ces sacs-la. Nous avons fait
de méme avec les enfants afin de favoriser laxiéihernathématique.

Pouvons-nous déja choisir un critere, ou trouuemoyen d'en choisir
un ? quelles qualités devrait-il avoir ?

Si le critere de choix d'une hypothése est jumie sens ou nous
I'entendons, il est nécessairement fidele ; c'ebteaque s'il donne fréquemment la
réponse juste, il donne souvent la méme réponsa secommence souvent la méme
expérience. Ce que l'on doit gagner a chaque exqéinouvelle n'est donc pas une
information qualitativement différente, c'est dectaviction une certitude plus grande
que I'hnypothese indiquée par le critere est la bonn

Il faut que le critéere donne des réponses d'autailleures et slres que le nombre
d'expériences sur lesquelles on I'applique estgrasd. Inversement, si le nombre des
hypotheses augmente, il est plus difficile de dheistre elles. On doit pourtant arriver

a une précision suffisante sans changer de crigétren voit qu'on ne le pourra qu'en

augmentant le nombre d'expériences.
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CONCLUSION :

Il faut revenir a I'expérience mais apres ngiremiere tentative, nous
savons mieux ce que nous cherchons et comment pmuons y arriver : il faudra
entre autres, faire beaucoup de tirages.

Les tirages sont assez longs et fastidieux gedss ai faits pour vous.
J'ai fait avec un appareil mille tirages dans cleasgac A, B et C. Nous les trouverons
dans lI'annexe ci-apres, et nous prendrons larégges que nous voudrons quand nous le
voudrons.

Les enfants de I'Ecole Michelet ont invenyté dppareils plus rapides
que les sacs : des bouteilles de plastique ounfendes billes et dont onobstrue une
partie du col avec une épingle double pour qu'enéesbille puisse descendre (fig.10).

Nous pouvons aussi utiliser un programme d'otdura(*)

Comment allons-nous utiliser toute cette informmtipour résoudre notre
devinette ?
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